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YOßWOBT. 

Als F. Klein im Wintersemester 1895/96 eine zweistündige Vor- 
lesimg ,,über den Kreisel" hielt/ bezweckte er einerseits, die namentlich 
in England verbreitete unmittelbarere Auffassung der mechanischen 
Probleme gegenüber der abstrakteren Färbung der deutschen Schule 
zu ' betonen, andererseits die namentlich in Deutschland ausgebildeten 
Methoden der Riemannschen Fünktionentheorie für die Mechanik frucht- 
bar zu machen. Die Berücksichtigung der Anwendungen und der physi- 
kalischen Wirklichkeit wurde damals mehr angedeutet und gefordert, 
als wirklich durchgeführt. 

In der aus der Feder von A. Sommerfeld stammenden umfäng- 
lichen Drucklegung über wog mehr und mehr das Interesse der An- 
wendungen, besonders nach dessen Übernahme eines Lehramtes in der 
technischen Mechanik und später in der Physik. Der auf diese Weise 
hinzutretende Stoff astronomischen, geophysikalischen und technischen 
Inhaltes hatte aber gegenüber dem Plane der nrspirünglichen Vorlesung 
mit Notwendigkeit eine Änderung des mathematischen Standpunktes 
im Gefolge. Während die in den ersten Heften vorbereiteten Nähe- 
rungsmethoden (Methode der kleinen Schwingungen, Behandlung der 
pseudoregulären Präcession) und namentlich die anschauliche Formu- 
lierung der mechanischen Prinzipien mittels des Impulshegriffes den 
Anwendungen äufserst konform waren, erwiesen sich die weitergehenden 
funktionentheoretischen Methoden, die genaue Darstellung der Bewegung 
durch elliptische Funktionen etc., weiterhin als entbehrlich. So wurden 
z. B. die Parameter of, /3, 7 , d, bezw. die mit ihnen verwandten Quater- 
nionengröJsen, deren geometrische Bedeutung im ersten, deren analy- 
tische Wichtigkeit im zweiten Hefte mit besonderem Nachdruck heraus- 
gearbeitet war, in dem dritten und vierten Hefte fallen gelassen, natür- 
lich in voller Übereinstimmung mit Klein selbst, dessen Interessen 
sich ebenfalls mehr und mehr den Anwendungen zuge wandt hatten. 
Insbesondere kommt das vierte Heft bei der Darstellung der tech- 
nischen Kreiselprobleme mit dem allereinfachsten und elementarsten 
Gesetz der Kreiselwirkung aus, welches unmittelbar aus der Impuls- 
auffassung der Dynamik starrer Körper fliefst und zu Beginn dieses 
Heftes noch einmal kurz abgeleitet wird. 

Wir wollen nicht leugnen, dafs unserer Arbeit auf diese Weise 
im Lauf der fünfzehn Jahre, die zwischen dem ersten Plan und dem 
nunmehrigen Abschlufs des Buches verflössen sind, mit der Einheit der 
Zeit auch die Einheitlichkeit von Stoff und Darstellungsart verloren 
gegangen ist, dafs wir in Bezug auf die allgemeine, sog. analytische 
Mechanik früher, namentlich in den Anzeigen zu Heft I und II, manches 
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versprochen haben, was später nicht gehalten wird, dafs wir anderer- 
seits manchen mathematischen Seitenweg eingeschlagen haben, der uns 
vorübergehend von unserem Hauptziel ablenkte: dem konkreten Ver- 
ständnis des dynamischen Problems* Möge die Vielseitigkeit des In- 
haltes und die Mannigfaltigkeit der angeschlagenen Interessengebiete 
als Ersatz angesehen werden für die mangelnde Systematik und Ziel- 
sicherheit der Darstellung. 

Wenn wir von neuem den gesamten Stoff zu disponieren hätten, 
so würden wir wahrscheinlich die eigentliche Mechanik des Kreisels 
einschlielslich ihrer Anwendungen auf einem viel kleineren Raum dar- 
stellen, unter Beschüeidung der analytischen Seitenschöfslinge, welche 
sich so gern von dem Stamm der Mechanik ahzweigen. Mit dieser 
Darstellung würden wir uns an das grofse Publikum aller naturwissen- 
schaftlichen oder technischen Interessenten der Kreiseitheorie wenden. 
Die analytischen Spezialausführungen, die wir schon wegen ihrer 
besonderen Schönheit gewifs nicht unterdrückt wissen mochten, würden 
wir in einer anderen Darstellung nur dem engeren mathematischen 
Kreise vorlegen. Was endlich die Bedürfnisse des ganz unmathematischen 
Lesers, also die schwierige Frage nach der populären Erklärung des 
Kreiselphänomens betrifft, so haben wir hierzu im zweiten Heft eine 
eingehend begründete kritische Stellung genommen und zu Anfang des 
vierten Heftes nochmals den zwar etwas langen, aber, wie uns scheint, 
allein gangbaren Weg gekennzeichnet, der von den allgemeinen Impuls- 
sätzen der Dynamik des starren Körpers ausgeht. Die Impulssätze wird 
man entweder systematisch aus der Punktmechanik heraus entwickeln 
oder gegebenenfalls nur durch Experimente erläutern, um sie weiterhin 
axiomatisch zu postulieren; auf Grund dieser Sätze lassen sich dann 
alle die zum Teil paradoxen Thatsachen der Kreisel theorie als wohl 
de^ierte Näherungsaussagen qualitativ verstehen und in ihrem Gültig- 
keitsbereiche ohne Unklarheit umgrenzen. 

Der Kreisel ist vor allen anderen mechanischen Vorrichtungen 
geeignet, den Sinn für wirkliche Mechanik zu wecken. Möge er in 
der DarsteUung unseres Buches diesem Zweck in erhöhtem MaXse dienen 
und sich dadurch auch in Zukunft des ehrenvollen Beinamens würdig 
erweisen, den ihm Sir John Herschel vor hundert Jahren beilegte: 

This philo sophical instrumenti 

Göttingen und München, im April 1910. 


P. KLEIN. A. SOMMERFELD. 
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Billiger Weise werden wir uns zu Beginn dieser Vorlesung darüber 
zu verständigen haben, was wir unter dem Worte Kreisel verstehen, 
und was wir nicht darunter begriflfen wissen wollen. 

f Inter einem Kreisel verstehen wir — vorbehaltlich einer späteren 
V erailgenieinerurtg des Begriffes — einen der Schwere unterworfenen 
starren . Körper , dessen Masse symmetrisch um eine Axe des Körpers ver- 
teilt ist, und bei dem mittelst einer geeigneten Vorrichtung ein auf der 
Symmetrieaxe gelegener Tunht im Baume festgehalten wird. 

Wir bezeichnen den festen Punkt des Körpers als Unterstütmngs- 
punkt 0; derselbe zerlegt die Symmetrieaxe in zwei Halbstrahlen, von 
denen wir nach beliebiger Auswahl einen als Figurenaxe bezeichnen. 
Die zur Pigarenaxe senkrechte Ebene durch 0 heilst die Aquatorehene 
des Kreisels. 

Das nebenstehend abgebildete Modell, welches von dem um die 
experimentelle Seite der Kreiseltheorie besonders verdienten französischen 
Ingenieur ßoze ver- j 

fertigt ist und wel- 

ches uns in dieser / 

Vorlesung ständig zu 
Demonstrations- 
zwecken dienen wird, 
stellt einen Kreisel 
in dem angegebenen 
Sinne dar.*^*) 

Von dem glo- 
ckonfÖrinig gestalte- 
ten Ilauptteile giebt 
unsere Figur mir ei- 
nen Meridianschnitt 
wieder 5 um das räumliche Bild desselben zu erhalten, müssen wir 
uns die Zeichnung um. die Figurenaxe OF gedreht denken. Das 

*) Statt deßsen ‘wird man heute für viele Zwecke die von L. Pr an dt l konstru- 
ierten Kreiselinodelle (Verlag M. Schilling, Leipzig) bevorzugen, bei denen ak 
Schwungkörper das mit geeigneten Massen versehene Kad eines Fahrrades ver- 
wendet wird. Vgl, hierüber .F. Pfeiffer., Ztschr. f. Mathematik und Physik, Bd. 60, 
p. (1912). 
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untere Ende der Figurenaxe ruht bei 0 in einer an dem Gestell 
befestigten Pfanne auf, so dafe es sich während der Bewegung 
nicht wesentlich yerschieben kann. Durch die eigentümliche Gestaltung 
des Hauptteiles ist erreicht worden, dafs bei vertikaler Stellung der 
Pigurenaxe der Schwerpunkt des Kreisels senkrecht unter dem XJnter- 
stützungspunkte liegt, dafs sich also in dieser Stellung der Körper im 
stabilen Gleichgewicht befindet. Wird das Umgekehrte gewünscht, so 
läfst sich dieses durch Hinzufügung von Übergewichten bewirken, die 
selbst Rotationskörper sind und axial auf die Figurenaxe des Kreisels 
aufgesetzt werden. Eine Besonderheit des ßozeschen Kreisels besteht 
in einer sinnreichen Vorrichturig, welche es ermöglicht, dem Kreisel 
eine lebhafte Rotation zu erteilen, ohne die Spitze, in der er im Unter- 
stützungspunkt endigt, zu schädigen. Alle Teile des Modells sind solide 
aus Metall gearbeitet. Wir erkennen in unserem Beispiele die obigen 
Merkmale des Kreiselbegriffes wieder: um die 

Figurenaxe, die feste Lage eines ihrer FmUe und die Starrheit des 
Materials. 


Dagegen stellt das uns wohlbekannte und gemeinhin als Kreisel 
bezeichnete Kinderspielzeug strenge genommen in dem oben festgesetzten 

Sinne des Wortes keinen Kreisel 
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vor, weil der Unteretützungspunkt 
desselben nicht im Raume testliegt, 
sondern sich in der horizontalen Ebene, 
d. h. auf dem Erdboden frei bewegen 
kann. Unser mechanisches Problem 
tritt nns hier in komplizierterer Form 
entgegen. Zur Orientierung möge 
gleich jetzt bemerkt werden, dals die 
Tollständige analytische Behandlung 
des Kreisels mit ieweglichem Unier- 
stützmgsjoimhte s^3i}iy]ßeräivptise}ieF%mh- 
tionm fahrt, während die allgemeine 
Bewegung des Kreisels mit festein 


UrderstUtzunQspu/nkte durch ^iptische 
FurMonen ä&rgesmt wird. Wir werden auf dieses kompliziertere 
Problem in unserer Vorlesung nur anhangsweise eingehen können. 

Ebensowenig fäUt unter unsem Kreiselbegriff genau genommen die 
m der nebenstehenden Figur dargesteUte Vorrichtung, welche man als 
Bohm^ergerscJm Maschmchm (oder auch ah Foucaultsclm Gyroskem) zu 

be^ichnen pflegt. Der Hauptteü des Apparates besteht aus einem Schwmig- 

rade, dessen Axe in einem inneren Ringe leicht beweglich gelagert ist. 
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Der innere Hing ist um eine Axe beweglich, welche zur Axe des 
rades senkrecht stellt und ihre Lager in einem aufseren Ringe hat. 
Letzterer ist seinerseits wieder um eine zur Axe des innei^n Ringes 
senkrechte Axo drehbar. Bei dieser Vorrichtung bleibt während der 
Bewegungen des Systeins allerdings ein Punkt (der. Mitteipiinkt des 
Scliwungrades) im Raume fest. Dafür stellt der Apparat aber keinen 
einheitlichen staiTcn Körper dar, weil sich die Ringe relativ gegen das 
Schwungrad bewegen können 5 aufserd em ist auch die Rotationssym- 
metrie um die Axe des Schwungrades durch die Masse der Ringe 
gestört. Wollen wir den Apparat dennoch gelegentlich als Beispiel für 
unsere Kreiselbetraclitungen heranziehen, so müssen wir die ausdrück- 
liche Annahme hiiizufügen, da(*s die Masse des Schwungrades gegenüber 
den Massen des aufseren und inneren Ringes sehr beträchtlich ist und 
müssen uns daraufhin gestatten, die letzteren gegen die erstere zu ver- 
nachlässigen. Alsdann haben wir es bei der mechanischen Behandlung 
des Apparates nurmehr mit dem Schwungrade zu thun, welches einen 
einheitlichen starren Rotationskörper darstellt. Sehen wir aber von 
dieser vereinfachend en Annahme ab, so wird die Theorie des Apparates 
erheblich komplizierter wie die unseres Kreisels. 

Allerdings ist es selbstverständlich, clals strenge genommen über- 
haupt kein realer Körper der eingangs aufgestellten Definition ent- 
spricht. Weder dürfte es möglich sein, einen materiellen Punkt durch 
mechanische Vorrichtungen iio. Raume vollkommen festzustellen, noch 
giebt es in der Natur irg(3ndwo einen absolut starren Körper. Ebenso 
selbstverständlich aber ist es, dafs wir mit unserer Analyse den wirk- 
lichen Verhältnissen niemals vollständig gerecht werden können. In 
der Mathematik handelt cs sich immer um idealisierte Probleme; wir 
müssen die wirklichen Verhältnisse durch Abstraktion von allerlei 
Nebenumständen stets erheblich vereinfachen, bevor wir an ihre mathe- 
matische Behandlung denken können. 

Dabei entsteht die Frage, wie weit sich die wirklichen Erscheinungen 
mit unserem idealen mathematischen Schema decken mögen. tJm hier- 
über ein Urteil zu gewinnen, wird man den Einflufs der nicht in Rech- 
nuog gesetzten Umstände einzeln lestzustellen suchen und wird die so 
gefundenen Abweichungen der Lösung des idealisierten Prohlemes als 
Korrektionsglieder liinzufügen. In diesem Sinne werden wir später die 
Reibting des Kreisels in der unterstützenden Pfanne untersuchen; auch 
werden wir, wenigstens qualitativ, die Elastizität der Unterlage berück- 
sichtigen, welche den Kreisel trägt. Eine ganze Reihe anderer 
Umstände — die Elastizität des Kreiselmateriales selbst, die Mit- 
fülirung der umgehenden Luffc etc. etc. — werden als weniger ins Gewicht 
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fallend und gar zu kompliziert Ton der Betrachtung ausgeschlossen 
hleiben. 

■Warum wir aus der Fülle der mechanischen Probleme einen so 
speziellen Gegenstand wie die Ki-eiselbewegung herausgreifen, bedarf 
vielleicht der Erklärung. . 

Zunächst Uetet der Ereisel an sieh, ein hesonderes Interesse dar. 
Seine Bewegungen sind uns von der einen Seite sehr bekannt imd haben 
doch etwas Paradoxes und den allgemeinen mechanischen Prinzipien 
sdieinbar Widersprechendes an sieh. Diesen Widerspruch aufzulösen, 
wird vom Standpunkte der Mechanik eine anziehende Aufgabe sein. 
Von dem Interesse, welches unser Gegenstand beanspruchen darf, zeugen 
auch die zahlreichen diesbez. älteren und neueren Monographieen. (Vgl. 
die beigefügte Litteraturübersicht.) Sodann spielt der Kreisel in den 
Nachbargebieteh der Mechanik, in der Astronomie und in der theore- 
tischen Physik, eine wichtige Rolle. Ein Spezialstudium unseres Problems 
scheint daher auch aus diesem Grunde angezeigt. Endlich besitzt die 
Kreiseltheorie auch vom Standpunkte der reinen Mathematik ein eigen- 
artiges, zunl Mindesten historisches Interesse. War es doch unser 
Problem, bez. das in ihm enthaltene Problem der Pendelschwingungen, 
welches von altersher fordernd auf die Theorie der elliptischen Punk- 
tionen eingewirkt hat. 

Weit&ihin dber hetrachten wir den Kreisel als ein Beis^riel stir all- 
gemeinen Mechanih und hoffen gerade durch das Voransteilen <i(!s 
Speziellen die Auffassung des Allgemeinen zu beleben. Die Entwickelung 
der Mechanik hat, namentlich in Deutschland, eine zu ausscHiid.sli('l'o 
Richtung auf das Abstrakte und Formale genommen, welche dtmi un- 
mittelbaren Versiändnis vielfach hinderlich entgegenwirkt. Der Stu- 
dierende, welcher wohl die allgemeinen mechanischen Prinzipien ana- 
lytisch herzuleiten lernt, fafet darum ihre eigentliche mechanisc'ho 
Bedeutung nicht immer lebendig genug auf und zeigt sich, vor ein 
spezielles Problem gestellt, zu dessen Lösung ungeschickt. 

Diesem Übelstande wünschen wir durch die eingehende Behand- 
lung unseres Problems entgegenzntreten. Wir möchten nicht nur eine 
Kenntnis der Mechanik, sondern sozusagen ein Gefühl dafür begründen. 
Natüilich ist hierzu volle Klarheit über die geometrischen Verbiiltniase 
der Bewegung eine erste Vorbedingung. Wir gedenken daher durch 

zahlreiche Figuren die geometrische Anschauung zu beleben im 

Gegensätze zu Lagrange, dem gröfsten Vertreter der abstrakten 
Richtung in der Mechanik, welcher mit besonderer Vorliebe betonte 
dafs in seiner analytischen Mechanik nicht eine Figur zu finden sei' 
Noch wichtiger aber ist fiii- uns voUe Klarheit über die mechanischen 



Einleitung. 


5 


TJrsaclieii der Bewegung, über die ins Spiel kommenden Kräfte. Wir 
werden uns diese moglicbst konki-et im Raume durcli Vektoren ver- 
sinnlicben; besonderen Wert legen wir auf die Ausbildung und konse- 
quente Benutzung des Impulsbegriffes, worunter wir diejenige Stofskraft, 
bez. dasjenige System Ton Stofskräften verstehen, welches im stände 
ist, die jeweilige Bewegung momentan von der Ruhe aus zu erzeugen. 
Dabei gedenken wir die analytische Seite unseres Problems keineswegs 
zu verkürzen. Die Formel liefert schliefslich doch die einfachste und 
prägnanteste Beschreibung des Bewegungsvorganges; aufserdem ist sie 
als Grundlage der wirklichen numerischen Ausrechnung unentbehrlich. 
Wir werden nur verlangen, dafs unsere Kenntnis der Mechanik nicht 
auf die Formel basiert ist, sondern dafs umgekehrt die analytische 
Formulierung als letzte Konsequenz aus einem gründlichen Verständnis 
der mechanischen Verhältnisse von seihst zum Vorschein kommt. 

Die hier ausgesprochene Tendenz nach einer über den Formeln 
stehenden mechanischen Auffassung kommt namentlich in den englischen 
Lehrbüchern zur Geltung. Wir nennen natürlich in erster Linie das 
geniale Werk von Thomson und Tait, den treatise on natural philo- 
sophy*), ferner das neuerdings auch in Deutschland meist bekannter ge 
wordene Werk von Routh*'^'), welches als Lehrbuch noch geeigneter sein 
dürfte, weil es systematischer durchgearbeitet und nicht so schwer ver- 
ständlich ist wie jenes. Neben den verbreiteten französischen Lehrbüchern**'^ ) 
kommen für uns namentlich in Betracht die Darstellungen von Voigt f) 
und Buddef)» während ims die berühmte Kirchhof f sehe Mechanik als 
einführendes Werk weniger geeignet erseheint.ff) Am. frühesten und 
nachdrücklichsten hat Poinsot die hier vertretene Forderung und zwar 
speziell bei unseren RotationsprohleiJen erhoben. Die schönen Methoden 
von Poinsot werden wir in dieser Vorlesung besonders gerne kultivieren. 
Im übrigen möchten wir nicht so weit gehen, wie Poinsot, der aus 
seinen Betrachtungen die Koordinatenrechnung nach Möglichkeit ver- 
bannt und sieb, so den Zugang zu den schwierigeren Problemen >selbst 
verschliefst. Wir möchten die Poinsotscheu Betrachtungen nur als eine 

Nur die erste Auflage dieses Werkes (erschienen Cambridge 1867) ist bis 
jetzt ins Deutsche übertragen (Braunschweig 1871); die zweite Auflage, welche 
1883—86 in zwei Teilen erschien, ist sehr viel reichhaltiger; Zitate im Folgen- 
den beziehen sich immer auf diese zweite Auflage. 

’•*) Dynamics of a System of rigid bodies, 2 Bde., 6. Autl. liondon 1891 ; 
deutsche Übersetzung von Schepp, Leipzig 1898. 

Yon Duhaniel, Despeyrous-Dar boux, Appell etc. 

t) Voigt, El e.mentare Mechanik, Leipzig 1891. Budde, Allgemeine Mechanik 
der Pirukte und starren Systeme, 2 Bde,, Berlin 1890. 

ft) Inzwischen erschienene Werke: Wehster, vgl. Zusätze in lieft IV, p. 937. 
Hamei, Elementare Mechanik, Leipzig 1912. 
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eirsts wd zwar sslir wörtvoUe Eii)füliniiig in die Theorie der Rotations- 
Probleme ansehen^ wollen sie aber überall da, wo sie allein nicht mehr 
zum Ziele führen oder doch zu kompliziert werden, durch die Analjssis 
TervoUständigen. So werden wir z. B. gleich das erste Kapitel mit 
geometrischen Untersuchungen nach dem Vorbilde Poinsots beginnen, 
dann aber bald zu analytischen Betrachtungen übergehen. 

Natürlich können wir in dieser Vorlesung keine systematische 
Entwickelung der Mechanik geben; wir werden eine allgemeine Kennt- 
nis des weiten ö-ebietes voraussetzen müssen. Ebenso werden wir eine 
gewisse Vertrautheit mit den Methoden der Funktionentheorie nicht 
entbehren können. Indessen sollen sowohl die mechanischen wie die 
funktionentheoretischen Begriffe bei ihrem Auftreten an dem Beispiel 
unseres Kreisels kurz erläutert werden, so dafs die Vorlesung auch zu 
einer ersten orientierenden Eiaführung in das Gebiet der elliptischen 
Funktionen und in höheren Partieen der Mechanik allgemeiner 
Systeme dienen kann. 

SchlieMLch noch ein Wort über die Handhabung der Infinitesimal- 
rechnung. Wir gedenken in dieser Darstellung keineswegs mit der- 
jenigen Strenge vorzugehen, welche heutzutage in der Infinitesimal- 
rechnung möglich und vielfach üblich ist. Vielmehr werden wir uns 
alle diejenigen Erleichterungen zu nutze machen, welche die Ans- 
dmcksweise der unendlich kleinen Gröfsen und die Vertauschung der 
Grenzübergänge mit sich bringt. Offenbar hat die moderne Verschärfung 
der Infinitesimalrechnung nicht den Sinn, dals rnnn auf Schritt und 
Tritt durch diesbezügliche Bedenken behindert werden soll, sondern 
dafe man diese ein für allemal in den Grundlagen der Infinitesimal- 
rechnung erledigt, um hernach tm so unbedenklicher verfahren zu 
können. Wer die genaueren Methoden der Differentialrechnung kennt, 
wird im folgenden etwa wünschenswerte Präzisierungen der Ausdrucks- 
weise stets leicht^ hinzufügen können. Wir unterlassen dieses nicht 
deshalb, weil darin irgend eine Schwierigkeit liegt, sondern weil wir 
hierdurch ^e Darstellung unnötig schleppend machen und die Auf- 
merksamkeit von den eigentlichen Schwierigkeiten des Problems ab- 
lenken würden. 



Kapitel 1. 

Die Kinematik des Kreisels. 

§ 1. öeometrisclie Behandlung der Elnesnatik. 

Wir beginnen mit einem Kapitel geometrischen Inhälts^ welches 
von der Kinematik des Kreisels handeln soll. Als Gegensatz zu Kine- 
matik gebrauchen wir nach dem Vorschläge von Thomson und Tait 
das Wort Kinetik Während die Kinematik lediglich mit den Be- 
griffen Raum und Zeit operiert und die Bewegungen nur nach ihrer 
geometrischen Mögliclikeit untersucht^ nimmt die Kinetik die Begriffe 
von Masse und Kraft hinzu und behandelt die Be-wegungen mit Rück- 
sicht auf ihre mechaiusche Möglichkeit.^) 

Da. in der Kinematik die Massenverteilung des Körpers gänzlich 
irrelevant ist^ so kommen von den in der Einleitung .postulierten 
Eigenschaften des Kreisels hier nur die Starrheit des Materials und 
die feste Lage des ünterstützungspunktes in Betracht. Die folgenden 
Untersachungen .gelten also für einen beliebigen starren Körper mit 
festem' UnterstütmngspjmMe. Wir wollen einen solchen Körper einen 
,jallgemeinen KreiseV^ nennen, im Gegensatz m dem in der Einleitung 
definierten ^^symmetrischen Kreiselt^, Auch in den nächstfolgenden Kapiteln 
beziehen wir uns teilweise auf diesen , ^allgemeinen Kroiseh'^^ während wir 
uns in den letzten Kapiteln durchaus auf den ^^syiam,etrischen Kreisek^ 
be.sch ranken müssen. 

Die Problonie der Jönematik werden unter allgemeinstem Gesichts- 
punkte nach der Anmld der Freiheitsgrade eingeteilt. Die Bedeutung 
dieses gleichfalls von Thomson und Tait eingeführten Ausdruckes 
wird diircli die folgeufle kleine Tabelle erläuteid: 

F/m im lianrnc frei heiveglicher Pimlct besitzt drei Grade der Frei- 
heit, (seine Lage ivircl durch drei unabhängige Coordinaten bestimmt). 

Ein starrer frei beweglicher Körper hat sechs Freiheitsgrade, (die 
Lage und Orientierung des Körpers wird durch Angabe von sechs 
geeigneten, un abhängigen Paramete.ni festgelegt). 

Ein starrer Körper, von welchem ein EtmM festgeJicdten wird, be- 
sitzt w^i.eder drei Grade der Freiheit 

Eine andere Abgrenzung der Kinematik setzt H. Hertz fetit: Die Frin- 
zipieji der Mechanik, Leipzig 1894. Ebenso K. Henn, Kinematik, Leipzig 1906. 
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Dementsprechend kommen unserem Ereisel mit fcskm Timtlde, so- 
fern “wir ihn als starren Körper behandeln düifenj (xTctd/ti (Jct 

Freiheit 7x1. Der 'bewegliche Kräsd, dessen TJnterstützungspunkt in 
einer horizontalen Ebene spielt^ hat fihif irdheitsgrade. ^iVir können 
auch Kreisel mit einem oder zwei Freiheitsgraden hersteilen, indem wir 
die Figurenäxe in einem festen Gestelle oder in einem Ringe lagern, 
welcher seinerseits um eine feste Axe drehbar ist. Dagegen würde 
unser Kreisel mendlich viele Grade der Freiheit besitzen, sobald wir 
die elastischm Beformcdionen des Materials berücksichtigen wollten. 

Bei den folgenden Betrachtungen werden wir fürs erste die Vor- 
stellung eines im Raume frei beweglichen starren Körpers zu Grunde legen, 
von welchem der Kreisel mit festem Unterstützungspunkte ein Spezial- 
fall ist. Da es sich um sehr einfache und bekannte Dinge handelt, 
wird es genügen, an die fraglichen Sätze kurz zu erinnern, ohne sie 
ausführlich abzuleiten. Die Beweise möge man nötigenfalls in den 
vorgenannten Lehrbüchern nachlesen. 

Wir betrachten einen in Bewegung begriffenen starren Körper in 
zwei verschiedenen .Lagen und stellen uns die Aufgabe, diejenige Be- 
wegung anzugeben, welche in einfachster Weise von der Anfangslage 
zu der Endlage überführt. Die Lage des Körpers ist vollkommen be- 
stimmt, wenn die Lage von irgend dreien seiner Punkte, sagen wir 
0, P, Q, bekannt ist. Die Anfangslage der Punkte möge mit 0, P, Q,, 
die Endlage mit bezeichnet werden. Zunächst IvönrKin wir 

durch eine Parallelverschiebung des Körpers den Punkt 0, nach 0„ 
transportieren; dabei mögen die Pimkte P^, bez. überg(!hon in ]\\ Q'. 
Sodann verbinden wir P/ mit P^, q; mit und konstrui.jren in .b.>,r 
Mitte der Verbindungslinien die Normalebenen zu letzteren. Di(‘se 
schneiden sich in einer durch 0^ hindurchgehenden Axe. .Urehmi wir 
nun den Körper um diese Axe durch einen geeigneten Winlnd, so wird 
P/ nach P, und nach Q, geschafft. Wir können also dundi 
Kombination einer Parallelverschiebung und einer Drehung das Dreieck 
OFQ und also auch den starren Körper aus seiner Anf(uig.sIa<--(,. in 
seine Endlage überführen. Daher der Satz: 

IHe allgemeinste Ortsveränderung eines frei beweglichen starren Jföri/ers 

kann tmmer durch die Kombination einer Motation und einer Translation 
erseM werden. 


Berücksichtigen wir ferner, dafe eine Parallelversehielning nl 
bedeutend ist mit einer Drehung um eine unendlich ferne Axe 


.eich- 


. *—^-5 «XU. eme uuüiiciiicü Terüo A-xe oder 

mit einem sogenannten Drehnngspaar, d. h. mit zivci Drehungen um 
paraUele Axen von gleichem Drehungswinkel aber entgegengesetztem 
Sinne, so können wir dem vorhergehenden Satze auch die 
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Fass'ang geben^ welche im Hinblick auf den entsprechenden Satz der 
Statik starrer Systeme Ton Interesse ist: 

Die allgemeinsie Ortsverändermig eines starren Körpers 'kann, ersetzt 
wei'^den durch eine JEm^eldreJvimg und ein Drehungspaar. 

Offenbar lälst sich unsere Konstruktion noch in sehr mannigfacher 
Weise dadurch abändern ^ dafs der gerade herausgegriffene Punkt 0 
durch irgend einen anderen Punkt ersetzt wird. Wir mögen den jedes- 
mal benutzten Punkt 0 etwa den Bezugspunkt^ nennen und können 
uns fragen^ ob wir durch geeignete Wa,hl des Bezugspunktes das Re- 
sultat xniserer Konstruktion vereinfachen können. In dieser Hinsicht 
ergiebt sich^ dafs man immer den Bezugspunkt so wählen kann^ dafs 
die Richtung der Translation zu der Axe der Rotation parallel wird. 
Bekanntlich nennt man die Kombination einer Drehung mit einer nach 
der Axe der Drehung erfolgenden Paralkdverschiebung eine Schraube 
(genauer eine „Bewegungsschraube^^)*). Die Gröfse der Parallclver- 
schiebxing zusammen mit der Gröfse der Drehung bestimmt die Gang- 
höhe; Gröfse^ Axe und Sinn der Drehung geben den Drehungswinkel, 
die Drehungsaxe und den Drehungssinn der Schraube. Wir können 
daraufhin sagen: 

Die allgemeinste Ortsveränderung eines starrm Körpers kann bei 
geeigneter Wahl des Bemgspunktes erseM werden diirch eine Schraubung 
von bestimmter Ave, hesHmmImn Drehmgswinkel und Drehungssinn und 
bestimmter Ganghohe. 

Unsere Schraubenbewegung stimmt mit der wirklich stattfindenden 
Bewegung de^s Körpers natürlich nur in der Anfangs- und Endlage 
überein; die bei der wirklichen Bewegung eingenommenen Zwisehenlagen 
können, dabei von den während der hinzugedachten Schraubenbewegung 
stattfindenden Zwischenlagen durchaus verschieden sein. Betrachten 
wir aber eine unendlich kleine Bewegung des starren Körpers d. L den 
Grenzfall einer endlichen Bew’-egung während eines unendlich abnehmen- 
den ZoitintervaUes u?ul die zugehörige unendlich kleine Schraube^ d. h. 
den Grenzfall d(*.r zugeJiörigen endlichen Schraubenbewegung. Hier 
können wir von Zwischenlagen nicht mehr sprechen; mfolgedessen 
werden wir eine unendlich kleine Bewegung mit der hinzukonstruierten 
Schraube.nbeweg*img direkt als -identisch ansehen und können kurz sagen: 

Jede unendlich Meine Bewegung eines starren Körpers ist eine 
Schrauhenbeivegung. 


■^) Vergl. Sir Eobert Bali. The tkeory of screws. Dubim 1876. (DeiÜBch 
bearbeitet von Gravelius, Beiim 1889). 
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• Übrigens werden wir eine unendlich kleine Schraube nicht durch 
ihren (unendhch Meinen) Drehungswinkel, sondern lieber durch ihre 
(als endlich yorauszusetzende) Drehungsgeschwindigkeit charakterisieren. 

Wir gehen nun auf die speziellen Verhältnisse bei unserem Kreisel 
d, h. natürlich bei dem allgemeinen Kreisel ein. Hier u erden wil- 
den Bezugspunkt 0 in den festen Unterstützungspnnkt legen. Alsdann 
wird die Ganghöhe der Schraube gleich Null; die Schranbenbeiyegung 
artet in eine einfache Drehung um eine durch 0 gehende Axe aus. 
Wir haben daher die Sätze: 

Eine deli^ige Beimgmg unseres Kreisels lann in ihrem Besultafe 
erseM werden durch eine Drehung von lestimmter Axe, lestmmte}n 
DrehmgswinM und Drehungssinn; 
und 

Jede momentane (unendlich Meine) Bewegung des Kreisels is t eine 
Drehung von lestimmter Axe und Drehungsgeschwindiglceit und hesthnmtem 
Drehungssinn. 

Zunächst mögen einige Bemertungen über die Zusairnnensotziuig 
von Drehungen folgen, wobei wir mit Rücksicht auf den Ivreisel nur 
solche Drehlingen zu betrachten brauchen, deren Axon durch 0 hin- 
durchgehen. Wir wollen uns vorstellen, dafs dem Kreisel nut‘1) «‘inaiHlcr 
zwei verschiedene endliche Drehungen erteilt werden. Das 
derselben können wir nach dem vorhergehenden Satz auch flurch eine 
Einzeldrehung bewirken. .Näheres erfahren wir über If^tzlin^ aus d(‘in 
Satze*): Drehen wir den Raum successive um die drei Kanttui einer 
dreiseitigen Ecke je durch die doppelten Kanten winkad, so kiunrnfui 
wir zur Anfangslage zurück. Hieraus ergiebt sich folgende Kunst rnkiioii 
der resultierenden Drehung: Wir schlagen um 0 dif) Kinln'.iinkugel, 
verbinden ihre Schnittpunkte mit den Axen der Teildreliungen durelj 
einen gröfsten Kreis und tragen an di(3sen die halben Winkel der bt^z. 
Teildrehungen an. Dann gieU die drifte Ecke des so enisUiirntk n s})hä- 
rischen Dräechs die Axe, der anliegende Aufsemmikel den halben Whihel 
der resultierenden Drehung. Bemerkenswerter Weise openbui. diese Kon- 
struktion mit den halben Drehungswinkeln, so dafs ?ui.s ilir ein bin 
auf Multipla von 2% bestimmter Wert des halben, d. h. ein nioiluio 4jf; 
bestimmter Wert des ganzen Di‘ehungswinkels folgt. 

Wir sprechen sodann von unendlich kleinen Drehung/^n oder 
Drehgeschwindigke.itßn. Wie üblich ordnen wir der umnnliHnk khnneii 


*) Tgi- Sckelit^ Theorie der Bewegung, Leipzig 1879 IT 'IVü, Kap. II, 
f l Hamiltons Lectures on quaternions eine groke iioDe 
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Drehung ein geometrisches Bild durch folgende Mafsnahme zu: Wir 
tragen von 0 aus auf der Axe der Drehung eine Strecke ah, welche 
uns die Grofse der Drehgeschwindigkeit repräsentiert und zwar durch- 
gehen ds nach derjenigen Seite hin, von der aus die Drehung im Sinne 
des Uhrzeigers zu erfolgen scheint. Das so entstehende geometrische 
Gegenbild der unendlich kleinen Drehung nennen wir einen Drehimgs- 
mMor, Ist der letztere bekannt, so folgt daraus Axe, Geschwindigkeit 
und Sinn der unendlich kleinen Drehung in unzweideutiger Weise. 

Wir haben dabei nur noch eine Festsetzung über den Mafsstab 
hinzuzufügen, in dem wir die repräsentierende Strecke abtragen und 
über das Mafssystem, in dem wir die Winkelgeschwindigkeit messen 
wollen. Am einfachsten ist es, hier und im folgenden durchgehends 
das sog. absolute Mafssystemf^ zu Grunde zu legen, also eine Länge 
in Centimetern, eine Zeit in Sekunden zu messen. Eine Winkelge- 
schwindigkeit werde immer in Bogenmals ausgedrückt, also etwa durch 
den in cm gemessenen Bogen eines Kreises, welchen ein um 1 cm von 
der Drehungsaxe entfernter Punkt während einer sec bei gleichförmiger 
Drehung beschreiben würde. Im absoluten Mafssystem kommt in diesem 
Sinne jeder Drehungsgeschwindigkeii ein bestimmter numerischer Wert, 
sagen wir zu. Unsere repräsentierende Strecke bestimmen wir darauf- 
hin so, dafs wir gerade n cpi auf der Drehungsaxe in der oben ange- 
gebenen Weise ab tragen. ' 

Der fragliche Satz über die 'Zusammensetzung zweier . unendlich 
kleiner Drehungen lautet nun einfach so: 

Zivei unendlich Meine Drehungen setzen sich nach dem Pa/ralMo- 
gramm der Kräfte zusammen , d. h. dafs sich die zugehörigm DreJmngs- 
veMoren geometrisch (wie Strecken oder Vektoren) addieren. 

Dieser fundamentale und sehr bekannte Satz rechtfertigt nach- 
träglich die Einführung des Wortes Drehmigsvektor und zeigt überdies, 
dals das Resultat zweier unendlich kleiner Drehungen von ihrer Reihen- 
folge mmihängig ist, dafs also unendlich kleine Drehungen vertauschhare 
Operationen bedeuten. Zum Beweise dessen genügt es, die Figur des 
Parallelogrammes zu betrachten. Bemerken wir dagegen, dals das 
Resultat zweier endlicher Drehungen sich ändert, wenn wir die Reihen- 
folge der Teildrehungen umkehren, dafs also endliche Drehungen nicht 
verfauschhar sind. Der Beweis folgt daraus, dafs bei der auf pag. 10 
angedeuteten Konstruktion die Bestimmungsstücke der Teildrehungen 
in unsymmetrischer Weise benutzt werden. 

Hierauf betrachten wir den in Bewegung begriffenen Kreisel in 
einer ganzen Reihe verschiedener Lagen, fassen also eine erste, zweite, 
dritte, . . . Lage desselben ins Auge. Die Bewegung, welche von der 
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ersten zur zweiten, von zweiten zur dritten Lage etc. überiölirt, 
ersetzen wir je durcli eine einzelne Drehung und erhalten so eine 
Reihe verschiedener durch 0 gehender Drehungsaxen. Dabei unter- 
scheiden wir, wie überhaupt in der Kinematik, zwischen eincsio. beueg-' 
lichm und einem festm Systeme. Das bewegliche System ist unser 
Kreisel, das feste der ideale Raum. 

Wir bemerken noch, dafs die Auszeichnung des einen Syslt ms vor 
dem anderen, welche in den Worten „beweglich^^ und ^'om 

Standpunkte der reinen Kinematik eigentlich ungerechtfertigt ist und 
dafs es richtiger wäre, etwa von einem ersten und ztveiim System zu 
sprechen. " Greometrisch ist nämlich jede Bewegung mit ihrer umge- 
kehi'ten, bei welcher die Rolle des beweglichen und des festen Systemes 
vertauscht ist, gleichberechtigt. In der Kimmatik hand(3lt es «ich also 
immer nur um Edativhewegungen. Anders in der Kinetik. Die zur 
Erzeugung einer Bewegung erforderlichen Kräfte ändern sich durchaus, 
wenn wir das bewegliche System mit dem festen vertauschen. In der 
Kinetik haben also die direkte und die umgäcchrk Bewegung einen 
im allgemeinen durchaus verschiedenen Charakfeer. Eine Ausnahme von 
dieser Regel werden wir später besonders betonen, wo wir dem Satz 
kennen lernen werden,, dafs die Umkehr der Kreiselbewegung unter 
speziellen Umständen wieder eine Kreiselbewegung wird von d(‘m.s(dh<m 
kinetischen Charakter, wie die direkte Bewe^ing. 

Die Axen der oben genannten Drehungen, welche den KreiHol aus 


der ersten in die zweite, aus der zweiten in die dritte Lage etc. bringen, 
wollen wh uns sowohl im festen wie im beweglichen System markieren. 
Wir bekommen so, wenn wir die successiven Kanten noch durcli El)eiien 
verbinden, ein im. Kreisel und ein im Raume festes Vielkant mit rctsp. 
gleichen Seitenwinkeln. Bei der ersten Drehung fallen die bez. ersten 
Kanten der beiden Vielkante zusammen. Um diese dreht sich das b«3- 
wegHche System und zwar soweit, bis die zweiten Kanten zur Deckung 
gekommen sind. Bei der zweiten Drehung dreht sich das bewc^dicdic 
System um die zweite Kante. Die Gröfse der Drehung bestimmt sicdi 
dadurch, dafs am Ende derselben die bez, dritten Kanton zu.sammen- 
faUen^ So gdt es fort De« gam.n Urohungsvo™ 
w tarz folgendemaisen schilclern: ^ 


Es roUt das lewegliche Vidhmt auf dm festm ab. 

IfVK Bewegung mit der von dem Kreisel wirk- 

mh ausgefuhrten nur_m den jedesmaligen Endlagen der TeildroLungen 
ubereinzustaen. Bis ZwiscHenlagen können in beiden FäUen noeh 

Wiedergabe der wirkliclien Bewegung zu erreichen we.in. .il 


§ 1. Geometrische Behandlung. 13 

Grenzübergang von den endlichen zn unendlich kleinen Drehungen 
machen. Wir fassen die Bewegung des Kreisels in jedem Momente 
als eine unendlich kleine Drehung auf und denken uns die zugehörige 
jjinstantane Drehaxe^^ sowohl im festen wie im beweglichen System 
konstruiert. Unsere Vielkante verwandeln sich bei dem Grenzübergange 
in Kegel. Wir erhalten einen im Haume festen und einen im Kreisel 
festen Kegel^ welche ihre gemeinsame Spitze in dem ünterstützungs- 
punkte haben. Den im Kreisel festen Keg el bezeichnen wir als den 
^ Tolhodie (zu deutsch: Weg der Drehpole bez. der Drehaxen), 
den im Eaume fest^ den Kegel Jbr Mer^ (zu 

deutsch: Weg^ auf welchem der Drehpol entlang kriecht-, da das Wort 
von dem griechischen sQUSiVy kriechen, abgeleitet ist, soUte man eigent- 
lich sagen: Herpopolhodie). Während der Bewegung rollen nun diese 
beiden Kegel ohne zu gleiten auf einander ab, und wir haben den Satz: 

Eine heliehige hmtinuierliche Bewegung des Kreisels Jcann in allen 
ihren Lägen dadwrch wiedergegehen werden y dafs wir einen b&wegliehen 
auf einem festen Kegel abroUen lassen. Der bewegliche Kegel ist der Ort 
der instantanen JDrehaxen im Kreisel; der feste Kegel ist der Ort der 
JDrehaxen im Baum. 

Wir haben damit das schöne und anschauliche Bild reproduziert, 
unter welchem man sich nach Poinsot'*^) die Bewegung des Kreisels 
kinematisch vorzustellen hat. Dieses Bild wird allemal dann sehr 
nützlich sein, wenn die ahrollenden Kegel eine übersichthche Gestalt 
haben, so namentlich im Palle der regulären Präzession (vgl. den 
letzten Paragraphen dieses Kapitels). In komplizierteren Fällen da- 
gegen, wo die Gestalt der Kegel nicht direkt bekannt und, wenn sie 
es wäre, der Anschauung schwer zugänglich ist, scheint die Nützlich- 
keit der Poinsotschen Vorstellung einigermafsen problematisch. 

Entsprechende Überlegungen lassen sich auch für den frei beweg- 
lichen starren Körper durchführen. Der Unterschied ist nur der, dals 
die successiven instantanen Drehaxen nicht durch einen festen Punkt 
hindurchgehen, sondern im allgemeinen windschief im Raume verteilt 
sind. Infolge dessen treten hier statt der Kegel zwei allgemeinere geradr 
Unige Flächen (Begeißächen) auf Auch besteht die instantane Bewegung 
nicht in einer reinen Drehung sondern in einer unendlich kleinen 
Schi*aubung. Die beiden Begclflächen rollen also nicht nur auf einander 
ah, sondern gleiten gleichzeitig in gewisser Weise längs ihrer Erzeugenden 
an einander hin, sie schroten auf einander^ wie die Ingenieure sagen. 

*) Vgi. Poinsöt: Th<5orie nouvelle de la rotation des corps, Paris 1834, 
auch Liouv. Jouru; sär. 1. 1. 18, deutsche Übersetzung von Sehe 11b ach, Berlin 1861. 
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Wir mögen nocli von den Kegeln der Polhodie und Her|iollaodie 
zu gewissen auf ilmen verlaufenden Kurven übeigelaeu. W»i dcnkun 
uns zu dem Zweck auf der instantanen Drehaxe den „in.stantancm 
Dreiiungsvektor“ nach der oben angegebenen Itegel ubgeti-Hgen. Der 
Endpunkt des letzteren beschreibt dann im festen wie im beweglichen 
System je eine Kurve, welche wir bez. Strjpolhodic- und 'Folhwiickurtt 
nennen. QleichgeiUg mit den Keydn rollen bei der Bewvguny des lircisei^ 
auch diese Kurven auf einander ab. Da sie mehr über die jeweilige 
Drehung aussagen als die entsprechenden Kegel, nämlich auiser der 
Axe auch öröfse und Sinn der Drehung zur Erscheinung bringen, so 
wü-d es häufig vorteilhaft sein^ diese Kurven an Stelle jener Kegel zu 
verwenden. 

Bei der Konstruktion des Drehungsvektors haben wir .stillschweigend 
vorausgesetzt, daJs der Beobachter, welcher über den Sinn der Drehung 
und über die Richtung, in welcher der Drehungsvektor abgetrageii wird, 
zu entscheiden hat, eine im Raume feste Steliüng cinnimmt und die 
Bewegung des Kreisels relativ gegen den festen Raum beobachtet. Wir 
körmen dmi Drehungsvektor aber auch für die umgekehrte Bewegung 
konstruieren. Darm werden wir einen Beobachter voniussotmi mflsKen, 
welcher eine im Kreisei feste Stellung hat und die Drehung des Raume« 
relativ gegen den für ihn mhenden Kreisel beohachtet. Diese Drehung 
findet in jedem Ahgenhlicke im umgekehrten Sinne .statt wii> die vor- 
herige. Der- Drehüngsvektor der umgekehrten Bewegung i.st daher 
nach der entgegengesetzten Seite abzutragen, wie der <b‘r lürckien. 
Der Endpunkt dieses Tektors beschreibt im feHten und t.>evveg!ic!icn 
System je eine Kurve, welche wir Folhodie- und IKrpoUwdkkiirre der 
umgdeehrten Bewegung nennen können. Biese liegen zu (kr /{erpo/hodie- 
und Polhodiehurve der direkten Bewegung bez. dianietrul in Uezur/ auf 
den ünterstützungspunht. 


. Zum Sehlufs möge eine Bemerkung Platz finden, welche «ich auf 
die experimentelle Verifikation der vorgetragenen Theorie bezieht. Man 
wird den Wunsch haben, die Existenz und laige ii.-r i!!.«i,i,jic:ir.en 
Drehungsaxe an dem in Bewegung begrifienen Kreisel direkt ndt dem 
Auge wahrzunehmen. Dies hat, zumal bei schnelier Rotation, sein.. 
Schwierig^it. Es gelingt ah,er mit Hülfe einer .sinnniieio-n von 
Maxwell angegebenen Methode*). Maxwell befe.sti<d zu dem z’veeke 
an der Figimemxe des Kreisels eine Pappscheibe, wkc.he m v.cr v.n-- 
schieden gefärbte Sektoren geteilt ist. Bei der Bewegung .«ie.ht iuau 
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ixi. der Nlibe der Dreiaxe die daselbst aufoetra^ene Farbe: in eiriitrer 

O O 7 0 

Entfernung aber laufen die Farben durcli ei.nander. Daher ersehemt 
die instcmtane Drehaxe als MittelpimM eines fa/rhigen Flecks^ tvelcher 
von einem, unbestimmten Grau timgehen ist Die suceessvven Örter des 
farbigen Flecks veranschaulichen für einen außerhalb des Kreisels siehen- 
den Beobachter direkt die Gestalt des Herpolhodiekegels. Der Wechsel 
der Farben aber gieht einen ungefähren Anhalt dafür-, wie sich die in- 
staniane .Drehaxe im Kreisel bewegt. 

% 2. Änalytisclie Darstellung der Drehungen um einen festen Punkt. 

Wir haben’ nun die geometrischen Betrachtungen des vorigen Para- 
graphen durch analytische Entwickelungen zu ergänzen. Wir benutzen 
dabei rechtwinklige Koordinaten und. zwar gleichzeitig ein im lla-mie 
festes System und ein im Itamne beivegliches aber im Kreisel festes 
■Systmn XYZ. ^ 

Beide Koordinatensysteme sollen ihren Anfangspunkt in dem bei 
der Kreiselbewegung festbleibenden Punkte ö haben. Die Mafseinheit 
soll für beide Systeme und für alle Äsen dieselbe sein. Die ^-Axe 
werden wir meist in vertikaler Richtung gezogen denken und positiv 
nach oben rechnen. Von der positiven ^-Axe aus gesehen möge die 
positive x-kxB in die positive y-Axe durch eine dem Sinn dos Uhrzeigers 
gleicligerichtete Drehung übergeführt werden. Dieselbe Bestimmung 
soll bezüglich der gegenseitigen Lage der positiven Axen X, Y, Z 
gelten. Unsere Koordinatensysteme sind nach, dieser Verabredung als 
gleichstmmig zu bezeichnen. Bei deru' symmetrischen Kreisel werden 
wir durchgehends die positive X-Axe mit der Figurenaxe zusammen- 
faHen lassen. ■ . . 

Um die Lage des Kreisels im Raume zu bestimmen, genügt es, 
die Lage des XYZ- gegen das .-r 2 / ^-System anzugeben. Letzteres kann 
dadureli geschehen, dafs wir die Transformationsformeln für den Über- 
gang von d.em einen zu de.m anderen Koordinatensystem bilden, d. h. 
solche Fonndi}., welche gestatten, die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes in Bezug auf das eine System zu berechnen, •wenn seine Eo- 
ordinuteii in dem anderen Systeme gegeben sind. 

'Wir woiien uns vorstellen, dafs. in einer „xinfangslage^^ das be- 
wegliche System mit dem festen zusammenfälit; jede andere Lage denken , 
wir uns durch eine Drehung aus der A.nfarigsiage erzeugt. Wir können 
dann die eben genannten Transfoinnabionsformelii wie überhaupt die 
Translbrmationsgieichungen der analytischen Geometrie — in doppelter 
Weise auffassen. 

1 1. Wir betrachten einm- im Baume festen 'Funkt und fragen nach 
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seinen Koordimim in Beeng auf das hewegMche System. Der Punkt 
möge durck seine Koordinaten xy0 in Bezug auf das feste Koordinaten- 
system gegeben sein. Dies sind gleichzeitig die Koordinaten dos Punktes 
in Bezug auf die Anfangslage des bewegkeken Systems. Unsav Formeln 
hestünmen uns hei dieser A-uffassung die Koordinaien X 1 /f desselben 
BaumpunJetes in Bezug auf die Endlage des beiveglielicn Systmns. 

2. Ww betrachten eimn im Kreisel festen, im liatone heweglichm 
FunU md fragen nach seinen Kooränatefn in Bezwj auf das im Bemme 
feste System. Die Lage des Punktes im Kreisf^l sei durch die Koordi- 
naten XFJZ' in Bezug auf das im Kreisel feste System gegeben. Es 
sind dieses gleichzeitig die Koordinaten, welche der Anlangslage des 
Punktes in Bezug auf das im Saume feste Koordinatensysteni ent- 
sprechen. Unsere Formeln liefern uns lei dieser Auffassimj dir Koordi- 
naten xyz desselben KreiselpunTctes in seiner Endlage, bezogen auf das 
im Baume feste Koordinatensystem. 

Wir werden im folgenden beide Auffassungen, die sich wohlvcu*- 
standen auf ein und dasselbe Pormelsystem beziehen, w(*chselvv<n’H(‘, zu 
benutzen haben. In beiden Fällen, können wir sagen, führt tlas Studium 
der Transformationsformeln zur analytischest Dar Stellung der Drelnmgeu 
um einen festen FunU, wobei es sich in der ersten AufTasMung um die 
; Drehungen eines Koördinat^^ den fest(.‘n Iluum, in (hu* 

um die Drehungen des Eanines gegen (un iesles 
Koordinatensystem, handelt. 

Was nun die Formeln für den Übergang vom .Koordinatt^nsyslt^m 
x,y, z mm Koordinatensystem. X, Y, Z angeht, so .shdbui dieN(tl}>en 
bekanntlich eine sogenannte orthogonale Substitution vor. Man hat 
einerseits 


( 1 ) 

andererseits 

( 2 ) 


X — aK A' ai Y a' Z, 
y^bX + b'Y-i-KZ, 
^=cX+dY-i-d'Z 

X = a X b y -j- c z, 
r= a' x + b'y -j- c z, 
Z = a X -|~ h y -p- e' z, 


wo die auffcretenden Koeffizienten die Cosinus derjenigen VVink.d l„- 
denten, welche die positiven Hdbaxen des einen Systems mit den.,n des 
BJideren bilden. Speziell ist: 


a==tos{xX), a' = cos(xT), a" = cos(.:X), 
&==cos( 2 /Z), J' = cosö,r), 5" = cosr:/X), 
c=cos(.Z), c' = cos(.rj, 
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Die Gieichunger) (2) gehen aus den Gleichungen (1) durch ,, Trans- 
position der Eoeffizienten“ hervor. Wir fassen beide Gleichungen in 
das Schema zusammen: 



X 

r 

z 

X 

a 

a 

a' 

y 

h 

v 

h" 

z 

c 

C 

rt 

C 


welches von links nach rechts gelesen die Gleichungen. (1)^ von oben 
nach unten gelesen die Gleichungen (2) wicdergiebt. 

Die neun Gröfsen a, . . . d' sind nicht von einander unabhängig; 
es bestehen zwischen ihnen eine ganze Reihe von Relationen. In der 
That^ wenn wir früher sagten, unser Ki*eisel besitze drei Grade der 
Freiheit, so bedeutet dies nichts anderes, als dafs seine sämtlichen Lagen 
durch drei von einander unabhängige Parameter dargestellt werden 
können. Wir haben also in den obigen Translbrmationsgleichungen 
zur Darstellung der Drehungen überzählige Parameter benutzt. Man 
findet die betr. Relationen in den Büchern; wir Ivalten uns nicht bei den- 
selben auf. Dagegen werden wir uns die Aufgabe stellen, eine inde- 
pendente Darstellung der Drehungen durch drei unabhängige Parameter 
unzugoben. 

7j\i diesem Zwecke benutzt man von alters her in erster Linie 
die sog. Eulersehen unsymmetrischen Winhcl <p, ihj ‘9’. 

Um die Bedeutung dieser Winkel unzweideutig definieren zu 
können, erldären wir zuerst, was wir (beim symmetrischen Kreisel) 
unter der ^^Knotenlinid^ verstehen wollen. Als Knotenlinie 
wir denjenigen Ilälhslrahly welcher gleichzeitig auf der Vertikalen und 
der Figurenas-e senkrecht steht und von dem aus gesehen die ersteige 
in die letztere durch eine im Sinne des Uhrzeigers erfolgende Drehung 
auf kürzestem Wege übergeführt wird. Diese Erklärung der Knoten- 
linie wird nur dann unbestimmt, wenn die Figurenaxe eine vertikale 
Lage aimimmt, d. h. wenn die Axen der z und Z den Winkel 0 oder 
% einschliefsen, (Bei allgemeiner Lage der Koordinatensysteme bez. 
bei aUgemeiner Massenverteilung haben wir in der vorstehenden Defi- 
nition statt Vertikale und Figiirenaxe nur z- und .Z-Axe za sagen). 

Darauf betrachten wir aulsor unserem xyz- und XY’.Z'- System noch 
ein drittes Hülfskoordinatenkreuz, welches wir in drei Schritten aus der 
Lage xyz in die Lage XYZ überdrehen wollen, üiid zwar drehen wir 

I. unser Hülfskoordinatenkreuz aus seiner Anfangslage xyz um 
die positive ^-Axe im Sinne des Uhrzeigers, bis seine positive ^r-Axe 
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mit der Knotenlinie zusammenfällt. Die neue Lage des Hidissjsteins 
werde mit bezeichnet; dcT Winkel y um den ivtr drehen ^}Hiißteny 

definiere uns den Parameter i;, 

IL Wir drehen sodann das Hülfssystein aus seiner Lage 
um die positive a'^-Axe (d. h. um die Knotenlinie)^ gleichfalls iiri Sinne 
• des Uhrzeigers, bis seine positive .^f-Axe mit der positiven Z-Kiu) zu- 

sammenfäilt. Dadurch gehe unser Hüllss 3 \st(!:;ui 
in die Lage x.yy.y ^.2 hber. Der IVüihi, um 
welcJmi tvir bei dieser Operation drehen nmßieriy 
Jieifse d'. 

. III Wir drehen schliefslich d?Ls 1 lülfs- 
system um die positive .%~Axe (oder, wns 
dasselbe besagt, um die positive Z-Axe) 
abermals im Sinne des Uhrzeigers, bis die 
positiven Axen und mit den positiven 
Mg. 5 . Axen X und Y zusammenfallen. Der zu- 

gehörige Drehungswinkel gieU uns dm dritten Parameter cp. Das Hülls- 
system ist jetzt in seine Endlage XYZ übergefüliri worden. 

Kürzer aber weniger genau werden wir sagezi können (vgl. die 
Figur): Es bedeutet 



(p den Winkel der Knotenlinie gegen die pos. X-A.xi\ 

^ 77 7 ? J? 77 77 77 77 

,, ,, „ pos. Z- „ ,, ^'-Axe. 


Aus diesen Winkeln 9 ?, ?/;, 'd werden wir die Kcxdlizienten unsiev-r 
iirehungstransformation zusamnicasetzea. Zu diesezri Zw(*<‘ke sie! lei wir 
zunächst die Ausdrücke für die Operationen J, If und 111 idnzc-lii her. 

Die Operation I läfst die z-Axe nngeandei't und verd f'ehl. dir .r?/- 
Ebene in sich. Wir haben also zunächst die Gleichung Andrrr- 

seits hängen die .Tj ?/^ mit den .r?/ durrh die 
Transformationsghüchungeri einer Dndniüg in drr 
Ebene zusammen. Da. bei iriiisseni wir, uiii in 

Übereinstimmung mit den für den itauni 
trotfenen Festsetzungen zu idm'beiiy <lie posdhe 
y-Axe in solcher Weise besiiinincui, dafs .si{‘ aus 
der positiven n-Axe durch eine iiü Siiiin* der. 
ülirzeigers erfolgende .Drrdiang um 0 hervorgeht, 
also gerade umgekehrt, wie es in der aiialviisehim 
Geometrie der Ebene meistens geschieht. Auf Grund der nebensiehenden 
Figur lautet nun das Schema für unsere e])eiie Drehung folg(mderjiiarseii; 
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% 

Vi 

(4) . 

X 

COS tp 

— sin 'ip 


y 

sin tp 

cos tp 


Die Transformationsgleicliuiigei] für die Operation I werden daher: 
X = aoB 'ip • — sin^'^j, 

y — sin cos ^ * 2^^, 




Wir schreiben dieselben nach Analogie von (3) wieder in die Gestalt 
eines dreiseitigen Schemas und fügen die entsprechend gebildeten 


Schemata für die Opers 

itioaen I] 

: und III 

Vi 

hinzu. So ergiebt sich: ^ 

X 

I. — 

y 

COS tp 

— sintp 

0 , V, 

sin tp 

eoBTp 

0 ^ 

Z 

TT 

o 

0 

y^ 

- ■ -i’ 4*' 

1 

1 

0 


JLA« 

yi 

0 

cos ^ 

— sin d' 


0 

X 

ain ■0' 

r 

cos ^ 

7 ’ 

X.2 

TTi — ' 

cos tp 

— sin 9 

* ^ * 

0 \ 

iil. 

% 

sin (p 

cos <p 

0 T '' 

0 

0 

1 


Kombinieren wir diese Einzelsiibstitiitionen, so erhalten wir die ge- 
sachten Transfbrmationsgleichungen zwischen den Koordinaten xyj^ und 
XYZy ausgedrückt durch die Eulerschen Winkel in der Form.: 


( 5 ) 


ly 

\ X 

Y 

z 

X 

costp costp — cos-O* sin 9 sin^ 

— siin5p cos'^.» — cos-O* cos 9 shvtp 

sin -8^ sini^ 

y 

cos ^ sin tp -f- cos # sin (p cos 'tp 

— sin 9 sin^ -j” cos'O’ cos (p cos tp 

— sinfl cosi? 

g 

sin sin y 

sin{> cos tp 

cos ' 9 ' 
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Insbesondere .merken vrir au, daXs die liicbtungacüsimis -ler Voriikalen 
im beweglichen und die der Figurenaxe im ieateii Sj-steiu bez. die 
folgenden Werte haben: 

I c =sinö' 3 in 9 ), c' == sin -Ö' cos 9 ?, r"--cus#, 

Va"= sinö’ sin^, 6 "= — sinö- cos^, ' c" 

Wir werden fernerhin darauf bedacht sein, diese allgemein ge- 
brauchten, aber in der That äufserst unübersichtlichen Formtdii durch 
geeignete Zusammenfassung zu vereinfachen. 

Dies gelingt zunächst . dadurch, dass wir statt der reellm- Koordi- 
naten gewisse hofwplexe Vev'hindii'iig&yi- derselben eintühren. Wir setzen: 

I ==. X iy, E = X.-]riY. 

•Yj =: — X iyt H = “ X -{- i y , 

Dann elntsteht aus dem Schema (5) ohne weiteres Iblgiuule Konnel- 
gruppe: 


H 


cos ^ -f- i 




CO« >0 — 1 








i sin ^ 


e'^f 


cos & - 1 - 1 


7 i-:in 4)* 


z 

? win 

(‘Oh tt 


Das Hineinspielen der komplexen GnUseu in dit' KiiHnnaiik Ijnini ht 
uns nicht Wunder zu nehmen. Der tit-fore bnimt wird dü 

folgenden Paragraphen klar werden; an dicwser Hielli* mfigi* nur «hirauf 
hingewiesen werden, dais auch die (iieichungen fiir niie* (‘hnnr Drnlüiug^ 
die in dem Schema (4) enthalten sind, wi(* lM*kanni, inii \ oritdl in 
die komplexe Form 

X 4- iy ^ (:r, -i 4 . 1 

uingeschrieben werden köiimm*'^'). 

Übrigens ist durch die Eiiifülirung der koni|dnxf‘n Orölsi!! du» 
Eigenschaft der Yorherg(3heiiden Schemata VfU'lonui g(‘gaijigeii, d;ds 
ebensowohl von links nach rechts wi(* von olxui nach iinitm livioHitn 
werden können, ünsor Schema (7 } gieht nur die Koeflizienieri m dci} 

*) Es kajiT). auch daran <3rinmni wunlcn, dafHiri zahlnu'rlicn ci«*r luatin • 

matischen Physik, %. B. in der Optik, der (»cbraiieh Kuntplt ;>i'r Or »‘zur 
metriscben Zusammenfassung sonst unsymmctriKclier (deiehiingen) gang und glllie int. 
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Ausdrücken der durck die EHZ und darf nur von links nack 
reckts gelesen werden, (wie solckes durck den beigefügten Pfeil an- 
gedeutet wird). ’ 

Eine überraschend einfache Gestalt aber nehmen die Transfor- 
mationsgleickungen an, wenn wir sckliefslick von -ö* zu ^ übergehen 
und die folgenden Abkürzungen einführen: 


( 8 ) 


' 0 ’ 

cos — • e 

4 






ß 

d 


. . ^ 

• s m Y ‘ ß 




& 

cos Y • e 




2 


welche durch die Eelation 

ad — ßy — -j- 1 

verknüpft sind. Sie lauten dann nämlich 


( 9 ) 



E 

H 

Z 

1 


^2 

2uß 

n 



2yd 


ay 

ßd' 

ad -]- ßy 


Wie diese Gleichungen zu verändern sind, wenn wir umgekehrt EHZ 
durch ausdrücken wollen (wenn wir also den horizontalen durch 

einen ve?’tikalen Pfeil ersetzen wollen) wird pag. 31 eröttert werden. 

Die Parameter cc, ß, y, d, welche in der Folge eine grofse Rollo 
spielen werden, sind, wie man sieht, nicht unabhängig, vielmehr sind a 
und d einerseits, ß und — y andrerseits konjugiert iiD.agmär. Wollen 
wir zu entsprechenden vier reellen Parametern übergehen, so mögen 
wir setzen 

y=^B^iA, d= ü-iC\ 

die so definierten Parameter B, (7, D, welche durch die ß.elalioii 

js 4. j 52 ^ Ö2 _ 1 

verknüpft sind, werden wir als Quaf^ernionengröfsen bezeichnen. Die- 
selben geben m der That den XJbergang zur Hamiltonschen Quater- 
nionentheorie. In ihnen lauten die Transformationsgleichungen, weirn 
wir noch von den zu den xy^ übergehen; 
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I XiDcmatil; des Kroisek. 


1 

X 

Y 

Z 

X 


2 (AB— CB) 

2{AC-\-r.lf) 

y 

' 2{AB-[-(yD) 


2[BC AB) 


2{AC—BI)) 

2(BG-\- AB) 



Dieses Scliema zeiclinet sicli durch, einen iiölieren Grad vun Syaimcirie 
Yor dem Scliema (9) aus, ist im übrigen aber weniger einfadi als jenes. 

Wir haben somit drei verscliiedene Parametersystcioo ziiin Studiiiiri 
der Drehungen kennen gelernt, von denen jedes seine besoiuieren Vor- 
isüge aufweist. 

Die Eulersclien Winhel besitzen eine unmittelbare g^nrnietriscbe 
Bedeutung; überdies sind sie in mechanischer Hiiisiclit bei ünsoiteri 
Probleme ausgezeichnet. (Es wird sich später zeigai, dals ip um! 
in der Kreiseltheorie die Rolle' von „cyklischen Koordiiiuten“ 

Natürlich sind die zu einer Drehung gehörig<ui 9 , 4)’ nur hi/, auf 

beliebige Multipla von bestimmt. Urmrr Daramrtrr siiu.l 

in analytischer Hinsicht die einfachsten Bausteine, aus 
die Formeln der Kreiselbewegung zusammen setzen lasscui, wi<^ soieues 
namentlich bei Einführung der elliptischen Funldioneri d^'utlieb 
wird. Neben ihnen iverden die Qmtloiiiof imgroß /I, ü nu.du' 

z u rücktret eil ; ihr Vorzaig bcriihl; in der iurnuih*!. H\ d* d^u* 
Rechnungen; wir kommen auf dieselben, wit* fiberj'MU|u‘. luil' die r‘l« 
welche die Quaiernionentheorie hier einnimmt, no(*li \- H‘d r!...!' t* 
(vgl. Kap. § 7 und Kap. VI, §9). .Man iHuir.Iitr nml? aus:: lirMdd*. 
dais die 0 :, 7 , d, welche zu einer Drehung g* hör unu < u u-’u 

natürlich die J., J?, G, B nur bis auf das Vorzundu-n sind. 

In der That genügt es, in ( 8 ) das (p oder w um 2 ^' zu iind * -s -.u du' 
ccy ^ im Vorzeichen niii.zuk 6 hron. Wir werden in d- -ut HircdcSit 
später noch besonde.ro h'esisetzimgcn. trollen . 

Die Entwickelangen dieses Paragraphen d{t;iTHu, -v-i 
auf die Behandlung des frei bo^'-eglichen starren Kbujin.-. -m::- , 

Lage desselben zu bestiram,en, können wir nach 8 ^ s«. -rrbdir'-u. 
wir einerseits die Lage des BezugH])unkl;os 0 , Hudrersoiü- ^lu* i 
Körpers relativ zu () angeben. .Ersteros gciscliiehl jufi -u* 1 

durch, dafs wir die rechtwinkligea Koordina/ceii .r. ■?/, - ii.v.üg'-;- 

Punktes hinschreiben, letzteres dadurch, dais wir ohi(‘s d,or •/•n-- 
genannten Parai3n.etersystem6 benutzen. 
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§ 3. Die Bedeutung der a, {?, 7, d 

§ 3. Bie Bedeutung der Parameter d. 

Wir werden Yermuteiij dafs die Vereinfachung unserer Trans- 
formationsgleichungen ^ welche wir durch die Einführung der aj ß, y^ S 
erzielt haben, keine zufällige ist, dafs vielmehr diese Gröfsen mit 
unserem Probleme der Drehung in einem nothwendigen inneren Zusam- 
menhänge stehen. Die folgenden Bemerkungen sollen dazu dienen, 
diesen Zusammenhang verständlich zu machen, soweit es ohne weiter- 
gehende Vorkeimtnisse vorauszusetzen möglich ist. Es ist dabei bequem, 
von den beiden pag. 16 gekennzeichneten Auffassungen sich der zweiten 
anzuschlielsen, also einen im Raume beweglichen Punkt in Bezug auf 
ein im Raume festes Koordinatensystem zu betrachten. 

Durch eine Drehung um 0 wird jeder Raumpunkt X TZ in einen 
Raumpunkt xy^ übergeführt, welcher von 0 dieselbe Entfernung hat, 
wie jener. Insbesondere müssen Punkte, welche von 0 die Entfernung 
Null haben, in ebensolche Punkte übergehen. Man könnte hiergegen 
einwenden, dafs es aufser 0 selbst keine weiteren Punkte von dieser 
Eigenschaft giebt. Dies ist richtig, solange man im Reellen bleibt. 
Indessen ist man in der Geometrie seit lange gewohnt, auch Punkte 
mit imaginären Koordinaten ins Auge zu fassen, wodurch die Einfach- 
heit und Übersichtlichkeit der Theorie ganz bedeutend erhöht wird. 
Thun wir dieses, so müssen wir sagen: Punkte, welche von 0 die 
En-tfernung Null haben, sind in unendlicher Anzahl vorhanden; sie 
liegen auf einem (allerdings imaginären) Kegel zweiter Ordnung, dessen 
Gleichung lautet 

-p ?/ -j- 0, 

dem. sogenannten Minimdllcegel. 

Wir schreiben diese Gleichung passend in die Form 

(x + iy) ( — ^ '^'V) ~ 

oder mit Benutzung der pag. 20 eingeführten Gröfseii 

Wir definieren sodann zwei Parameter und X 2 durch die Gleichungen 

(1) l-C 

! Offenbar gehört zai jedem Wertepaar X ^ ein ganz bestimmter Punkt] 
I unseres imaginären Kegels, (denn die Gleichung ist vermöge i 

I (1) identisch erfüllt) ; umgekehrt entsprechen einem Punkte des Kegels 
zwei Wertepaare X^_, X^^ welche sich aber nur durch einen gemeinsamen , 
Worzeichenwechsel unterscheiden. Die Gleichungen (1)^ können wir 
sagen, liefern uns eine Parameterda/rstelhmg der Punkte unseres imagi- 
nären Kegels, 
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Eine zweite Parameterdarstellung gewinnen wir für dieselben 1 unkte^ 
wenn wir^ von der Gleichung 

ausgehend, zwei Parameter A„ einführen durch die Gleichungen: 

(2) H = H = As^ Z = AiA3, 

WO ^ 

= = X + H = — X + iT, Z^ — Z. 

Da unsere Drehung die Punkte (2) in die Punkte (1) überführt, so 
werden dadurch gleichzeitig die Parameter \ mit den Parametern 
>1,, Ag in gewisser Weise in Beziehung gesetzt. Den Zusammenhang 
beider Wertepaare lesen wir aus dem Schema (9) des vorigen Para- 
graphen ab. Wir haben: 

= -f 2a/3A,A2 — («Ai-f /3Aj)*, 

AjAj — ayNY + ßS^Y + (ad-|-/Jy)AiA2 == {cc\ + ß^-Y) (yA, -f-d'A^j. 

Hieraus folgt aber 

{Xy = a\ -f- ßA., 

~ yA^ öA^) 

wobei es noch gestattet ist, die Vorzeichen der a, ß, y, ä simultan 
iimzukehren. 

Wir sehm also, dafs mit jeder orthogonalen SuhstiMion der recht- 
winkligen Koordinaten xyz eine lineare homogene Substitution zweier 
auf unserem imagirtären Kegel definierten I^arameter parallel läufig drren 
Koeffizienten gerade unsere Gröfsen aßyd sind. Wenn früher ad -ßy --l 
gesetzt wurde, so heilst dies, dafs die in liedc stehende Substitution dU* 
Determinante 1 haben soll. Hierin liegt eiiu? neue und einfkclic 
Definition der Parameter a, d. Dals bei diescu* Delinition die 

Vorzeichen der a, y, ö luibestiiuiut bleiben, ist in Ubereinstiminung 
xnit der Schlul'sbemerkuiig des vorigen ParagraplLcn. (JbrigeiiH atn^r 
gilt es, die neue Definition der /i, y, d noch in verscliiedene andeni 
Formen umzusetzen. 

V/ir wollen zunächst von den Punkten des Keg(ils zu (hm auf ihm 
verlaufenden Geraden, seinen „Erzougeudini“, überg(dien. Wiihnuid wir 
die zweifache Mannigfaltigkeit der Punkte auf zwei Ihirannder 
bezogen, können wir die einfache Mannigfaltigkidt seim‘.r Geraden 
durch einen Parameter unterscheiden. Und zwar bietet si(‘,h hierzu von 
selbst dar: 


( 4 ) 
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In der THafc besf/imiacn diese Grleicliungen zxl jedean Werte yon X eine 
auf dem Kegel verlaufende (imaginäre) Grerade und umgekehrt. Defi- 
nieren wir entsprechend den Parameter A: 



so hfihen wir nach (3) zwischen X und A die Beziehung 


( 5 ) 


^ of A + j3 
yÄ + d' 


Bei den Drehungen um den festen BunM erleidet also der Bar ameier, 
durch welchen wir die Erzeugenden unseres imaginären Kegels charakte- 
risierten, eine linear gebrochene Substitution, deren Koeffizienten, sofern 
wir nur die Suisütutionsdeterminante gleich 1 setzen, ivieder unsere Gröfsen 
a, ß, y, 8 sind. 

Wir werden aber zeigen^ dafs wir ähnlich auch allen von 0 aus- 
laufenden reellen Strahlen oder richtiger Halbstrahlen einen Parameter 
zuordnen können, welcher sich in gleicher Weise bei den Drehungen 
substituiert. 

Wir gehen zu dem Zwecke von der trivialen Gleichung 
iß --f“ — ir oder -P y'^ -P ^2 _ ^ 


aus, welche nichts anderes als die Definition von r ist. Hinsichtlich 
dos Vorzeichens der vorkoxnmenden Wurzel setzen wir fest, dafs 
dasselbe bei reelloi Werten von x, y, z stets jpositiv gerechnet werden 
soll. Der obigen Öleichung geben wir ähnlich wie früher die Form 
{x + iy) (— .r 4- iy) = + r) (z — r) , 

oder 

= (?-->•) ( 5 + »•) 

oder endlich 


I 

t+r V ' 


Bezeichnen wir den gemeinsamen Wert der rechten und linken Seite 
in der letzten Gleichung mit X, so können wir schreiben 


( 6 ) 


_ 3 _ - i 

f 4- r ^ ■ l 


Auf solche Weise haben wir allen Punkten des Baumes einen (im 
allgemeinen komplexen) Parameter X zugeordnet, der für reelle Baum- 
punkte zufolge unserer Verabredung über das Vorzeichen von r ein- 
deutig festliegt. Dabei findet derselbe Parameterwert X in allen Punkten 
eines und nur eines reellen Ilalbstrahles durch 0 statt. In der That 
bleibt der V/ert von X iingeändert, wenn wir die Koordinaten x, y, z 
eines reellen Raumpunktes mit einem gemeinsamen positiven Faktor 
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multiplizieren. Dagegen ändert sich sein Wert^ nicht nur "wenn wir 
die Verhältnisse dieser Grörsen verändern, sondern auch wenn wir einen 
genaeinsatnen negativen Faktor hinzufügen, letzteres wegen unserer 
Verabredung über das Vorzeichen von r. Es geht alsdann A in einen 
Wert X über, welcher durch die Gleichungen bestimmt wird: 


( 6 ') 



derselbe ist ersichtlich zum Werte 


n 1 . 

— y konjugiert. 


Durch unsere Gldchu/ngen (6) und (6') sind also jedem reellen Halb- 
strahle des Baumes ein ^ jedem reellen Vollstrahle zwei Parameteriverte 
zugeordnet Dabei bemerken wir, dafs unsere jetzige Parameterdar- 
stellung, auf die imaginären Strahlen des Kegels — 0 ausgedehnt, 
in die frühere durch 61.(4) definierte übergeht, und dafs hierbei die 
beiden Werte X und X identisch werden. 

In entsprechender Weise mögen zwei Parameter A und N definiert 
werden, welche sich auf die Anfangslage des reellen Halb- bcz. Voll- 
strahles beziehen. Indem wir berücksichtigen, dass die Entfonumg r 
bei der Drehung ungeändert bleibt, dafs also B — r ist, setzeax wir 


( 7 ) 



= = K etc. 

2, — r 


Um nun die Abhängigkeit der Parameter A, X und A, K festzn- 
stellen, drücken wir die Koordinaten 9^, % und Z, H, Z durcli diese 
Parameter aus. Die Gleichungen (6) und (6') ergeben 


und 



l'n " V 


A d- A' = 





V ’ 


Wir können hiernach setzen 


|:£:iy = AA': 


l + X 


oder mit Benutzung eines Proportionalitätsfaktors q 
(8) | = ^ = = 
Ebenso ergiebt sich aus den Gleichungen (7) 

(9) ^ = iShK, Z = H = 

wo 0 einen zweiten Proportionalitätsfaktor bedeutet. 
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Daraufhin nehmen unsere Transformationsfonnein (9) von pag, 21 
die folgende Gestalt an, wenn wir zur Abkürzung - = r setzen: 

r . AA' = + <^/3(A + A') + == (ccA + ß) (e^A' + ßj, 

r = y^AA' + yd(A + A') + d' = (rA + S) O/A' + d), 

^ ^ ßy'^ ^ ßg 

= i («A + ß) (yK + (J) + I (yA + S) («A' + ß). 


Durch geeignete Division folgt 


ecK ß 

yA+^ ' yA' + 


A “j— A 


oiA + ß 
yA + d 


+ 


aA' ß 

y7r+~d * 


Denken wir uns die Parameterwerte A unserer Halbstrahlen vor der 
Drehung gegeben, so sind hiernach ihre Parameter A nach der Drehung 
zunächst nur erst zweideutig bestimmt. Wir haben entweder: 


1 ö:A 4- ß , aA' 4- ß 

yh + d' ^“yA'4-d^ 

oder 

3 — + ß y _ ogA + ß 

yA^ 4- ~ yA 4- 

Man bemerke, dafs beide Formeln mit (5) zusammenfallen, wenn man 
A = A , A — A' setzt, wie dies für die Punkte des Minimalkegels 
zutriflft. 

Nun ist aber klar, dafs nur die eine der beiden so gefundenen 
Beziehungen eine Drehung bedeuten kann. Es geht nämlich die zweite 
Reihe aus der ersten durch Vertauschung von A mit A' hervor, also 
dadurch, dafs wir jeden Halbstrahl in den entgegengesetzten überführen. 
Diese Operation ist aber durch keine Bewegung des dreidimensionalen 
Raumes zu verwirklichen. Andrerseits beachte man, dafs jede der 
beiden Formeln ein Kontmwuni von Transformationen vorstellt. Wir 
können dann sofort sagen: die durch die eine Reihe dargestellte Ope- 
ration führt das Bündel der Ilalbstrahlen in ein gleichstimmiges, die 
durch die andere Reihe dargestellte in ein ungleichstimmiges über. 

Welche von beiden Reihen einer Drehung entspricht, erkennen 
wir am leichtesten, indem wir zu einem Spezialfall übergehen. Der 
einfachste Fall einer Drehung ist die „Drehung Nulh^, durch welche 
jeder Punkt des Raumes in sich übergeführt wird. Der Drehung Null 
entsprechen die Parameterwerte d' = (p — = 0^ also g — d = 4~ 1 

und ß — f — 0. ^ Die erste Reihe liefert in diesem Palle A = A, wie 
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es sein mufs; die zweite Reihe aber giebt A — A ^ was unmöglich ist. 
Also stellt nur die erste Reihe eine Drehung dar; wir haben notwendig 


( 10 ) 


aA + ß 
"" yA'+ d^ 


und sprechen den Satz aus: 

Wenn wir durch die Gleichungm (6) jedem reellen Ilalhstrahle 
durch 0 einen Parameter A mordnen, so erleidet dieser bei einer Drehung 
um 0 eine linear gebrochene Substitution. , gerade so wie der Parameter A, 
durch welchen wir vorher die ^Erzeugenden unseres miaginären Kegels 
unterschieden. Also auch hieraus können wir die Definition der a, Ö 
entnehmen. — 

Hätten wir uns bei diesen Entwickelungen auf Vorkenntnisse aus 
der projektiven Geometrie berufen wollen, xso hätten wir unsere Be- 
trachtungen wesentlich , vereinfachen können. Wir würden dann zunächst 
wie oben die Erzeugenden des Miniinalkegels durch einen Paranicter A 
individualisieid; haben. Da bei einer Drehung der Minimalkegel in sich 
übergefuhrt wird, so erleidet dieser .Parameter eine ])rojektive Trans- 
formation. Dies liefert den Satz von Formel (5), von wo man direkt 
zu Formel (3) aufsteigt. Sodann würden wir jedem Vollstrahle durch 
0 die Pai*ameter A derjenigen beiden Erzeugenden zugewiesen liaben, 
in welchen die durch den Strahl hindurchgehendeu Tangentialebenen 
an den Minimalkegel den letzteren berühren. Dadurch würden wir 
genau zu der Definition der Werte A und A' icommen, die in den 
Gleichungen (6) enthalten ist. Da/s wir A dem einen, A' dem andt.*nin 
Halbstrahle zuweisen, ist eine beiläufige Festsetzung, di(i wir aus 
Zweckmäfeigkeitsgründen treffen. Der letzte Satz, wohdier auHHpricvht, 
dafs diese Weidie bei einer Drehung sich projektiv substituifTtm, ist 
nun selbstverständlich d. h. eine unmitteibaro Folge von (5); denn A 
und l' sind ja jetzt Parameter auf dem Minimalkegel. — 

Schliefslich bringen wir noch unsere Parameterdarstollung in einen 
interessanten Zusammenhang mit einer Vorstellungs weise, wtdehe in 
der Punktionentheorie seit Riemann üblirh ist. Wir wollen nämlicli 
das System unserer Halhstrahlen durch eine Kugelfiäche auffangen, 
welche um 0 mit dem Radius 1 bescdineben ist. tledem Punkte der 
Kugel wird dabei ein bestimmter Hallhstralil und also ein beBtimiiiter 
Werth des Parameters A zugeordnet. Die Jcompbixe Gröfse l findet sieh 
also eindeutig auf der Kugeloberflüche ausgdbreitet ^ wobei dem Punkte 
xijz mit = 1 nach (6) die Gröfse 


A =- 


.T 4- iy 

l — z 


( 11 ) 

entspricht. 
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§ 3. Die Bedeutung der cc, y, 8. 

Die Sclinittpiiinkte der Engel mit der positiven bez. negativen 
^-Axe werden wir als Nord- und Südpol bezeiclinen. Wir haben dann 
im Nordpol (^ = -j- 1) den Wert X — oo^ im Südpol (ä — — 1) den 
Wei’t it ==^ 0- die reellen Wertb von X liegen auf dem Meridiane y — O^ 
der Äquator z = 0 enthält diejenigen Punkte, für welche |Ä|—1 ist. 

Man nennt diese Parameterteilung in der Punktionentheoiie die 
Interpretation der komplexen Variaieln X auf der Biemannsehen KugelfläcJie. 

Gewöhnlich gelangt man zu ihr, indem man A zunächst in der 
Ebene und zwar speziell in der Aquatorebene unserer Einheitskugel 
nach Gaufs deutet und diese Ebene durch stereographische Projektion 
vom Nordpol aus auf die Kugel bezieht. Für uns würde höchstens 
der umgekehrte Weg angezeigt sein. Nachdem wir durch die vor- 
stehenden Betrachtungen, welche sich aus der Natur unseres Problemes 
ungezwungen ergaben, direkt zu der Definition der komplexen Variabein 
auf der Biemannsehen Kugeloberfläche gelangt sind, kann es nachträg- 
lich für gewisse Zwecke wünschenswert sein, zu der Gaußschen Ebene 
überzugehen. Wenn wir z. B. eine Kurve auf der Kugeloberfläche mit 
Hülfe der Variabein X diskutiert haben und diese nun graphisch dar- 
zustellen wünschen, so müssen wir die Kugel auf irgend eine Zeichen- 
ebene beziehen. Zu dem Zwecke bietet sich als bestes Verfahren die 
stereographische Projektion und damit der Übergang zur Gaufsschen 
Ebene dar. Analytisch heifst dies einfach, dafs wir X = u iv setzen 
und u und v als rechtwinklige Kooi-dinaten in der Ebene deuten. 

Ebenso wie wir den Parameter X von dem System der Halbstrahlen 
auf die Riemannsche Kugelfläche übertrugen, so überträgt sich natürlich 
die Bedeutung der a, ß, y, d von jener auf diese. 

Wir betrachten zwei vereinigt gelegene Einheitskugeln um 0, von 
denen wir die eine im Raume als fest, die andere als beweglich denken. 
Wir breiten in der beschriebenen Weise auf der festen Kugel den 
Parameter A, auf der beweglichen den Parameter A aus, wobei in der 
Anfangslage je zwei zusammenfallende Punkte der Kugeln zusammen- 
fallende Werte von A und A tragen mögen. Üben wir jetzt auf die 
bewegliche Kugel eine beliebige Drehmg aus, so stehen die Tarameter 
X und A, welche zu je zwei nach der Drehung zusammenliegenden Punkten 
gehören, in der Beziehung 

aA -}- ß 

WO die a, ß., y, d gerade die früher definierten Großen sind. Umgekehrt 
werden wir dioKse Formel (12) als Definition der a, ß, d gelten lassen, 
wobei wir nur hinzunehmen müssen, dafs die Determinante {aS' — ßy) 
allemal = 1 sein soll. Die so abgeleitete Definition hat vor den 
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früheren (3), (5) und (10) den Vorzug gröfster Anschaulichkeit voraus, 
daher wir sie in der Folge überall zu Grunde legen erden. 

Der Gedanke, die Drehungen im Eaum. als lineare Substitutionen 
der komplexen Veränderlichen A darzustellen, kommt gelegentlich bei 
ßiemann vor*), zur vollen Geltung gelangt ist derseilx^ in der 
modernen Theorie der regulären Körper**). 

§ 4. Nutzen der /?, d bei dem Studium eudliclier Drehungen. 

Wenn wir im folgenden die Eigenschaften der Drehungstnms”- 
formation studieren, werden wir die Rechnungen meist in unseren 
Parametern- fij, ßj y, d ausführen, wo sie am einfachsten werden. Dabei 
wollen wir uns durchgehends des Kunstgrilins bedienen, statt mit dcui 
Transformationsgleichungen der Xy y, 8 lieber mit der einfachenm Sub- 
stitution der Gröfsen A^ zu operieren, welche, wie wir im vorigen 
Paragraphen sahen (vgl. Gl. 3), notwendig mit jenen verknüpft sind. 

in diesem Sinne berechnen wir zunächst die zu einer gc^gelxunm 
inverse Drehmig. Führt die gegebene Drehung einen (im Kreise»! iest('n) 
Punkt aus der Anfangslage XTZ in die Endlage xys über, so be- 
deutet die inverse Drehung diejenige, welche den Pimkfc aus der Ijag (3 
xyz nach XYZ zurückführt. Die vorgegebene .Drehung besitzt^ die 
Parameter a, /?, y^ d; es fragt sich, weiche Parameter de-r invtu'sea 
Drehung zukommen. 

Wir betrachten "V. • 

^1 = -f /SAg, 

Heraus ergiebt sich die inrerse Substitution durch Auflösung. E.s 
■vrird mit ßueksiebt auf = 1 


( 1 ) 




^2 -f- «/lg. 


W^r erhalten also aus der vorgelegten die inverse Substitidwn, hidem wir 

a und S vertauscJim und ß und y im Vorsdclwn mniwhrm 

übertragen wir dieses Resultat auf unsere anderen l'unun.d:.-.-,sv.ste>ue 

i’f-v ’’’ man unmitiell.ar au.s der 

Deünition der Quatermonengröfsen von pag. 21: 

Ä um äne Drshimi durdi. die Werk ,b- A, Jl (l n 
se ^halte, mr die imerse Vredbu,, iudm A. H ’„,ui f,u y 2 
Zeichen umheh en, D aber ungeändert lassen. 


*) Vgl. die Abk: Über die Placbeii von kleinstem rnli-ilt, i ' i 
Begrenzung, art. 8. Ges. W., 2. AuK. pag. 309 

**) Mein: Vorlesuneen über /laß TVrtQrti-i/J n.. tt 
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Ferner folgt aus dem Zusammenliang der d mit den 

(p, 'ipy d' (vgl. pag. 21) oder auch direkt aus der geometrischen Be- 
deutung der letzteren (vgl. pag. 17£): 

Ist die direlüe Drehung durch die WinJcel fp, 'tfj, %' gegeben, so he-- 
stimmd sich die inverse Drehung durch die WinTcel — 'tp, — (p, — d'. ' 

Wir machen hiervon eine Anwendung^ um die in dem Schema (9) 
von pag. 21 enthaltenen Gleichungen nach den E, H, 2 aufzulösen. 
Zu dem Zwecke brauchen wir. dort nur statt der ß? ?? ^ bez. 
d, — ß, — y, cc einzu tragen. Die Auflösung des Schemas (9) lautet also: 


i^- 

> 1 

n 





— 2ß8 

H 

3 

y 

0? 

— 2ay 

Z 

— y8 

— aß 

a8 -f- ßy 


(wo der beigefügte Pfeil bedeutet, dafs dieses Schema nur von links 
nach rechts gelesen werden soll). Tragen wir andrerseits — Ä, — B, 
— C, + D bez. — 'ip, — 9 , — # statt Ä, B, C, D bez. cp, d' in die 
Schemata (10) bez* (5) des vorletzten Paragraphen ein, so erhalten wir 
ein bereits bekanntes Resultat: es findet nur eine Transposition der 
Koeffizienten statt, wie solches bei der Umkehr einer orthogonalen 
Substitution nach pag. 17 selbstverständlich ist. 

In entsprechender Weise behandeln wir die Zusamomnsetmng zweier 
Drehungen, Wir betrach tea eine Drehung mit den Parametern a, ß, y, 8 
und eine zweite Drehung mit den Parametern a, ß', y, 8\ Es handelt 
sich darum die Parameter a", 8" zu berechnen, welche in ihrer 

Wirkung der ersten und zweiten Drehung zusammengenommen gleich- 
kommt. Dabei wird es bequem sein, die erste der beiden Auffassungen 
von pag- 16 zai Grunde zu legen, also die Koordinaten eines Raum- 
punktes in Bezug auf ein successive gedrehtes Koordinatensystem zu 
betrachten. Und zwar haben wir drei Lagen des beweglichen Koordi- 
natensystems zu unterscheiden: 1) eine Anfangslage, in welcher es mit 
dem festen System zusainmenfällt, 2) eine Lage, in welche es durch 
die erste Drehung übergeluhrt wird, und 3) eine Endlage, in welche 
es von der Lage 2) aus bei der zweiten Drehung übergeht. Der Raum- 
punkt sei durch seine Koordinaten xyz im festen Koordinatensystem 
gegeben. Dann bedeuten xyz gleichzeitig die Koordinaten des Raum- 
punktes vor der ersten Drehung in Bezug auf die Lage 1) des be- 
weglichen Koordinatensystems, Ferner mögen xy z' bez. XYZ die 
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Koordinaten desselben Raumpuuktes in Bezug auf die .Lagen 2 ) und 3) 
des beweglichen Koordinatensystems sein. 

Wir schreiben in einer leicht verständlichen Symbolik: 

(.-r y s) = (aß y S) 
ixijs) = (« p /d') (xr^). 

öesucht werden die Parameter a , ß", y" , ä" in der symbolischen Glei- 
chung: 

(xyz) = (^a'’ß"y"S"){XYZ). 

Gehen wir zu den komplexen Gröfsen X', A über, wehdie Ix"/. 
den Koordinaten xyz, xy'z, XYZ entsprechen mögen, so bedeuten 
unsere Gleichungen folgendes: 


( 2 ) 

(20 

und 

( 3 ) 


f A, = aX,' ßx.;, 

1^3 = yXy -j- d/lj , 

/ “ A| -j- ß'^,2> 

[ ^3 = y'Aj “j- d^A^, 

p, = «"A, + /S"A3, 
( X, = y"Ai -f d"A3 


Aus den Gleichungen ( 2 ) und (2'). folgt aber durch lOliminuUon 


^1 — + ß/)\ + {c^ß' + ß^ )K> 

X, = (ya -f d/)Ai -f iyß’ -f dY)h.,. 


Die Zusammenstellung dieser Gleichungen mit den (ilcicliiingen uVi 
liefert die gesuchten Werte der Parameter a", ß",y”, ö", uilmli.di: 


(4) 


«-■ = aa -f ßy\ ß" = aß: -f ßÖ\ 
y" = ya' -f 8y, r = yß' dd'. 

Wir konstatieren, dals diese Gröfsen InYmcan; zweiylmiyli/e V.'rbiiiilnngcii 

dar .frS .«d .-fy-,' sind „„d dafs di. Uw',;,,,,, L. 

Formdn»^«.« ,0, D.m„fl,ini,pr..l,„„ wir d.,, ri.te 
Wmn mr mm nach „imMm amßhm, m.l .U. 

„Mr 

*. tarmuicr o, ß, ,, S 4 , r,,,,.,,,/, 

»»,« „r „/■ * IM. :J t , 
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der Quäternionengröfsen JL, J?, C, D gescliielit dieses einfacK dadurcli^ 
dafs wir die Gleicliungen (4) in ikren reellen und imaginären Teil 
spalten. Es ergiebt sich so, wenn A, A" etc. den Gröfsen a, 
a" etc. bez. entsprechen: 

A" = AD' + DC' — ÖD' + DA\ 
jD"==== — AG' + DD' + GA + DB, 

AB — liÄ -{-CB' + JDC', 

1 B" = BB' — AÄ -- BB — CG'. 

Die Parameter der resaltierenden Drehung sind wieder biliiiear in 
den Parametern der- Teildrehungen. Aber die Ausdrücke 'sind jetzt 
viergliedrig geworden. 

Die entsprechenden Formeln für die d' wollen -wir nicht 

explicifce hinschreiben, weil sie ziemlich kompliziert sind. Sie ergeben 
sich aus den Gleichungen (4), indem wir a, j3, y, S durch ihre Werte 
in den Vb ^ ^on pag. 21 ersetzen. 

Wir gehen nun dazu über, die eigentlichen geometrischen Elemente 
einer Drehung, nämlich die Lage der Drehungsaxe und die Große des 
Drehungswinlcels zu berechnen, vorausgesetzt, dafs die Drehungspara- 
meter cc, ßj y, d bekannt sind. Dies geht nicht ohne etwas ßechming 
ab. Um einen diesbezüglichen eirsten Ansatz zu gewinnen, denken wir 
uns zunächst Drehungswinkel und Drehungsaxe als bekannt. Die 
Drehungsaxe machen wir zur ersten Koordinatenaxe eines im Raume 
festen rechtwinkligen Systems mit dem Ursprünge 0, in v^elchem 
U, V, W die Koordinaten eines Punktes vor der Drehung, u, v, w 
die Koordinaten desselben Punktes nach der Drehung sein mögen. 
In diesem System werden die Formeln der Drehungstransformation 
besonders einfach. Sie sind in dem Schema II von pag. 19 enthalten; 
bezeichnen wir den Drehungswinkel mit a? und benutzen wir ähnlich 
wie pag. 20 geschehen, statt der Koordinaten F, TF etc. die komplexen 
Verbindungen F^^-tTF, V — iW etc., so lauten sie: 

(■ Uy 

(6) I V -f iiv =-= i ^U), 

i V — ho c - * ( F — i W ) . 

Wir schliefsen hieraus Folgendes: Die Drehungsaxe selbst oder, 
wie w'ir lieber sagen, die ,yIJaupfaxe der Drehung^^ ist dadurch aus- 
gezeichnet, dals ihre Punkte bei der Drehung durchaus ungeändert 
bleiben. Aufser dieser „Hauptaxe^^ giebt es aber, sobald wir einmal 
imaginäre Punkte und Geraden mitberücksichtigen, noch zwei be- 
merkenswerte „NebenaxeA\ nämlich die in der Ebene ?7=0 gelegenen 
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StraHen V+iW^O und F-*TT^=0. Sie sind dadurch aus- 
gezeichnet, dafs sich die zu ihren Punkten gehörigen komplexen 
Koordinaten nur um einen Faktor ändern. Dieser Faktor ist gleich 
e-'“ längs der ersten Febenaxe, gleich e+*‘“ längs der zweiten und, wie wir 
hinzufügen mögen, gleich 1 längs der Hauptaxe. In der Ihat, setzen 
J7=0 und F-|-iW==0, so wird nach (6) atich u = 0 und 
„4-^ = 0, während v - iw = (r‘’“{V—iW) ist. Alle drei Ko- 
ordinaten U, F-fzTFund V — iW, so können wir sagen, multi- 
plizieren sich längs dieser ersten Fehenaxe mit dem gemeinsamen 
j Faktor e“*'". In entsprechender Weise multiplizieren sich die Koordi- 
jnaten U, F-f-.iTF, V—iW längs der zweiten Fehenaxe mit dem 
! gemeinsamen Faktor und längs der Hauptaxe mit 1. 

* Dasselbe gilt natürlich auch von den Koordinaten ?/, V, W selbst 
und weiterhin von allen homogenen linearen Funktionen dieser (irölsen, 
also z. B. von den Koordinaten X, Y, Z in einem beliebigen i-echt- 
winkligen Koordinatensystem, welches mit dem 11, V, IP-System einen 
gemeinsamen Ursprung hat, und schliefslich auch von unsern früher 
benutzten Glröfsen E, H, Z. Auch die Koordinaten E, H, Z, icelrhc 
ZV, einem Pvrilcte auf einer unserer drei Drehumjsaxen </rhören. multi- 
plizieren sich bei der Drehung mit einem geoMinsame^i Faktur, nämlich 
hez. mit 1, e+’"“’ ««(? e~*“. Bezeichnen wir also mit m irgend eimm 
dieser drei Faktoren, so haben wir in den Punkten unserer drei Axen: 

(7) | — wH, = i = niZ. 

Um die Verbindung mit den «, ß, y, 8 herzustellon , zi(*hen wir das 
Schema (9) von pag. 21 heran. Für einen Punkt unserer Drehungs- 
axen besagt dasselbe mit Rücksicht auf (7) das Bestehen der folgen 
den Dleichungen: 

|0 = (a*-m)= -i-2ußZ, 

(8) 0 = }/2r -f (d* — w)H-f 2}/dZ, 

10 = ay- -|- (ad-|- /ly • - »i iZ. 

Sollen diese drei Gleichungen mit einander verträglic.li .sein, .so mul.s 
ihre Determinante verschwinden. Es mufs also m der kubi.sehen Glei- 
chung genügen; 

u^ — m ß^ 2ttß 

f ä^ — m 2yS = 0 . 

«y ßS aS + ßy — m 

Bei der Ausrechnung ziehen sich die Koeffizienten vermöge der Kela- 
GeLlt ^ wesentlich zusammen; unsere Gleichung nimmt die 
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— {m^ — m) — 1) — 1 = 0. 

Ikre Wurzeln müssen bez. identisch sein mit den Gröfsen 

In der That läfst sich zunächst {m — 1) als Faktor herausheben. Die 

übrig bleibende quadratische Gleichung lautet: 

-j- m(2 — + -j- 1 = 0. 

Ihre Wurzeln sind 

^ _ 1 + y _ (« + 

Daraus folgt 

cos o — 1 , 

womit die Gröfse des Drehungswinkels gefunden ist. Die Formel ver- 
einfacht sich durch Einführung des halben Winkels; wir haben 


1(9) 

' und 

%(9') 


. CO a4-d 

+ eos 2=-^ 


+ sin I = y 1 - 






rs 


Auf die Vorzeicheubestimmung in diesen Formeln werden wir sogleich, 
noch näher eingehen. 

Nachdem die Gröfse des DrehingswinMs gefunden, erübrigt noch 
die Lage der Drehungsa-xe (oder in unserer obigen Bezeichnung der 
„Drehungshauptaxe“) zu berechnen. Hiezu dienen uns die Gleichungen (8). 
Tragen wir in ihnen m = 1 ein, so wird wegen der -verschwindenden 
Determinante eine derselben entbehrlich. Wir greifen zur Bestimmung 
der Drehungsaie etwa die beiden Gleichungen 

(«2 — 1 )=+ +2aßZ--=0, 

y2= 4-(d2 — l)H + 2ydZ = 0 

heraus, aus welchen durch eine Meine Determinantenrechnung folgt: 
(10) =iH:Z = — 2/?:2y:(oc — d). 

Wir wollen geradezu die Richtungscosinus cos a, cos &, cos c be- 
rechnen, welche unsere Drehaxe mit den Koordinatenaxen einschliefst. 
Da -wir annehmen, dafs vor der Drehung das bewegliche mit dem festen 
System koincidiert, so werden die Richtungscosinus in dem einen System 
offenbar mit denen im anderen System identisch. Und zwar haben 
wir längs der Drehungsaxe: v 

r . H : 2 = 1 : 1 ? : ? = cos a -f- i cos & : — cos o -f- « cos t : — cos c. 
Unter p einen Proportionalitätsfaktor verstanden, setzen wir mit Rück- 
sicht auf (10): 
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cos a i cos h ~ 

^ 11 ) j — cos a + * cos ü> = 2y(», 

- cos tf = (« S)q. 

Aus der Gleicliung cos^ a -(- cos® h -|- cös® c = 1 ergiebt sich noch tür 
(» die Bedingung: 

Q\{a — d)® + ißy) =’ ?*((« + — 4) = 1 , 

oder mit Rücksicht auf (9*) 

(12) r 


± i 


2 sin 


Wir wollen uns nun mit der Unbestimmtlieit der Vorzeielien in 
den vorstehenden und den früheren Formeln^ soweit es möglich ist^ 
abfinden. 

Zunächst ist klar^ dafs sofern wir nur die Anfangs- und Endlage 
des Körpers betrachten, statt des Winkels o auch jeder Winked m -f“ 21:% 
als Drehungswinkel angesehen werden kann, unter 1: eine beliebige 
ganze Zahl verstanden. In der That ändert die Hinzufügung einer 
oder mehrerer voller Umdrehungen an der Endlage des Körpi^rs gar 
nichts. Von diesem Standpunkte bleibt also dos Vorz(dchen von cos 

und sin ~ notwendig unbestimmt. 


Demgegenüber wollen wir nnn festsetzen, (lafs wi]* dii* lirölHf». einen* 
Drehung nicht lediglich ans der Anfangs- und Endlage des Krn-pers 
beurteilen wollen, dafs wir also ca nicht nur modnlo 2% g(‘gel>en eienken. 
Vielmehr wollen wir die hei einer Drehung diircfdaufenm /Arkchnilagfu 

soweit als beJeannt amehen, dafs auch modido 2%, also io wutl^do 1% 
festgelegt werden Tcann, 

Trotz dieser Festsetzung bleibt aber immer noch eine Uiilaediinnii- 
heit bestehen, welche wir nicht gut heben können. Wir können näm- 
lich jede um einen bestimmten Halbstrahl im positiven Sinn ei-f'-ilg.-iule 
Drehung m sowohl hinsichtlich der Endlage v,-' inn.sieb.iüel/ der 
Zwischenlagen des Köi-pers ersetzen durch eine Drehung, v-.dei i- um 
den entgegengesetzten Halbstrahl im negativen Sinne .statt hat 1 he.sem 
Umstande entspricht es, dafe wir gleichzeitig n, ö, c und <„ mit -| .v, 
6 -f Ä, c -f- 3r und — oj vertauschen können. 

Aus Gesagten ergüU sich, dafs auf Grund umenr Fr.dsctumj 
zwar cos -sowie die Froduhte sin | cos a etc. ein hesiimmtrs Vorzetcheu 


erhalten werden, dafs aber das Varzeidien ton sin cos „ 
ein^dn ejenmmnen auch fetzt noch unhestimmt hlcij/’ 


COS (k cos c 
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Nacli dieser Vorbereitung kommen wir auf die öleichungen (9) 
bis (12) zurück* dabei wollen wir eine spezielle Lage des Koordinaten- 
systems zu Grunde legen. 'Wir nehmen die Drehungsaxe zur ^-Axe 
und betrachten eine Drehung, welche von der positiven ^-Äxe ans 
gesehen im Sinne des Uhrzeigers erfolgt und deren Gröfse durch einen 

modulo 27t bestimmten Wert von — gegeben ist. Alsdann haben wir 

cos a ~ cos h == 0, cos c — 1] andrerseits können wir für diese Drehung 
die cc^ ßy y, d eindeutig angeben. Es folgt nämlich aus der Definition 

der Eulerschen Winkel -ö’ = 0, g? -f- ^ — (o oder, genauer gesagt, — =0, 
- Y ' - = ~ modulo 27t. Mithin bekommen o;, /J, y, d die Werte 

im im 

a f /3 — y = 0, d = e Die dritte der Gleichungen (11) 
ergiebt nun 


d. h. 

Gleichzeitig wird 






— + cos 


CO 

2 


Wir werden dementsprechend auch bei allgemeiner Lage des Koordi- 
natensystems in den Gleichungen (9) und (12) beidemal die oberen 
Vorzeichen wählen. Dagegen bleibt das Voracichen in Gleichung (9') 
auch jetzt noch unbestimmt, wie es nach der obigen Auseinandersetzung 
nicht anders zu erwarten ist. Indem wir die entwickelten Formeln 
übersichtlich zusammenstellen, schreiben wir: 



Durch die vorstehenden Formeln ist die oben gestellte Aufgabe 
gelöst: die geometrischen Elemente der Drehung mittelst der a, ß, d 
aiiS^vArmhen. 

Die Lösung der umgekehrten Aufgabe: 0 U einer durch Axe imd' 
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WiM mel^enm BreMr^ die Paran^ «, ß, - 

dLselbefßleichnngen enthalten. Man findet sofort: 


(130 


m . CO 

a == cos 2 + * si“ 2 
ß = i sin Y fl 4" ^)’ 

y = i sin ^ (cos a — i cos h) , 
d = cos I — i sin I cos c. 


Diese Formeln setzen in Evidenz, dafe die «, ß, y, d jetzt auch dem 
Vorzeichen nach bestimmt sind, da sie nur von cos ^ und den Pro- 


dukten sin| cosa etc. abhängen. ‘ ' 

Dasselbe gilt natürlich von den Quatemionengröfsen A, li, C, D, 
für welche die entsprechenden Formeln besonders einfach werden: sie 
lauten nämlich: f /■'<»■* 

f — sin j cos a, 


(14) 


5 — sin cos h, 
C = sm cos c, 
D == cos Y • 


Wir kommen schlielslich von hier aus noch einmal auf <iie Zu.saii!- 
mensetzungsformeln (4) von pag. 32 zurück. Wir denken uu.s in ihniui 
die Parameter «, ß, y, d und a, ß’, y, S' eindeutig gegclum, Itulefii wir 
die zugehörigen Drehungswinkel co und ra' willkürlich iimhIuIo P-i t'e.si- 
legen. Zunächst werden wir vermuten, dafs eine entspnu-ln'nde h'ef.l,- 
setzung auch hinsichtlich der resultierenden Drehung nötig i^^t, dal's 
also zunächst die a", /S", y", 8" sich wiederum nur bis auf aas Vor- 
zeichen bestimmen. Demgegenüber ergeben aber un-sen; lÖM-t.udn x.u 
bestimmten «, . . . und eindeutig bestimmte W«‘rtc von r ", . . .; 

es wird also zwischen den beiden möglichen VorzeiclicTi von c", . . . 
durch unsere Formeln von vornherein eine bestimmte Aiuswahl g. l rolTcii. 

Nach welchem Prinzip diese Auswahl geschieht, stellen wir <uidun'i> 
fest, daJs wir unsere jetzigen Formeln mit der geometrischen Kon- 
struktion der resultierenden Drehung, auf welche im wwten Parugraplum 
pag. 10 Bezug genommen wurde, vergleichen. Notwendigervvei.sf* weribui 
jene Konstruktion und diese Formeln modulo 2^ denselben Wert dos 
resultierenden Drehungswinkels a" ergeben; dagegen ist es zunächst 
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fraglicii, ob der Winkel in beiden Fällen modulo 2 jr gleich, oder 
nm verschieden heranskommt. 

Bei der geometrischen Konstruktion ergiebt sich nach pag. 10 ^ als 
Aiifsenwinkel eines sphärischen Dreiecks, in welchem die gegenüber- 
liegenden Winkel bez. und — sind und die gegenüberliegende Seite 

gleich dem Winkel (12) ist, den die Axe der ersten Drehung mit der 
Axe der zweiten einschliefst. 

Andrerseits ergiebt sich aus unseren Zusanimensetzungsfomeln 
(man geht am bequemsten von der letzten der Gleichungen (5) aus) 
mit Rücksicht auf die Gleichungen (14) der Wert 

cos — === cos Y cos sin — sin — (cosacosa'+cos6 cosh'-hcosiJcosc') 

<30 <ö' . CO . <30^ 

=s= cos cos sm Y sin ^ cos (12). 

Dies ist aber eine der bekannten Grundformeln der sphärischen Trigono- 
metrie. Sie zeigt uns, dafs der so bestimmte Wert von — wiederum 
aufgefafst werden kann als Aiifsenwinkel eines sphärischen Dreiecks, 
dessen gegenüberliegende Winkel ™ und y sind, dafs also dieser Wert 

mit dem geometrisch bestimmten Werte von ~ übereinstimmt. Darauf- 
hin können wir sagen: 

Die Zmammmsetmmgsformeln (4) oder f5) sind einfach eto- anor 
lytische Ausämek für die im ersten Faragraphen genannte Konstruktion 
in dem Sinne^ dafs sie nidit nur denselben Wert von sondern auch 

dmsdben Wert von W‘k jene ergeben. 


§ 5. ilbergang sii eien ßog. unendlicli kleinea Drehlingen. 

Wir machen jetzt den Grenzübergang von einer endlichen zu einer 
unendlich Meinen Drek.mg^\ der schon in § 1 erwähnt vrurde, lassen 
also den Drehungswinkei e? unbegrenzt abnehmen, wobei wir jedoch 
voraussetzen, dafs sich die Drehungsgeschwindigkeit, welche mit 


bezeichnet werden möge, einer endlichen Grenze nähert. Mit einer 
unendlich Meinen Drehung operieren wir ebenso, wie wir es in der 
Infimtesimalrechnung mit einer „unendlich kleinen Venückung^^ gewohnt 
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sind, nämlich so,, dafs wir die höheren Potenzen . der in der Grenze 
verschwindenden GroJsen neben den niederen vernachlässigen. 

Es möge zunächst überhaupt nur eine unendlich kleine Drehung 
vorgelegt . sein, d. h. es sollen die Systeme x, j/, 0 und X, Y, Z direkt 
durch eine unendlich kleine Drehung verbunden sein. 

Indem wir den Begriff des Drehungsvektors von pag. 11 aufnehmen, 
zerlegen wir die auf der Drehungsaxe aufgetragene Winkelgeschwindig- 
keit in Komponenten nach den Koordinatenaxen und nennen dieselben 
i>j ?) i'- Wir haben nun ersichtlich 

Q == -j- -f- r*, w = Qdt 

und mit Benutzung der Eichtungscosinus der Drehaxe 

p=ü cos a, 
g- = ö cos i, 

> = Qcosc. 

Wir fragen weiter, wie sich die Parameter a, ß, y, S bez. A , B, 0, J) 
der unendlich kleinen Drehung durch die p, q, r ausdrücken. Besonders 
einfach werden die Ausdrücke der Quatemionengröfsen A, B, C, J). 
Nach Gleichung (14) des vorigen Paragraphen wird nämlich in der 
Grenze cj = 0: 

A== ^(0 fma — ^pdt, 

B== ^mcQ3b~~qdt, 

C — \ (o<iosc~r,rdt, 

D = l. 

Mithin lauten die Ausdrücke für unsere Pariuneter a, ß, y, <5 foli/ender- 
mafsen: , . ^ ' 



U = D-i-iC=^l^lldt, 

('S) . 

' {y^B + iÄ^^-lpdt, 




Wir wollen a^h die expliciten Transformationsgleichnngen für 
^e rechtwin^gen Koordinaten und XYZ im .Falle einer unend- 
lich kleien Drehung hmschreiben. Zu dem Zwecke brauchen wir nur 

Po.»™ ™ 
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X ^ 

Y 

z 

X 

1 

~rdt 

+ q,dt 

y 

'-{-rät 

1 

— pdt 

z. 

— q dt 

“f“ P dt 

' i'" 


Wir mögen noch, den Gleichungen des vorstellenden Schemas eine 
etwas andere Form geben. Es bedeuten ja XYZ die Koordinaten 
eines im Kreisel festen Punktes vor der unendlich kleinen Drehung, 
die Koordinaten desselben Punktes nach derselben, beide bezogen 
auf ein im Raume festes Koordinatensystem. Mithin sind 

^ — X, y—Y, 0~Z 

die Verrüekungskomponenten des Punktes; aus ihnen berechnen sich 
die Geschwindigkeitskomponenten x\ y\ z durch die Gleichungen 

x\dt = 0 ? — X, y dt — y — Y, z' dt = z — Z, 

Auf Grund des Schemas (3) wird also die lAneargeschwindigheit 
eines Kreiselpunhtes 

^ —rY+qZ, 

(3') rX -pZ, 

\/=~qX + pY 

Wir werden hier rechter Hand statt X, Y, Z ebensowohl rr, yj z 
schreiben dürfen, da sich diese Gröfsen von einander nur um Glieder 
mit dem Faktor dt unterscheiden. Dann haben wir also: 

ix'==r —ry + qz, 

(3'') /= rx —pz, 

\ z — — q(^ py 

Jetzt können wir den wichtigen Satz über die Zusammensetzung 
zweier unendlich kleiner Drehungen, auf den bereits pag. 11 Bezug ge- 
nommen wurde und der die Einführung des Wortes „Drehungsvektor^^ 
rechtfertigt, direkt analytisch verifizieren. Wir betrachten neben der 
Drehung mit den Parametern c(,, ß, y, 6 in Gl. (2) eine zweite Drehung, 
welche durch die Parameter 

a' = 1 + ^ ^' = dt, 

gegeben sei. Nach der Zusammensetzungsregel von pag. 32 sind die 
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Parameter der resultierenden Drelmng bei Vemachlässigiiiig höherer 
Potenzen von dt die folgenden: 

jS 


«" = 1 + 


y" = ^^»±l'l±M±£l dt, = 1 


i{T + r ) 
2 ’ 


Mithin lauten die Komponenten der resultierenden Drehgeschwindigkciit: 

p'=^p+Pj = ?+■«'. /' = r + /. 

Zwei unendlich Meine Drehungen setzen sich also ebenso zusammen, 
wie Vehtorm, nämlich so, dafs sich ihre Komponente>t einfach addieren. 

Insbesondere wird das Resultat zweier unendlich kleiner Dreliimgeii 
von ihrer Reihenfolge unabhängig; unendlich Meine Brchungm stellen, 
wie wir sagten, vertauschha/re Operationen vor. 

Wir sehen jetzt auch deutlich den allgemeinen Grund dieses ein- 
fachen Resultates, ein. Er beruht wesentlich darin, dafe wir uns in 
dem Grenzfalle einer unendlich kleinen Drehung gestatten, die höheren 
Potenzen von dt zu vernachlässigen und dafs in den beibehaltiuieu ersten 
Potenzen die Gröfsen p, , , ,, p', , , . notwendig in der Verbindung 
JP+y?*** Vorkommen. Man erkennt hiernach unmittelbar, dafs ein 
entsprechendes Ergebnis bei jeder „unendlich kleinen Transformation^^ 
eintreten mufs. 

Übrigens hätten wir mit Hülfe des letzten Satzes (ii(^ in doui 
Schema (3) enthaltenen sehr bekannten Gleichungen einfaclier dirtht 
ableiten können, wie dies auch in der That gewöhnlich geachieht, iräüi- 
lich durch Zusammensetzung der successiven Drehungen idt, rtif. 

Demnächst kombinieren wir eine endliche Drehung mit oimn- un- 
endlich Meinen. Die endliche Drehung habe die Parameter a-, ß, y, 
und möge zuerst ausgeführt werden, die Parameter cbm nncnidli<d> 
Meinen Drehung heifsen /S', /, d'. Wir fragen nacl. .len Para 
metem der resultierenden Drehung 


ß + äa, ß" = ß^dß, 


* i -r f f '7 ”r dy, u -- «/ d^j. 

Da wir jetzt annehmen werden, dafs das bewegliche KoordinatenHv.stem 
AJfZ m seiner Anfangslage vor äet ersten Drehung mit dem f.-sten 
Koordinatensystem xyz zusammenfäUt, so ist seine Lage Ihginn der 
(der ^endlich kleinen) Drehung von der des feste, i Systems 
verseMeden. Wir .müssen daher von jetzt ab zwischen den Komj.onen- 
ten des Drehungsvektos uach dem beweghchen und festen S^siem 

T™den^t von i-ag. :’.2 direkt 

verwenden, so müssen wir die unendlich kleine Drehung auf das ho- 
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wegliche System bezielien, also die Komponenten q, r benutzen. 
Wir erhalten so mit Rücksiclit anf die Gleiclinngen (2): 

K-\- da — ad -f- |3/ == « -f (y a -f ßj dt, 

ß dß a^ ßS' = ß ^ a — Y ^ dt etc. 


Hierfür schreiben wir, indem wir die analogen Gleichungen für y und 8 
hinzufOgen: 


(4) 


da 

dt 



dy 

dt 



ip + g. 
2 


dß 

dt 

ip — q 

= 2 “ 

ir 

ip + g. 


dd 

ip-g „ 

ir 

2 


dt 

— 2 ^ 

” Y 


Die vorstehenden Gleichungen geben die Änderungen an, ‘welche! 

I die Parameter cc, ß, y, d hei dem EQnzutreten einer unendlich kleinen | 
j Drehung von den Komponenten p, q, r erleiden. Denken wir uns die ^ 
I jp, 2 , r irgendwie als Funktionen der Zeit gegeben, so können wir aus 
ihnen die successiven Änderungen der cc, ß, 7 , d d. h. die successiven 
Lagenänderungen des Kreisels im Raume durch Integration des vor- 
j stehenden Systems von Differentialgleichungen bestimmen. Sind umge- 
kehrt die ccj ßj 7 , d bekannte Funktionen der Zeit, sind also die 
successiven Lagen des Kreisels im Raume gegeben, so können wir aus 
unseren Gleichungen die 2 ?? r vermöge Differentiation berechnen. 

Nun bestimmen aber die Verhältnisse p : qir die Lage der in- 
stantanen Drehungsaxe gegen das im Kreisel feste XZ>Z'- System und 
die successiven Werte dieser Verhältnisse die Gestalt des Folhodiekegels. 
Ferner bedeuten p, g. r die Koordinaten des Endpunktes des Drehungs- 
vektors in demselben Koordinatensystem; also geben die successiven 
Werte der p, q^ r selbst die Gestalt der Folhodielcurve an. 

Die expliciten Ausdrücke der ^ finden wir durch Auflösen 

der Gleichungen (4). Wir behalten die komplexen Verbindungen 
p -f- iq, — p + iq, — r einfach bei und haben 


( 6 ) 


_ 2i ^ 'If) _ 2 i (- ^ ll + « g , 


wobei noch die beiden für — r angegebenen Werte wegen der Rela- 
tion ccS — ßy — 1 identisch sind. 

Wir schliefsen hieran die Formeln für den Kegel bez. die Kurve 
der Ilerpolhodißy berechnen also die Komponenten jr, jc, 9 des Drehungs- 



•o 


'/ Ut 
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Vektors im festen System. Wir könnten so verfahren, dafa mr die 
soeben bestimmten Werte von j) + «ö', —p + k, statt H, 2 

in das Schema ( 9 ) von pag. 21 eintragen; die zugehörigen Werte von 
I, n, g liefern dann die gesuchten Gröfsen %+ ix, — 7C -\- tx, — p. 
Direkter führt indessen folgender Weg zum Ziele. Wir bemerkten 
schon pag. 14, dafs die Herpolhodiekurve der direkten Bewegung dia- 
metral in bezug auf den Unterstützungspunkt zu der Polhodiekurve der 
nmgAVpKrtftn Bewegimg liegt. Nun erhalten wir aus den Gleichungen 
(5) die Polhodietoye d er umgekehrten Bewegung, indem wir a, ß, y, d 
nach der pag. 30 gegebenen Regel ersetzen durch ö, ß, — y, u. 
Mithin lauten die Formeln für die Herpolhodiekurve der direkten Be- 
wegung: 

dy d$\ 
dt ^ dtj 

dd\ 


( 6 ) 


-^^ix = 2i{i^-Y§), 


9 




a 


dt j 


Der Eerpolhodiekegel ist natürlich schon durch die Verhältnisse der 
rechts stehenden Grölsen bestimmt. - 

Die entsprechenden Gleichungen in den J, B, C, J) wollen wir 
nicht ausführlich hinschreiben; sie folgen durch Zerlegung von (5) und 
(6) in einen reellen und imaginären Teil. Dagegen worden wir später 
die Darstellung der p, g, r durch die Eulerachen Winkel (p, i>, ö- und 
ihre Difierentialquotienten nach der Zeit brauchen. Wir kommen hierzu 
indem wir etwa von den Gleichungen (5) ausgehen. Die rechter Hand 
stehenden Aggregate der tc, ß, y, S rechnen wir mit Hülfe der ur- 
sprünglichen Definition unserer Parameter in die tp, rp, 4Y um. So 
erhalten wir beispielsweise: / 


^ dt ' 


und 


■ ^ If ~ ® (si“* I + cos** I) 4- e— > tk' 

~ 4*" sin 


Bin cos - 


dt 


■a~ + y 


äß 
dt ' 


+ 2 I (9 + sin* I (~ (p' -I- 


|(9)'-j-coafr^'); 


p iq = ^ fi’' sin 

-p -1- iq == ( — F -j_ ain 

-r == — (ffi'4- ib' cos d') 


mithin wird 
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1 p = cos 9? + sin d' sin 
q = — 0’' sin 9P -f- sin cos g), 
r — -j- cos 

Der Übergang zu der umgekehrten Bewegung, welche in den Euler- 
schen Parametern ^nach pag. 31 durch Vertauschung von 9?, ipj d' mit 
— — 95^ — ^ zu bewerkstelligen ist, liefert: 

== cos ^ + g)' sin ^ sin ip, 
x — — 9)' sin d' cos 7 p, 

P = 4“ 9)' cos O*. 

Nach g)j ip\ aufgelöst lauten die Grleichungen ( 7 ): 

9> == »• — O sin 9> + a cos 95), 

(p sin 9» + g- cos 90), 

— (p COS g) — q sin 9?). 


Man kann diese Gleichungen ( 7 ) und ( 9 ) natürlich auch durch 
elementare Zerlegung der unendlich kleinen Drehung in Komponenten 
finden, wie dies in den Büchern vielfach ausgeführt wird. 

Die Gleichungen ( 7 ) und (8) geben eine neue Darstellung für den 
Polhodie- und Herpolhodiekegel, welche freilich an Durchsichtigkeit 
den früheren nachsteht; die Gleichungen ( 9 ) sagen aus, wie sich die 
Parameter g>, 7 p , beim Hinzutreten einer unendlich kleinen Drehung 
modifizieren; sie bilden einen Bestandteil desjenigen Differentialglei- 
chungssystems, mit dessen Integration wir uns im vierten Kapitel be- 
schäftigen werden. — 

Wir haben im zweiten Paragraphen verschiedene Parametersysteme 
(ccy ß, y, ä:, Aj By Cy IJ- g)y tpy aufgestellt, durch welche wir die 
jeweilige Lage des Kreisels bestimmten; andrerseits lernten wir in 
diesem Paragraphen gelegentlich der Betrachtung unendlich kleiner 
Drehungen Parametersysteme kennen, durch welche der jeweilige (Je- 
sehwindigheitsmstand des Kreisels charakterisiert wird. Es sind dieses 
in erster Linie die GrÖfsen p, q, r und 9?', 7 p\ O*', — 

Wir können die genannten Gröfsen kurz als Gescliwindigheits- 
höordinaten des Kreisels bezeichnen, u. zw. werden die p, q^ r recht- 
winklige y die g/, 7 p\ schiefwinJdige Geschwindigkeitskoordinaten zu 
nennen sein, weil wir bei Benutzung der ersteren den Drehungsvektor 
nach den rechtwinkligen Axen X, Y, Z, bei Benutzung der letzteren 
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nach drei im allgemeinen schiefwinHigen Axen (nämlich der Figuren- 
axe, der Vertikalen^^^^m^^ der Knotenlinie) in Komponenten zerlegen. 

Zwischen den beiden Gröfsentripeln gt, r und 9?) ip\ S’' besteht 
noch ein weiterer wichtiger Unterschied: Die ip\ sind die nach 

der Zeit genommenen Differentialquotienten geimsser Raum-^^ Wmhel-‘)Äh- 
messungen, die p, 2, r sind dieses nicht: oAm: die Gröfsen cp dt, tp' dt^ 
^'dt sind exakte y dagegen p dt. qdi, rät unexakte Differentiale- 

Wir erkennen dies etwa daraus^ dafs die Werte der Zeitintegrale 



von einer Anfangszeit bis zu einer Endzeit t^ erstreckt^ nicht allein 
von der Anfangs- und Endlage des Körpers, sondern auch von seinen 
Zwischenlagen abhängen, was geometrisch evident ist. Dasselbe lehi*t 
auch die Betrachtung irgend einer der zuletzt angeschriebenen Glei- 
chungen. Kehmen wir z. B. die erste der Gleichungen ( 7 ): 

pdt dd' cos 9? -j- d^p sin. d' sin 9? . 

Soll hier die rechte Seite ein vollständiges Differential sein, so müfsten 


d cos q) 
df 


und 


d sin # sin q) 


denselben Wert haben, was ersichtlich nicht der Fall ist. 

Wir werden also sagen müssen: JDk p, q, r sind nicht, wie die Ge- 
schwindigMtshoordinaten x', y', / des eirmhien Massenptinlctes , zeiÜiehe 
DifferentialquoUenten van Baumabmessumm, sondern nur lineare Fiml, Honen 
vm solchen. In der Terminologie von E. Hertz sind sie als nichtholonomc 
Greschwindigkeitskoordinaten zu bezeichnen. 


Wir können den Geschwindigkeitszustand natürlich noch durch 
behebig viele andere, mehr oder minder geeignete, Parameter charakte- 
risieren, z. B., was gleichfalls bereits geschehen, durch die Gröfsen 

dt’ dt’ 'di’ li' ä^'^Gen offenbar „überzählige Geschwin- 

digkeitskoordinaten“ vor, während unsere p, q, r oder unsere cp', 
als „independente Geschwiudigkeitskoordinaten“ zu bezeichnen wären. 

\on hier aus gelangen wir sofort dazu, auch für den Fall des frei 
l^cffhcl^ starren -K’Äym Geschwindigkeitskoordinaten arizngeben 
Wir haben zu dem Zwecke nur die Geschwindigkeit des Bezugspunktes 
^uerseits (<he l^anslatiousgeschwindigkeit) und die Bewegung um den 
BezugspunB anderseits (die Rotationsgeschwindigkeit) je durch drei 
dameter fe^zulegen. Die einfachsten und aUgemein gebräuchlichen Ge- 

diwinigkeitskoordinaten des frei beweglichen starren Körpers werLi 
hiernach die sechs Gröfsen: ^ weruen 
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< y\ 

wo Xy yj z wie am Ende von § 2 die rechtwinkligen Koordinaten des 
Bezugspunktes bedeuten. Indessen können wir den Geschwindigkeits- 
zustand natürlich noch in sehr mannigfacher Weise durch andere sechs 
Gröfsen charakterisieren. Je sechs solche Gröfsen mögen auch auf- 
gefafst werden als ^^Koordinaten der instantanmz Bewegungssehraube^\ 
durch welche wir jede unendlich kleine Bewegung des freien starren 
Körpers nach § 1 charakterisieren können. 


§ 6. Das Beispiel der regulären Präcession. 

Als Beispiel für die vorangehende allgemeine Theorie behandeln 
wir eine besonders einfache Bewegung des Kreisels, welche wir in der 
Folge bei dem Studium komplizierterer Bewegungen stets zur Orien- 
tierung heranziehen werden, nämlich die reguläre Präcession. Natürlich 
kann es sich hier nur um die kinematische Seite dieser Bewegung 
handeln; ihre kinetische Untersuchung, d. h. die Beantwortung der 
Frage, ob und unter welchen Umständen sich bei einem gegebenen 
Kreisel eine reguläre Präcessionsbewegung einstellen kann, wird uns 
erst später beschäftigen. Wir wollen die Untersuchung zuerst geome- 
trisch im Anschlufs an den ersten Paragraphen dieses Kapitels, sodann 
analytisch im Anschlufs an den vorangehenden Paragraphen führen. 

Die reguläre Präcession definieren wir in der Weise, dafs wir 
einerseits die Bewegung der Figurenaxe im Raume, andrerseits die 
Bewegung des Kreisels gegen die Figurenaxe angeben. Beide Teil- 
bewegungen sind im vorliegenden Falle so einfach wie möglich. Es 
dreht sich nämlich die Figurefnaxe um eine feste Gerade des Baumes 
unter konstanter Neigung mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit; gleich- 
zeitig dreht sich der Kreisel um die Figurenaxe gleichfalls mit gleich- 
förmiger Winkelgeschwindigkeit herum. Die feste Gerade des Raumes 
bezeichnen wir als die „Axe der Präcession^^; wir denken uns dieselbe 
meistens der Einfachheit halber vertikal. 

1 Die Drehgeschwindigkeit der Figurenaxe um diese Axe heifse vf 
I die hinzutretende Drehgeschwindigkeit des Kreisels um die Piguren- 
I axe erstere bezeichnen wir auch speziell als die „Präcessionsge- ! 
1 schwindigkeit der Figurenaxe^^. Übrigens wollen wir, um bei der vor-^ ; 
I läufigen geometrischen Behandlung Fallunterscheidungen möglichst zu 
j vermeiden, zunächst voraussetzen, dafs die Drehgeschwindigkeit /Lt, im 
! Verhältnis zur „PracessionsgeschwindigkeiP^ 2 ^ sehr grofs ist, wie es; 
jin den späteren Anwendungen thatsächlich die Regel sein wird. 
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Unsere Einzeldrelmngen f». und v kombinieren sich 3® 
Momente zu einer resultierenden Drehung, ^ .® " 

geschwindigkeit, ihre Axe und ihren Sinn örofse, Richtung und Sinn 
des instanLen Drehungsvektors bestimmt. In den untenstehenden 
Figuren bedeutet OV die Axe der Präcession, OF die Figurenaxe, 




woböj wir die BezGicliiniiig ^^FigiirenaxG^^ so wäMGn können ^ dafs der 
W^el zwis^ gröfser als, ein Rechter wird und 

wo wir den Spezialfall^ dafs dieser Winkel gerade gleich einem Hechten 
ist^ vorderhand ausschliefsen wollen. Auf diesen Axen tragen wir bez. 
die Winkelgeschwindigkeiten fc und v in der pag. 11 festgesetzten Weise 
ah. Wir unterscheiden zwei Fälle ^ je nachdem die Winkelgeschwindig- 
keiten ^ und V gleichen oder entgegengesetzten Sinn besitzen, je nach- 
dem also die zugehörigen, .Vektoren einen spitzen oder stumpfen Winkel 
einschliefsen. Ln ersten Fall bezeichnen wir die Präcession als p*o- 
gressivej im zweiten als retrograde. Machen wir nun die Parallel ogramm- 
konstruktion, so kommt in dem ersten Falle die Diagonale in den 
spitzen Winkel zwischen der Vertikalen nnd der Figurenaxe, im zweiten 
Falle aufserhalb dieses Winkels zu liegen. Im übrigen aber besitzt 
unsere Diagonale, da nach Voraussetzung die Teilvektoren g, und v 
während der Bewegung eine konstante Länge und eine unveränderliche 
relative Lage haben, in beiden Fällen eine feste Länge und eine un- 
veränderliche relative Lage gegen die Vei*tikale wie gegen die Figurenaxe. 

Der Endpunkt des Drehnngsvektörs beschreibt also im Laufe der 
Bewegung, sofern wir seine Lage im Raume betrachten, einen Kreis 
um die Vertikale 5 gleichzeitig durchläuft er, sofern wir von seiner 
Lage gegen den Kreisel sprechen wollen, einen Kreis um die Figurenaxe. 
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Mithin sind im • Falle der regulären Träcession die Kurven der Fol- 
hodie und der Herpolhodie einfache Kreise; dementsprechend iverden die 
Kegel der Polhodie und der Merpolhodie, ivelche jene .Kurven von 0 
■aus projizieren, gewöhnliche Kreiskegeh Hiiisichtlicli der gegenseitigen 
Lage dieser beiden Kegel konstatieren wir auf Grund der Figuren 5 
und 6 einen Unterschied: Sei der progressiven Präcession rollt der 
Solhodielcegel von aufsen, bei der retrograden von innen auf dem Herpol- 
hodiekegel ah. 

Wir mögen noch aus der Parallelogrammkonstruktion einige ele- 
mentargeometrische Folgerungen ziehen. Wir bezeichnen den Winkel 
zwischen Figurenaxe und Vertikalen, wie früher, mit Ferner heifse 
der Winkel zwischen der instantanen Kotationsaxe und der Figuren- 
axe Uy der Winkel zwischen der instantanen Rotationsaxe und der 
Vertikalen v. Alsdann bestimmt die Öffnung des Polhodie-, v die 
des Herpolhodiekegels. 

Bedeutet Q, wie früher, die Gröfse der resultierenden Drehge- 
schwindigkeit, also die Länge der Diagonalen im Parallelogramm, so 
haben wir nach dem Pythagoräischen Lehrsätze: 

2gv cos d'. 

Ferner ergiebt sich aus den beiden Dreiecken, in welche unser Parallelo- 
gramm durch die Diagonale zerlegt wird: 


und 

Also 

(1) 


sin u sin <0’ 

V Q. 

sin V sin <9’ 

II sin u — V sin v. 


Ein wichtiges Beispiel für retrograde Präcession liefert unsere 
Erde. Die Erde spielt hier die Rolle des Kreisels; den Mittelpunkt 
der Erde denken wir uns bei der Bewegung fest. Der Vertikalen ent- 
spricht die Normale zur Ebene der Ekliptik. Die Erdaxe umkreist 
diese Gerade unter der festen Neigung von rund in ca. 26000 

Jahren einmal. Nehmen wir als Zeiteinheit die Länge eines Tages, 
so wird 


g — 27t:, ' 


27t 

365 . siTÖÖÖ 


Aus der GL (1) ergiebt sich 


( 2 ) 


^ sin V 

sm U 866. 2.6 OOÖ ' 


Der Winkel u wird also eine sehr Meine Gröfse, so dafs wir sin u 



50 


I. Kinematik des Kreisels, 


durcli M ersetzen können. Da ferner wie in Dig. 6 ist, so werden 

wir V durch & ersetzen dürfen. Der Herpolhodiekegd wird also sehr nahezu 
ein Kreishegel von 23%» Wrnmffnung. Wir fragen ferner nach der 
Gestalt des Polhodiekegels. Statt seines Öffnungswinkels geben wir 
lieber den Radius (r) desjenigen Kreises an, in welchem die Erdober- 
fläche von diesem Kegel geschnitten wird. Bedeutet B die Länge 


des Erdradius*) (b 
wir nach Gl. ( 2 ) 

r == Bu 


40 000 0 00 
2ä 


Meter = 


sin (23% . 4 000 000 000 

' 2 äT365 . 26 000 




cm =27 


cm) , so haben 


cm. 


Ein Meiner, um den Nordpol heschriehener Kreis von 27 cm Madius 
würde diso die Spur des PolJiodielcegels auf der Erdoberfläche sein. Die 
Präcessionsbewegung der Erde können wir uns dadurch hervorgebracht 
denken, dafe ein entsprechend schmaler Polhodiekegel auf einem Her- 
polhodiekegel von ca. 23y2^ Winkelöffiiung von innen abrollt. 

Wie wir sehen, giebt die Poinsotsche Theorie der rollenden Kegel 
im Falle der regulären Präcession ein höchst anschauliches und präg- 
nantes Bild von dem Ablauf der Bewegung. Dementsprechend handelt 
auch Poinsot bei den Anwendungen seiner Theorie mit Vorliebe von 
dem Beispiele der regulären Pracession*^*^). 

Wir behandeln jetzt die reguläre Präcession noch einmal analytisch 
auf Grund der im vorigen Paragraphen abgeleiteten Resultate. Zunächst 
übertragen wir die obige geometrische Definition unserer Bewegung 
ins Analytische, was mit Hülfe der Eulerschen Parameter 99 , ip, 
auf das Einfachste bewerkstelligt wird. 

Wir haben nämlich offenbar: 

(3) ^ == const. q) — fit, 11 ; = vt. 

Die Komponenten des instantanen Drehungsvektors werden daraufhin 
nach Gleichung (7) des vorigen Paragraphen, wenn wir sie auf dm 
im Kreisel feste System beziehen: 

( 4 ) p = ^ gj ]2 ^ sin (f, g = 2 / sin -9’ cos (p, 2 * = ^ -j- 2 / cos -O* 

und nach Gleichung (8) desselben Paragraphen, wenn wir si (3 für das 
im Raume feste System berechnen:. 

(5) sr = (t sin sin « = — ft sin ff' cos V-, 9 = v -f ft cos if. 

Diese Gleiebungen zeigen zunächst wieder, dafs Folhodie- und Iler- 

polhodiehme in unserem FaUe Kreise werden. In der Tbat haben wir z. B. : 

gijjs ^ r = ft -f t, cos ^ = eonst. 


*) Alles in runden Zahlen gerechnet. 

'*'*) 2 :. B, seine Schrift: Theorie des 

Zeitschrift Connaissance des temps, 1853. 


cones circulaires roulants, in der 
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Die Winkelöffnnngen der abroUenden Kegel berechnen sicb^ wenn u 
und t? die oben angegebene Bedeutung haben ^ nach der Formel: 


( 6 ) 


ctg w == 


ViJ* + ff* 


ctg V — 




den Gleichungen (4) und (5) ?:ufolge haben wir also: 

fJU. V 

— h cos & — cos 

sin ^ ^ ^ sin & ‘ 

Natürlich genügen diese Werte von u und v der obigen Relation (1), 
wie man leicht nachrechnet. 

Wir geben jetzt eine ausführliche Diskussion der verschiedenen 
möglichen Fälle regulärer Präcessionshewegung , indem wir dieselben nach 

den Werten von — klassifizieren. Die jetzt zu gebende Einteilung sub- 

sumiert sieh dabei der früheren, in welcher wir , je nach dem ^ > 0 oder 

<0 war, die Bewegung als progressive oder retrograde unterschieden. 

Bei der folgenden Diskussion denken wir uns d' als fest gegeben 
und zwar können wir, wie oben, vöraussetzen, daXs 0* nicht gröfser als 

ein Rechter ist. Indem wir die Grenzfälle = 0 und ^ ^ bis 

zum Schlüsse zurückschieben, nehmen wir für das zunächst Folgende an: 


(T) CtgM = 


0<^<f 

Von den Winkelöffnungen u und t? dürfen wir noch eine, etwa als 
spitzen Winkel rechnen. Gleichzeitig mit den Kegeln u und v rollen 
nämlich auch di© diametralen Kegel % — u und % — v auf einander 

ab. Wenn daher ^ , so können wir durch Übergang zu den Kegeln 

u js: — u und v erreichen, dafs ^ wird. 

Das ganze W^ertegebiet von ^ zerlegt sich für unsere Zw'ecke in 
vier Intervalle, welche durch die folgenden vier Grenzwerte 


V 


= OQ, 



V 

fl 


COS 


fl» ' 1. 

ffc ~ coa ^ 


geschieden werden. 

Frsi-er Grenzfall: ^ = -f- oo. In diesem Falle ist ^ = 0, d. h. der 
Kreisel rotiert relativ zu seiner Figureiiaxe überhaupt nicht. Die Formeln 
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(7) zeigen gleichzeitig, dafs v = 0. Der Herpoüiodiekegel ist also 
nnen^ich dünn und die instantane Rotationsaxe föllt beständig mit der 
Vertikalen zusammen. Ifi unsBreivi ersteti Grenzfcälc führt der K.r eisei 
eine gleichförmige. Botation von der Winltelgeschwindigleit v um eine {von 
der Figurenaxe verschieden^ feste Gerade {nämlich die Vertikale) aus. 

Erstes Intervall: + oo > > 0. Im Innern unseres ersten Inter- 
valles haben v und g gleiche Zeichen. Die Parallelogrammkonstruktion, 
welche wir oben ausführten, zeigt dann, dafs die 
instantane Rotationsaxe in dem spitzen Winkel 
zwischen der Vertikalen und der Figurenaxe liegt. 
Dementsprechend ergiebt sich aus den 61. (7), 
dafs u und v kleiner als d' sind. Der bewegliche 
Kegel rollt daher auf dem festen von aufsen ah (vgl. 
Fig. 7). Wir werden diese Bewegung als ^i- 
cyUöidisehe bezeichnen. 

Zweiter GrenzfaU: — = 0. Bei abnehmenden positiven Werten 
von - erweitert sich der Herpolhodiekegel allmählich, während der 



Polhodiekegel sich verengert. In dem Grenzfalle -- == 0 ist der Polhodie- 

kegel unendlich dünn geworden; in der That ergeben die Gl. (7) in 
diesem Falle m = 0. Infolgedessen fällt die instantane Rotationsaxe 
beständig mit der Figurenaxe zusammen. Gleichzeitig steht wegen 
V = 0 die Figurenaxe im Raume stille. Der Kreisel rotiert also mit der 
honstanten Winkelgesehwindigheit g um seine im Baume feste Figurenaxe. 

Zweites Intervall: — > — cos ■9'. Wenn -- zu negativen 

Werten übergeht, beginnt sich der Polhodie- 
kegel wieder zu erweitera. Gleichzeitig tritt er 
ins Innere des Herpolbodiekegels ein. In der 
That ergiebt sich aus den Gl. (7) v> Der 
bewegliche Kegd rollt daher auf dem festen von 
innen ab (vgl. Fig. 8). Wir werden diesen Fall 
als RypoeyMoidenhewegung bezeichnen. 









Fig. 8. 

Dritter GrenzfaU: 


V 


cos Wenn ^ den Wert — cos ^ 

eiTeicht hat, ist nach Gl. (7) v = | geworden, der Serpolhodiehegel also 
m eine Horizontalehene amgeartet. 

Drittes Interim: -eos»>l> Wenn i weiter ab- 

nimn.4, würde sieb , > | ergeben. N.cb nneerer obigen Verabredung 
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haben wir dann zu den diametralen Kegeln tc — u. und tc — v über- 
zngehen, wodurch ^ und wird. In dem dritten Intervalle 

rollt daher ein. stumpfer Folhodiehegel auf einem 
spüsen Serpolhodiekegel von aufsen ab (vgl. Kig. 9). 

Wir wollen diese Art der Bewegung als anti- 
cyMöidisch bezeichnen. 

Vierter GrenmfaU: - = — Während 
' (I cos d 

V 1_ • 1 

— Yon — cos 'S* bis — abnimmt, flacht sich 
(I cos & ’ 

der Polhodiekegel allmählich ab. Für den Grenzwert — = ist 

^ /u« . cos'9’ 

er nach (7) in eine Ebene ausgeartet 

Viertes Intervall: ^ > — > — oo. Bei weiter abnehmendem 

cos V fl 

~ verengert sich der Polhodiekegel, so dafs im vierten Intervalle wieder 
^ ist. Gleichzeitig umfafst der Polhodiekegel den 

Herpolhodiekegel von aufsen (vgl. Fig. 10). Die hieraus 
sich ergebende Art des Abrollens woUen wir als Pari- 
cyJdoidenbewegung bezeichnen. 

Der Grenzfall ~ == — oo schliefslich deckt sich 

mit dem Grenzfalle ^ = 4- cx), mit dem wir diese 

fl ' ’ 

Diskussion begonnen haben. 

TJm unsere jetzige Einteilung mit der früheren 
in Beziehung zu setzen, fügen wir das nachfolgende Schema bei, welches 
ohne weitere Erklärung verständlich sein wird: 


Retrograde, 

Progressive . Präcession 

Peri- 
1 1 

Anti- Hypo- 

I . 

Epi-Cykloidenhewegung 

I 

■ ■■ 1 

1 

O0<-HK ^ 

COS# 

1 

— cos fl- 

1 .. . . , , . , . 

0 -]~C50 

Es erübrigt 
^ ^ zu sagen. 

nur noch ein Wort 

über die Grenzfälle d' = 0 und 


Wenn 'fl* = 0, fällt die Figurenaxe. mit der Vertikalen zusammen, 
hat also eine feste Richtung im Raume und ist gleichzeitig Drehunga- 
axe. Per Kreisel rotiert mit konstanter Geschwindigkeit um diese Äxe; 
die auf eincmder abrollenden Kegel sind beide unendlich dünn. Die Lage 
der Knotenlinie in der Äquatorebene ist unbestimmt, desgleichen die 
Werte von v und g.. 
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u dem anderen OrenzfaUe # = | beschreibt die Figurenaxe die 

Horizontalebene. Das zweite und vierte unserer obigen InteryaUe 
kommt dabei in FortfaU; die Bewegung ist entweder cyz- oder anfy- 

cyläoidiscli . — 

Wir sind auf die reguläre Präcession um so lieber eingegangen, 
weil uns eine geringe Modifikation des Begriffes gestattet, jede beliebige 
Bewegung des Kreisels für. einen bestimmten Zeitpu^^ als eine ge- 
eignete Präcessionsbewegung aufzufassen. Die Modifikation des^ Be- 
griffes besteht darin, dafs wir von der regulären (oder gleichförmigen) 
Präcession zu einer gleichförmig hesehletmigim Präcessim übergehen. 
Wir verstehen daranter eine Bewegung, welche sich hinsichtlich der 
successiven Richtungen der Drehungsaxe ebenso verhält, wie eine 
reguläre Präcession, welche sich aber hinsichtlich der Gröfse der 
Drehung dadurch von jener unterscheidet, dafs diese Gröise propor- 
tional mit der Zeit anwächst. Die Kegel der Polhodie und HeiTol- 
hodie sind bei dieser Bewegung wieder einfache Kreiskegel; dagegen 
sind die entsprechenden Kurven keine Kreise, sondern spiralförmige 
Linien, welche sieh mit immer weiter werdenden Windungen um die 
Kreiskegel herumziehen. : ' / 

Sei nun eine beliebige Bewegung durch ihre Polhodie- und Her- 
polhodie-Kegel und Kurven gegeben. Wir haben im ersten Paragraphen 
gesehen, dafs wir jede Bewegung des Kreisels für den einzelnen Augen- 
blick durch eine einfache Botatim um die instantane Drehungsaxe er- 
setzen können. Biese ersetzt die g^ehene Bewegung sowohl hinsichtlich der 
Qeschwindigheitsrichtung icie hinsichtlich der Gesehwinäigkeitsgröfse aller 
einzelnen MassenpunMe des Kreisels für einen hestimmten Zeitpunkt, oder, 
wie wir sagen können, sie approximiert, sie von der ersten Ordnung. 

In entsprechender Weise behaupten wir: Durch eime gleichförmig 
heschleunigte Bräcession können wir jede beliebige Bewegung des Kreisels 
nach Bichtung und Gröfse der Bewegung von der zweiten Ordnung 
d. h. in zwei benachbarten Zätnwmenien approximieren,. 

Um dieses einzusehen, konstruieren wir uns zu den gegrdienen 
Kegeln der Polhodie und Herpolhodie diejenigen Krciskegel hinzu, 
welche jene längs der instantanen Drehungsaxe oskulieren. Wir kömsen 
sie als Krümmungskegel bezeichnen, da sie für uns genau dieselbe Rolle 
spielen, wie die Krümmungskreise in der Kurventheorie. Wir betracliteu 
ferner die Polhodie- und Herpolhodielnii've der gegebenen Bewegung. 
Diese bestimmen mittelst der Richtung, in welcher sie durch den "End- 
punkt des instantanen Drehungsvektors hindurchlaufen, eine bestimmte 
Anderungsgeschwindigkeit für die Länge des Drehungavektors in dem 
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betradiieten Zoitpuiiktie. Wir konstruieren uns nun auf den BÜlm'- 
mungskegeln Je eine neue PoUiodie- und Herpolhodiekuire, welche die- 
selbe Andeningsgeschwindigkeit konstant aufweisi Die so entstehenden 
Spiralkurven berühren die Polhodie- und Herpolhodiekurve der gegebenen 
Bewegung in dern^ beteachteten Zeitpunkte. Wickeln wir nun die beiden 
Krüimniiiiigskegel so aufeinander ab, dafs die Drehgeschwindigkeit in 
jedem Momente der durch unsere Polhodie- oder Herpolhodiekurve be- 
stimmten Länge des Drehungsvektors proportional ist, so erhalten wir 
eine gleichförmig beschleunigte Präcession, welche die gegebene Be- 
wegung sowohl hinsichtlich der Geschwindigkeitsrichtung wie der Ge- 
schwindigkeitsgröfse sämmtlicher Kreiselpunkte von der zweiten Ord- 
nung approximiert. In der That stimmt die Lage und öröfse des 
Drehungsvektors bei der vorgegebenen Bewegung und bei unserer 
gleichförmig bescMeiinigten Präcession in zwei benachbarten Zeit- 
momenten überein. 

Wenn es uns nur darauf angekommen wäre, die Geschwindigkeits- 
richtimg der wirklichen Bewegung wiederzugeben, wenn wir also von 
der Geschwindigkeiisß^rö/Sc absehen wollten, so hätten wir schon mit 
einer regidärm Pmcession auskoniMen können, welche sich aus irgend- 
welcher gldchförmiffen Abwickelung unserer Erümmungskegel ergiebt. 

- § 7. Exkurs über die Quatemionentlieorie. 

"Wir können dieses Kapitel nicht schlielsen, ohne auf den Zusam- 
menhang hinzu weisen, in dem. die vorhergehenden Erörterungen mit 
df:r Theorie der Hamiltonschen Quaternionen stehem Trotzdem diese 
Theorie nicht mehr jung ist"^'), gehen die Ansichten übei‘ ihren Wert 
bii^ heute stark auseinander. Der Grund hie!*YOR dürfte darin zu 
Buchen seiii,. «ials die Yertreter der Quateimionentheorie ihre Lehren 
öieisteiis einseitig und mit einem metaphysischen Anfiuge behaftet dar- 
sielieTi, wobei die einfache geometrische Deutung, welche man. den Opera- 
tionen ihres Kalküls geben bann, nicht immer genügend liervortritt. Wir 
liolleii in dieser Hinsicht durch die folgende Darstellung, weiche sich flem 
Yomigehcnden imgezwungen snpafst, zur Kiämiig der Änsiehteu einen 
Beitrag liefere m kömieu, und thuii dieses um sc lieber, als die Quster- 
ßionentheorie, wie wir unten sehen werden, als speziellen Fall -die 
Bog, VeMiyrepreehmjmi umfafst, und als letztere für viele Probleme der 
■mC3deTB.eE Physik ein bequemes und allgemein üMichee Ausdrueksmittel 


Hauii-ltons grundlegendes Werk: Lectures ou Quatemions stimmt aus 
dem Jahre 1S53; 1866 folgten die Elements of Quaternions (deutsch von Glan), 
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geworden ist, von dem wir selbst inanniglnei). !i (Jt'hraueh macben 

werden. — „ , , ■ t. 

Als „Quatemionengröfsen“ haben wir tniln-r vier l'uraiueter ^ 

C B bezeichnet, welche wir bei der aiialyti.sciien I>Hr.sfellung der 
Drehungen um einen festen Punkt einführteii. Es sind dinses spezielle 
Fälle deijenigen öröfsen, welche wir weib'rhiu mit A, Jl, C, D be- 
zeichnen werden. Um zu letzteren zu gelangen, niaelien wir folgende 
Überlegung: 

Wir betrachten eine Ojßcrafim, wdrlic sich mm Drrhung um 0 
und dner Mnlichkdtstrafisformatmi mit ilem Zentrum t) zmanmiensetzt. 
Die Drehung ist durch die Richtung der DreliimgHaxe und die Oröfse 
des Drehungswinkels bestimmt und möge wie früher i^vgl. jiag. ;tti) durch 

die Winkel o, 5, c und charakteri.siert werden; der Ähnlichkeits- 
transformationkommt ein gewisses VergrörHerung.sverhälttiis zu, welches 
wir mit Tbezeichnen wollen. Kür die so ent.stehemie zii.s-nnmeiigesotzte 
Operation- schlagen wir den abkürzemieu Au.sdnick I helisirrrlmnt/ -vor. 
Durch unsere Drehstreckung wird jeder Punkt A' VZ in einen Punkt 
übergefühii. Die Beziehung zwi.sehen den Koiinliimb'n beider 
Punkte ist ganz ähnlich wie ira Kalle der reinen Ilrelmng. Wir haben, 
nachdem wir aus XYZ durch die Drehuwi einen Ihinkt x'y’z erhalten 
haben, nur noch die Koordinaten des letzteren mit dein Vergröfsenings- 
verhältnisse T zu multiplizieren, um zu dem I’unkte .n/r zu gelangim, 
welcher das Resultat der Drehsfrerkiou/ darstellt, ln folg- •dessen würde 
in dem DrehungsscHema von pag. zu j.-dem Koefti/ienten der Kaktor 
r hinznzufügen sein. Wir können aber aiieb Jen. : Seliema dindd, als 
Ausdruck der Drehstreckung anseheu, w.um wir die I!ed(‘utimg der 
Parameter A., U, 0, J) ein wenig gegen trüber ;!liHndern. Wir dcfir 
mere« wänjJidi (im Gegensatz zai den Gl. 11 von pag i (/«■ A, B, f.', D 
jetzt iwc\ die folgettden Ausdrüeke: 



A |/7' sin cos < 1 , 
= [/?' sin ros 5, 
C = '^/7'sin ros e, 

= 1/7’ cos;"- 


Die Transformatiousfonneln der Drehstreckung sind daraufbin in dem 
mit dem früher angeschriebenen identischen Hrhema enthalten: 
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■ X ■ ■ 

(2) Z 

y 2{AB+CB) 

0 2{AC—BI)) 1 2(BG-i-AD) \D^—A^—.B^+C^ 

Der DnterscMed zwischen der jetzigen und der früheren Definition der 
Aj B, Cj I) besteht darin, dafs diese Gröfsen jetzt frei veränderliche 
Ba/rameter sind, während sie früher durch die Relation Yon pag. 21 

(3) + + + = l 

verbunden waren. Wir können sagen: Zu jedem, heliehig vorgegelenm 
Wertsystem A, B, C, D geMrt jetst eine lestimmte Brehstreck/ung, Den 
Definitionsgleichungen (1) zufolge berechnen wir nämlich aus den ab- 
soluten Werten der Aj jB, C, B das Vergröfserungsverhäitnis der 
Drehstreckung zu 

(4) . A^ + B^+C^ + B^^=T, 

während sich aus den Verhältnissen AiB: C\B Axe und Drehungs- 
winkel der Drehstreckung eindeutig ergeben. 

Umgelcehrt gehört auch m jeder Brehstreckung ein ganz lestimmfes 
Parametersystem Aj JB, C, D, vorausgesetzt, dafs wir uns den Drehungs- 
winkel GJ nicht nur schlechtv/eg, d. h. moduio 2rc gegeben denken, 

sondern dafs wir, wie oben verabredet, auch ~ in bestimmter Weise 

-M 

moduio 2jr festlegen. 

Wir fragen sodann nach den Formeln für die Zusanmimsetzung 
ziveier Brehstreckungen, Sei eine erste Drehstreckung durch die Para- 
meter A, B, G, Bj eine zweite durch A% B', G% B gegeben. Das 
Resultat beider werde mit B", G'\ B" bezeichnet. Offenbar be- 
kommen wir die resultierende Drehstreckiing, indem wir die zugehörigen 
Drehungen einerseits, die Streckungen andrerseits einzeln zusammen- 
setzen. Die Foimeln für die Zusammensetzung zweier Drehungen haben 
wir pag. 33 in den Quatemionengröfsen angeschrieben. Die Zusammen- 
setzung zweier Streckungen geschieht nach der einfachen Formel 

T" = TT\ 

Mithin lauten die Zusammensetzungsformeln für Drehstreckungen bei 
der neuen Bedeutung der Parameter Ay B, C, B formal genau ebenso 
wie die für Drehungen. Wir haben: 


Y Z 

2(AB—GB) 2(AG+BB) 

2)2_^2+£2_^2 2{BC—AB) 
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Ä'' = 

AD' 

A-BG' 

-- CB' 

+ 

DÄ. 


B" = - 

-AG' 

A-BD' 

+ CÄ 


Dir, 

(5) 

C"== 

AB' 

— BÄ 

+ ciy 

-1- 

ixr, 


iy'== 

DD' 

— AÄ 

— BB' 


CC'. 


Wir betrachten nun die vorangehenden Formeln im Lichte der 
Quateniionentheorie. Als ursprüngliche Definition tles Woiios Qiiaternion 
legen wir unsem Begriff der Drehstreckung zu (iruiult- Eine Quakmion 
iedeutet nichts anderes als dk Operation der Dreksirrcktünh Sie Ist eim 
deutig bestimmt durch die Grölse der Streckung (T)^ tlurfd) die Axo 
der Drehung (a, &, c) und die Grölse des halbe?i DndiuiigHwiiikels 

Der Quatemion kommen hiernach vier j,Kom|i<uienien^‘ A, B, I) 
zu. Um letztere auch äulserlich als etwas Zusammengehöriges erscheinen 
zu lassen, fassen wir sie mittelst „dreier imaginärer Einheiten^^ i, j 
und ü; in einen symbolischen Ausdruck zuHammeri. Wir schreiiuui hier- 
nach die Quatemion als eine „viergliedrige komplexe Ziilif*' folgender- 
mafsen: 


( 6 ) Q^iA+jB^lcd-E 


Die Einführung der .imaginären Einheiten /, f: ist von unserem 
Standpunkte aus natürlich etwas rein konventionell(*s; sif* ciient lediglich 
dazu, die Parameter A, B, C, B gewiBsermafsen als beiianate Gröfsen 
erscheinen zu lassen. Bei ihrer ursprünglichf*i] FirilTiljniiig durch 
Hamilton lag die Sache anders. Hamilton ging darauf aus, die 
gewöhnlichen komplexen Zahlen zu verallgemeinern. Desliall» war für 
ihn die obige Schreibweise etwas wesentlicheres. 

Wir erwähnen zunächst einige Kunstausdriie.kr*.., Die Gröfse T 
bezeichnet man nach Hamilton als den Tenmr kr {hi^dvnejnh Wier- 
nach können wir sagen: Eine fjewöhnlirJie Drekvnfi isi "ijn- iimkeits- 
quatemion (d. h. eine Qualernion von (km Tmror l 


Ferner bezeichnen wir den unlM-nannten Ter?u /i in Ihm- 

drucke (6) als den skalaren Teil der Quakmimi. Dur-' iV-niir /) komrsit 
nämlich eine gewisse numerische Gröise 'j/r cos zu. ihrck 

Messung auf irgend welcher Skala festlegon fäfef. ufhi k-iiu' In-.^oiidcro 
Orientierung im Raume besitzt. Sodann Id hl d-r in-uunuo* Term 
iA+jBEhC der vektoriäle Teil der Qwäermou, Idhm TVrin hd. 
nämlLh den Charakter eines Vektors, da ihm gieic.bziddij/ gowis^e 

Axe (gegeben durch die Winkel n, h, c) und oiu- 'Viröfco 

(gegeben durch das Produkt yfnm |) zukommt. 

Betrachten wir noch , speziell eine Quatomioii, 'wolcho sich auf 
reu ve to^iellen Teil reduziert. Es ist dic^ses imcli den Gleiehungen 
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(1) eine Drebstrecknug von dem Drehnngswijokel m == 3 ?; sie bestellt 
ans einer Streckung und einer Umklappung .des Raumes um die Axe 
a^h, c. Wir wollen dafür das Wort W&iidesireeknng benut^^en; Andrer- 
seits besitzt eine solche Quaternion durchaus den Charakter eines 
Vektors; ihre Komponenten Ä, C sind direkt die Komponenten 
einer auf der Axe a, h, ö aufgetragenen Strecke von der Länge l/T. 
Wir können also sagen: Vdlctoren treten in der Quaternionenilieorie als 
Wendestrechungen auf. 

Einen Vektor ( F) liefert uns z. B. die Verbindüng eines beliebigen 
Punktes (fKYZ) mit dem Anfangspunkte 0. Als Wendestreckung auf- 
gefafst können wir ihn so darstellen: 

(7) V^iX+jY+lcZ.- 

Bei der Einführung der Quaternionenbezeichnung besteht nun 
weiterhin die Absicht, mit den symbolischen Ausdrücken von der 
Form (6) Rechnungen vorzunehmen, ähnlich wie mit den gewöhnlichen 
komplexen Zahlen. Vorbedingung hierzu ist, dafs man Regeln für das 
Rechnen mit Quatemionen festsetzt. An sich könnten solche Regeln 
natürlich willkürlich angenommen werden. Indessen wird man zweck- 
mässigerweise darauf ausgehen, den Quaternionenkaikiil so einzurichten, 
dais er sonst übliche Operationen umfafst. 

Wir definieren in diesem Sinne zunächst die AMition der 
terniofmtf die für uns allerdings nur beiläufig in Betracht kommt. 
Dabei lassen wir uns von dem Prinzipe leiten, dafs die Addition der 
Quatemionen in dem speziellen Falle der Wendestreckungen mit . der 
gewöhnlichen Addition der Vektoren, d. h. mit der Parallelogramm- 
konstruktion zusammenfällt. Alsdann liegt folgende Festsetzung nahe: 

Man addiert sswei Quaternionm^ indem, man die skalaren Teile einer- 
seits y die vektoriellen andrerseits für sich addiert, erster e im geieohnlichm 
algebraischen Sinne, letztere nach der Hegel der geometrischen Äddüion. 
Ist also neben Q (s. Gi. (6)) eine zweite Quaternion 
q = iA. + iB' + kC' + D' 

gegeben, so bedeutet ihre Summe q' die folgende Quaternion 

0'^ = *4" ö ” A) A i( ) ’F" k(^CA ^ (-^ “h -D ). 

Dies Verfahren bann übrigens auch als Veraligemeiaerung der Addition 
der gemeinen zweigliedrigen komplexen Zahlen angesehen werden. 

Sodann definieren wir ein Verfahren zur Multiplikation der Qua- 
temionen. Das Prinzip, welches uns hierbei leiten wird, soll die geo- 
metrische Vorstellung der Drehstreckungen sein. Wir setzen fest: 

Man nmUiplimert zwei Qaaterniofien, i^tdeni man die zugehörigen 
Drehstreckungen nach den früheren Begeln zusammensetzt 
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Ist also Q eine erste, 
Produkt 


Q' eine zweite Quateriiion, so soll ihr 

Q" = QQ' 


zu Komponenten gerade diejenigen Gröfsen A", B", C", D" haben, 
welche durch die Gleichungen (5) bestimmt werden. Da in diesen 
Gleichungen die Komponenten von Q und in unsymmetrischer Weise 
Vorkommen, so wird das Eesiütat der Multiplikation von der Reihen- 
folge der Faktoren abhängig sein. Daher der Satz: 

Die Multiplihäm der Quatemionen ist keine kommutative Operation. 

Dieser Satz ist in unserer Auffassung ein nmnittolbarer Ausflufs 
der mehrfach hervorgehobenen Thatsachc, dafs bei (uidlichen Drehungen 
das Resultat mehrerer Drehungen von der Reilicnfolge der Teil- 
drehungen abhängt. 

Wir können dem somit festgelegien Mnltiplikatioirsgcisetze noch 
einen anderen bemerkenswerten Ausdruck geben. Führen wir nämlich 
das Produkt rein formal aus, wie wenn m sich um die Multipli- 
kation gewöhnlicher mehrgliedriger algebraischer .\n.sdrficke handelt, 
so treten dabei Terme mit den Faktoren P, ij.ß,... auf. Soll nun der 
so erhaltene Ausdnick mit dem obigen J’rodukte Q" übcrcinstimmen, 
so müssen wir über die Bedeutung jener Faktoren folgendes fe.stsetzen. 
Es sei: , 


( 8 ) 

(9) ij= k, jk= i, ki^^ j 

and 

(10) ji= — h, Icj == - i, ik j. 

Alsdann fährt die formale Ausrechnung des Produktes QQ' geuiau auf 
die Orleichungen (5) zurück*). 

Bemerken wir noch, dafs die vorstehenden Gleichungen ( 9 ) und (10), 
welche übrigens nieht von einander unalihängig .sind, die Ni(d.itver- 


*) Übrigens sind die Zusaminenaetzirngfiformcln (fy) urui also die Mtillipli- 
kationsformeln der Quatemionen, wenigHten.s im Falle 7’-^ 1, im Prinzip Hchon 
vor Hamilton bekannt gewesen; sie decken nich mit. den Formeln, weiche 
Eodriguea in LiouviUe’s Journal (1. s6r.) V, 1841 für die ZuHamiminHCtzimg der 
Drehungen angegeben hat. Um dies einzusehen, führe man Hpif.l. der Qiiater- 
uionenkomponenten selbst ihre Verhältnisse ein durch die Proportion 

A. I Jß C \ D X I iJL \ V : 1 . 

Diese Gröfsen X, «» kommen zur Bezeichnung der einzelnen Drehung echon bei 
u er. vor, sie werden (im Gegensatz zu den ala Jßulers sipnmetrische 

re bezeichnet. Schreibt man nun die Gleichungen (5) in dieX, v 

m m man mit der letzten dieser Gleichungen in die vorangehenden binein- 
dividiert, so ergeben sich die Formeln von Rodrigues. 
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tausclibarkeit der Faktoren eines Quaternionenproduktes TOn neuem 
in Evidenz setzen. Offenbar können wir die Einbeiten i, j und h 
ihrerseits als spezielle Quaternionen auffassen und zwar geometrisch 
als Wendestreckungen vorp. Tensor 1, d, h. als Umklappungen bez. um 
die y und ^-Axe. Die Formeln (8)^ (9) und (10) ergeben sich dann 
leicht geometrisch^ allerdings zunächst nur bis auf das Vorzeichen. 
Sie sagen nämlich einfach aus: Das Resultat zweier Umklappungen 
um dieselbe Axe ist die Identität; zwei Umklappungen um zwei zu 
einander rechtwinklige Axen ergehen eine Umklappung um das gemein- 
same Lot der beiden Axen. Wünscht man auch das Vorzeichen richtig 
zu treffen^ so mufs man nach pag. 36 u. ff. von der Betrachtung des ganzen 
zu der des halben Drehungswinkels übergehen. Alsdann erkennt man: 
Es wird — — 1^ weil es sich bei um eine volle Umdrehung 
handelt, deren halber Drehungswinkel modulo 2% gleich % (und nicht 
gleich, Null) ist. Übrigens erinnern die Formeln (8) an die Gleichung 
_ — I aug Theorie der gewöhnlichen komplexen Zahlen. — 

Etwas näher gehen wir speziell auf die Multiplikation der Wende- 
streckungen, d. h. auf Vektor enprod'uMe ein, deren Benutzung uns später 
gelegentlich gute Dienj^te leisten wird. Gegeben seien zwei Vektoren 
V und V durch die Koordinaten ihrer Endpunkte x, yj ^ bez. x\ y\ /. 
Wir bilden dann 

— (ix jy hz) {ix •+ • 

Die Multiplikationsregeln (8), (9) und (10) liefern als Resultat eine 
Quaternion, nämlich 

Yjv — i(yz — zy ) -f- j(zx — xz) + k(xy — yx) 

— (xx' + yy+zz). 

Wir betrachten den skalaren und den vektoriellen Teil der so 
erhaltenen Quaternion einzeln. Den ersteren, negativ genommen, nennen 
wir das skalare Produkt der Vektoren v und v (in Grassmanns Ter- 
minologie als „inneres Produkt^^ zu bezeichnen); der letztere heifse das 
vektorielle Produkt (gleAdi Grassmanns „Ergänzung des äufserenProdukts^Q. 
Das skalare Produkt möge durch das Zeichen (v v'), das vektorielle durch 
[v v'^ charakterisiert werden. 

Skalares und vektorielles Produkt lassen sich so fassen, dafs sie 
eine von der Wahl des Koordinatensystems, in welchem wir x, , . . 
und i?:;', ... messen, unabhängige Bedeutung haben. Es folgt dieses 
sofort aus ihrer Einführung als Zusammensetzungsresuitat der beiden 
Wendesfcreokungen; wir erkennen es aber auch auf Grund ihrer un- 
mittelbaren geometrischen Bedeutung. Pas skalare Produkt ist nämlich 
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gleich dem Produkt aus der Länge von v in die Projekt hoi von v auf v, 
wie unmittelbar aus der Formel 

(11) (v, v). == XX 4- iig' ^ xe 

hervorgeM. Das vektorielle Produkt ist selbst ein Vekber, n-elcher senk- 
recht mf V imd v' nach derjenigen Seite hin errit hkt ist. vm der ms 
gesätm v auf kürrntm Wege durch eine Prekung bn Sinne de.s Uhr- 
geigers in v' iäiergeführt wird,' dte Länge dieses Vektors ist gleich dem 
Inhcdte des aus v und v gu konstruierendm IkmiUelugramnies. Auch 
dieses wird man oKne Schwierigkeit auf Gniiul lier Fonmd 

(12) F(ff, v’) = i{yg' — gy') + j(xx — .rgj -f 4 i’-ry' - ^ g/ i 
Terifizieren. — 

Wir gehen ferner darauf aus, auch die (ileichungeu (2) unter die 
formale Operation der Quateniionenmultiplikatiun einziilufgreifen. In 
den Gleichungen (2), können wir sagen, werden zwei \'’ekt,oren 

v — ix -\-jg -j- kg 
und 

V=^iX-\-jY-\- kZ, 

welche bez. durch Verbindung des Punktes x, y, g und X, 1', Z mit 0 
entstehen, mittelst der Drehstreekung 


Q == iA. -f" jJi “I" k (! -j- Jt 

zu einander in Beziehung gesetzt. Dabei nehmen wir in (ihereinstim- 
mung mit den den Gleichungen (2) zu Grunde lit^geiulcn V(»r.st(diuugen 
an, dafs die Richtung von v zur Richtung von F so liegi., dafs erstere 
in letztere durch die in Q enthaltene Drehung .ilx-gffdhrl wird, und 
ferner, dafs die Länge von V zur Läng« von v sich so vcrhiili,, dafs 
erstere in letztere durch die in Q enthallem; Streckung iUr rgeh.t. J.st 
also T der Tensor von Q und nehmen wir, was l.e.iuen; i;d, und keine 
wesentliche Einschränkung bedentefc, die Länge von V iriei.-fi 1 an .so 
wird die Länge von v gleichfalls T sein. Wir fassen nun nn fo.'gernlen 
nicht nur Q, sondern auch ® und V uh ( i,,rran„urn . l-iz.'.-re nai .lrüeh 
als Wendestreckungen, auf. Dann gelangen wir v.'i n. n 
(2; un Anschlufe an bekannte Vorstellungen der .ehr 

elegant auf folgendem Wege: 

Wir mrkieren m, di. ,o. 0 Aj,.. „„ vv„„.l.- 

toteng«. , „„d r md der Dreb,lrMke„K ('■ Ide- «af 

r -r,'^ “ “'■•l- » I-i^ntiere» 

ffiLhi”’','*,"''.®'®'" ®"‘‘* 8 •' 0 K.ie,rfe 

Auf d‘ • V -^^fe-ögslage mög-e nm mit Ä" bexeieiiiiet wcirden. 

t deZl i ,1^“ ““ ««e. ».lote 

ZU demselben Resultate führen werden, 
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1) Wir unterwerfen K der Wendestrecküng -wobei X einerseits 
cm die Axe von v nmgeklappt und aiidi*erseits im VerliEltiiisse von 
T : 1 Yergrölsert wird. Die so entstehende Kugel Yom Radins T neimen 
wir CK)t\ Darauf machen wir die Yergröfsernng der Kugel wieder 
rliökgängigj indem wir auf- (K)v eine Ähnlichkeitstransformation 
¥om VergröfserungSYerhäitnisse 1 : T ausüben. So entsteht wiederum 
eine Einheitskugeij die wir mit (K)vT~~'^ beseichnen. Wir hätten 
übrigens (Kjv T~^^' auch aus X durch eine blofse üniklappung um die 
liiehtuBg von v erhalten können. 

2) Andrerseits unterwerfen wir X successive der Drehstreckung 

der Wendestrecküng V und der inversen Drehstreckung Unter 

letzterem Worte verstehen wir diejenige Operation^ welche die Opera- 
tion Q gerade rückgängig macht. Diese Drehstreckung Q~^ hat die- 
selbe Axe wie bewirkt dieselbe Drehung, nur im umgekehrten Sinne, 

und die reciproke Streckung Insbesondere führt sie die Richtung 

von V in die von v über. 

Durch die Drehstreckung Q geht nun K zunächst in eine Kugel 
(X) @ vom Radius T über, wobei insbesondere diejenigen Punkte, welche 
ursprünglich auf der Axe von v lagen, in die Äxe von V zu liegen 
kömmen. Sodann nehmen wir die Wendestreckung V vor. Hierdurch 
wird (X)^ in eine Kugel (X)^F verwandelt, welche gegen {K)Q 
um die Axe von F durch zwei Rechte verdreht ist und denselben 
Radius wie {K)Q besitzt. Endlich fügen wir die Drehstreckung 
hinzu. Diese Operation, möge der Deutlichkeit halber sowohl auf 
(X)§Fwi€ auf (K)Q angewandt werden. Dabei entstehen aus (K)QV 
bez. (K)Q zwei Einheitskugeln, weiche bez. {K)QVQ'^^ und (K)QQ~'^ 
heifsen mögen. Offenbar ist (K)QQ~^ mit der Ausgangskugel X 
ideiitiscli. Wir behaupten aber ferner, dafs (K)Q FQ"~^ mit unserer 
-.frühereii Kugel (K)vT"~'^ nach Gröfse und Lage übereinstimmt. In 
der That" durch die Operation wird die gegenseitige Lage der 

■yorlier mit (K)QV beseichneten Kugeln nicht geändert. 

Weufi ako (.K)Q ia K tibergeht, -verwandelt s-ieh (X)^Fin eine 
Kugel, welche aus K durch eine Ümldappuiig wm diejenige Axe ent- 
steht, in welche die Axe V durch 4ie Operation übergeht, d. h. 
durch eine IJmHappung um dio Axe von v. 

Durch dieselbe Ilmklappung haben wir aber vorher (^K)vT^~ aus 
X erzeugt. Die unter 1) und 2) genannten Operationen führen also 
wirklich zu demselben Resultat d. h. sie geben, zusammengesetzt, die- 
selbe Drehungsaxe und denselben Drehuagswinkel. Letzterer ist dabei 
zunächst nur modulo 27t bestimmt. Üm zu sehen, dafs der Dreh-angs- 
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Winkel auch modulo 4« derselbe ist, machen wir eine kleine Konti- 
nuitätsbetrachtung. Wir lassen nämlich den zur Quaternion Q ge- 
hörigen Winkel y von Null bis zu seinem definitiven Werte wachsen. 

Sicherlich geben im Falle •|• = 0 unsere Operationen 1) und 2) mo- 
dulo 4jt denselben Drehungswinbel. In Folge dessen wird das Gleiche 
auch bei stetiger Zunahme von .y stattfinden. Diese Kontinuitäts- 
betrachtung ist deshalb nötig, weil wir sonst in den folgenden Foiineln 
unbestimmte Vorzeichen haben würden. 

Die Gleichheit der Operationen 1) und 2) drücken wir durch die 
symbohsche Gleichung aus: 

(K)vT-^=^{K)QV(t\ 

oder, indem wir von dem Objekte Ä" absehen und nurmehr auf die 
Operationen achten: 

(13) vT-^^QVQr^- - 

Bemerken wir noch, dafs die beiden Operationen und V den- 

selben Tensor (1) und denselben Drehungswinkei (ä) besitzen, und dafg 
sich unsere Überlegung auf irgend zwei Drehstreckungen von überein- 
stimmendem Tensor und Drehungswinkel ausdehnen läfst, deren Axen 
mittelst Q in einander übergeführt werden. — 

Die Gleichung (13) kann nun ihrer Ableitung nach nicht.s anderes 
aussagen, wie die Gleichungen (2); sie mufs den Zusammenhang zwischen 
den Komponenten x, y, z und X, Y, Z von v und V aussi»rechen. 
In der That wird man, wenn man sich die Mühe nehmen will, die 
Quatemionenprodukte rechts wirklich auszurechnen, und wenn man die 
Faktoren von y und h rechts und links einander einzeln gieichsctzt zu 
den Gleichungen (2) zurückgeführt*). Die Umrechnung ist aber ziemlich 
umständlich. Wir wollen daher folgenden einfacheren und überdies 
instruktiveren Weg einschlagen. 

Wir fügen in (13) rechts und links die Operation hinzu, wo- 
durch nichts geändert wird. So erhalten wir 

( 14 ) 

Jetzt berechnen wir mit Rücksicht auf (9), (10) und (11;; 

QV={iA+jB + lcC-\-I)){iX^jT+hZ) 

= K^^—GY-\-BZ)-]-j{CX-\-BY—AZ)-\-]c{—JBK^A T-J- DZ) 
~{AX-\rBY-\-CZ). 


) Dies bemerkt Cayley Pbilos. Magazin, Bd. 26 1845 
.123; Gl. (13) tritt kurz vorher schon bei H amilton auf' 
Nov, 1844 


vgl Ges. W. Bd. 1, 
Proc. Iriah Academy, 
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Ebenso ergiebt sieb: 

vQ = (ix + jy -f ]cz) (iÄ +jB -f äC + U) 

— i(Dx-{-Cy — Bg) + j( — Gx-{-Dy-\-Az) + h(Bx— Ay-{-Dz) 

— (Ax-\-By-\-Cg). 

Die Gleichung (14) zerlegt sich daher in folgende yier Gleichungen: 


(15) 


-^( Bx + Cy — Bz)^ BX—CY+BZ, 
~(~üx + By-^Ag)=^ CX + BY—AZ, 
|-( Bx — Ay + Bz)=^ — BX + AY-\-BZ, 
■~( Ax^-By-irGz)= AX + BY-^ GZ. 


Diese Gleichungen besitzen eine merkwürdige Struktur-, in den drei 
ersten bilden nämlich die Koeffizienten auf der rechten und linken Seite 
je eine schiefe Determinante^ wobei noch die Horizontalreihen der 
einen mit den VertikalreiJien der andereii Determinante übereinstimmen; 

Es ist nun ein Leichtes, von den Gleichungen (15) zu den im 
Schema (2) enthaltenen < Gleichungen zu gelangen. Wir lösen die Glei- 
chungen (16) beispielsweise nach x auf, indem wir sie der Reihe nach 
mit D, — 0, B, A multiplizieren und addieren; der Koeffizient von x 
wird dabei 

r (D^ + <72 + ^2) ^ 


während die Koeffizienten von y und z gleich Kuli werden; wir er- 
halten schliefslich: 

=- (D^ - X + 2{AB— CB) Y +2{BI) + AG)Z. 

Dies ist aber eine der in (2) enthaltenen Gleichungen. In entsprechen- 
der Weise findet man die übrigen. Wir können also sagen: 

Die TransformationsgleicJiungen (2) sind vom Standpunkte der Qua- 
ternionentheorie 'nur eine andere Schrcibiveise der selbstverständlichen- 
Relation (13). 

Wie man sieht, führt unsere geometrische Definition der Dreh- 
Streckungen zu einer vollkommen klaren begrifflichen Auffassung des 
QuaternionenkalkuLs. Sie hat überdies den Vorteil, das Anwendungs- 
gebiet der- Quaternio'neM klar zu umgrenzen. Ähnlich wie in der letzten 
Betrachtung, werden die Quaterilionen dann am Platze sein, wenn man 
für die Zusammensetzung von Drehungen und Streckungen einen hand- 
lichen Algorithmus zu haben wünscht. Wir können diese Operationen 
als Operationen der sog. „Hauptgruppe^^ der Geometrie zusammenfassen; 
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sie sind dadarcli aosgezeichnet, dais eie die Eigenschaftejä der geo- 

metrischem Figsirem nur in unwesentlicher Weise, d. li. nur ihrer G-rClfie 
und ihrem Mafsstabe nach, verändern. Darüber hinaus werden wir 
aber der Quatemionentheorie eine allgemeinere Bodeatiing für die Mathe- 
matik nicht beimessen können, im Gegensatz zu vielen Yertreterii der 
' Theorie-' weiche in den Quatemionen ein für Funktioneiitheörie und 
Algebra ebenso fundamentales Hülfsmittel erblicken möchten, wie in 
den gewöhnlichen komplexen Zahlen. Überhaupt scheint uns der eigent- 
liche Qm^ioneMM (bei welchem Additionen und Multiplikatioiieii 
von . Quatemionen. in beliebiger Mannigfaltigkeit mit einander verbunden 
werden) von nur sekundärem Interesse zu sein. 

■ Übrigens soll mit den vorstehenden Bemerkangen nicht gesagt 
sein, daft für unser Kreiselproblem, bei dem es sieb ja wesentlich um 
die Zusammensetzung von Drehungen handelt, die Quatemioneii die 
geeignetsten Drehungsparameter liefeni. Thatsäehlich besitzen für uns 
die Parameter a, ß, y, S in analytischer, die Eulerschen Winkel 9, # 

in geometrischer Hinsicht den Vorzug gröfserer Einfachheit. Wenn 
wir also keinen Grund haben werden, in den folgenden Kapiteln auf 
die Quatemionenreehnung zurückzukommen, so werden wir uns dagegen 
der Vektoranalysis mehrfach mit Vorteil bedienen. Die Addition der 
Vektoren hat auf Grund des Satzes vom Parallelogramm der Kmfte 
in der Mechanik ihre naturgemäfse Stelle. Auch die Multiplikation der 
Vektoren ist gerade den Fuudamentaloperationen der Mechanik aagepafst. 
Ist doch die Arbeit ein skalares Produkt und das Moment ein vektorieile» 
Produkt. 

Wie schon eingangs erwähnt, kommt unsere geometrisclio Definition 
der Quatemionen in den gewöhnlichen Darstellungen bei Hamilton 
.und seinen Nachfolgern nicht genügend zur Geltung. liaiiiilton defi- 
niert vielmehr- eine Quaternion als „dm Quotientm ztimer Vekiimmf'. 
Als Grundlage einer Theorie ist diese Definition kaum zweckmE.iriig* 
denn der Ausdruck „Quotient zweier Vektoren^* bedarf seinerseits erst 
der Erklärung und verweist uns, falls eine solche nieht gegeben wird, 
lediglich auf eine unklare Analogie mit den iiecliiiiiEgsregeln der ge~ 
wöhiilicheii Algebra. Die Bezeichnung iäfst sich nßtliriicli theoreiiseh 
rechtfertigen und hat dann sogar gewisse sogleich zu orwäiiiiftndo Voi'- 
Züge; aber es scheint nicht geeignet, mit ihr zu beginnen. 

mit der Hainiltonschen Definition einen präzisen Bimi ve:r- 
binden. zu können, werden wir im AiischMs an Gl. (13) folgeuder- 
maisen' veriahren: ■ 

Wir machen uns zunächst Mar, dals eine Drehstreckuiig Q mit 
einer Wendestreekimg F zusammengesetzt, deren Axe zur Axe von Q 
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senlorecM steht dasselbe Resultat ergiebig wie die Aufeinanderfolge der 
Wendestreckimg F und der inversen • Drehstreckung verbunden 
mit einer ■ Ähnliehkeitstransformation vom Vergrofseningsverhältnisse 
T% T '&er Tensor von Q ist. In Zeichen bedeutet dieses 

(16) Qr^rq-^TK 

Hierbei möge, ebenso wie ■ pag. 62, V der Kürze halber einen Ein- 
heitsvektor, d. h. eine einfache tJmklappung bedeuten. Den Beweis 
der Gleichung (16) wird man ähnlich, wie den von (13) geometrisch 
■erbringen können, indem man die successiven Veränderungen einer 
Einheitskugel K betrachtet- Ihre Richtigkeit wollen wir hier auf Grand 
des Quaterniönenmultiplikafionsgesetzes nachrechnen. Zu dem Zwecke 
legen wir die x-^Axe in die Axe, der Wendestreckung F, so dafs -V 
einfach gleich i wird. Gleichzeitig muls dann die erste Komponente 
von Q verschwinden, .weil die Axe von ^.nach Voraussetzung -auf der 
von V senkrecht steht- Wir haben also 

.F=i, + 

Um die inverse Quaternion zu finden, haben wir nach pag. 63 
den Winkel y von Q in — Tensor T in ^ zu verwandeln 
und die Axe ungeändert zu lassen. In Folge dessen wird 

Di© Gleichung (16) geht daher in die folgende Gleichung über 
QB + hC + ]y)i^ i{— — D), 

welche nach (8), (9) und (10) .identisch erfüllt ist, 

Scdaim tragen wir den Wert von YQ~'^ aus (16) in (13) ©in. 

So ergiebt sich 

Tv^Q^V 

oder 

(17) ' 

Da wir annehMeD., dafs F zur Axe von Q senkrecht stellt^ mufs auch 
der ¥ektor welcher ja durch die Brehstreckiiag Q aus F hervor- 
geht, senkrecht zur Axe von § liegen. W'ir bezeichnen noch das 
Produkt Tv mit t?'; dann hat v die Länge wenn, wie wir voräus- 
setaen, F die Länge 1 besitzt. Ferner fassen wir als eine ■ neue 
CJuateraion Q' auf; Q' hat dann offenbar dieselbe Axe. wie §, den 
doppelten Drehungswinkel und das Quadrat des Tensors von Die 
Gleichung (17) geht, daraufhin über in folgende: 

( 18 ) ^ = 
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In Worte gefefst Hefert diese Gleichung die Hamiltonsche Definition 

der Quatemionen. Wir können sagen; 

m Qmtemim Q wird in Gleichung ( 18 ) dargeslelU als Quotient 
zweier Veltcrm v' und V, welche scnhrecht zur Axe von q gerichtet 
sind, wäche mU einander einen Winkel lüden, der gleich der Hälfte des 
Drehungswinkels von Q' ist, und. dereit Länge sich vaMlt wie der Tensor 
von Q' znr Einlwit 



Kapitel II. 

Einffihrnng ia die Kinetik (Statik and Impalstkeoric), 

§ 1. Gegensatz zwisclien kontinuierlicli wirkenden Kräften und 
Stofskräften; der Impuls beim einzelnen freien Massenpunkte. 

Während wir in dem vorangehenden Irinematischen Eapitel von 
den Prinzipien der Mechanik an keiner Steile zu sprechen Grelegenh.eit 
hatten, werden wir diese hei den nun folgenden kinetischen Betrachtungen 
in irgend einer Form heranzuziehen haben. Dies kann auf verschie- 
dene Weise geschehen. 

Die ursprüngliche Passung der mechanischen Prinzipien hei Newton 
setzt den Begriff der Kraft als etwas unmittelbar Gregebenes und Ver- 
ständliches voraus. Neuere Darstellungen suchen diesen «KBegrijff viel- 
fach aus den Grund].agen zu eliminieren und führen ihn erst nach- 
träglich als eine bequeme abkürzende Bezeichnung in die Mechanik 
ein. Die Zweckmäfsigkeit des einen oder anderen Verfahrens hängt 
wesentlich von dem Ziele ab, welches man verfolgt. Geht man^ wie 
Hertz in seinem schönen Werk über die „Prinzipien der Mechanik^^ 
lediglich darauf aus, ein in sich folgerichtiges, begriffliches System 
aufzustellen, so kann man den Kraftbegriff wobl entbehren. Will man 
aber, wie es in dieser Vorlesung unsere Absiebt ist, ein lebendiges 
Erfassen der mechanischen Erscheinungen und eine schnelle Orientierung 
in speziellen Fragen erreichen, so scheint der Kraftbegriff schon aus 
psychologischen Gründen besonders wertvoll-, er knüpft nämlich un- 
mittelbar an die Thätigkeit des Menschen an, welcher in seinen Muskeln 
die Möglichkeit der Arbeitsleistung hat. Eine solche Arbeitsleistung 
ist für unsere Empfindung mit dem Gefühl der Anstrengxmg verbunden. 
UnwiUküriieh übertragen wir diese Empfindung auch auf äufsere ße- 
wegungsvorgänge. In dieser anthropomorphen Auffassung der äufseren 
Geschehnisse liegt ohne Zweifel die Wurzel des Kraftbegriffs. Wir 
werden denselben darum nicht zurückdrängen, sondern gerade unter 
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Ob auf einea Massenponkt, der irgendwie im Raume fest gedacM 
werde, in einer gewissen EieWung eine Kraft wirM, konstatieren wir, 
indem’ wir üm in der entgegengesetzten Richtung ein wenig yerschieben. 
Haben wir dabei eine Arbeit zu leisten (unsere Muskeln anzuspannen), 
so ist eine Kraft vorhanden-, im anderen Falle ist der Funkt in der 
betr. Richtung kräftöfrei. Dasselbe Verfahren kann auch zur Messung 
der Kraft dienen; Wir messen eine auf einen Funkt in einer hesUmntien 
Bicktufig mrkende Sraft durdi das Verkälinis derjenifjen Arbeit , wehhe 
i toir lei einer Versdiielung des Punktes in der enl'jp-gengescMm likhkmg 

m leisten heiben, fsu dieser V&'schielmng (P— j\ ■ Ist über die Einheit 
der Länge und der Arbeit verfügt worden, so ist hiernach aacli die 
Einheit der Kraft bestimmt. 

Die Einheit der Länge haben wir schon pag. 11 definiert, indem 
wir „absolute Mafssystem“ acceptierten. Bie Einheit der Arbeit 
definiert i^ fiB in diesem Mafssystem bekanntlich dadoivh, daSb man 
zunächst die Einheii der Masse als die eines Grawinies festeetzt tinrl. 
sieh übrigens auf die Erfahrungen beruft, die man mit frei fitlleride», 
Körpern gemacht hat (die sog. FaUgesotze). Alsdann bestinimt mau 
etwa: Die Arbeitseinheit ist der 980, 60*® Teil deijenigeu Arbeit, welche 
man beim Heben eines Grammes um einen Centimcitcr unter «’i-m 45*®“ 

BreitengraÄl zu leisten hat. Die Arbeit erhält hier die Ditaeucsi'>n 
die Kraft Allerdings werdesi wir diese Definition der Arbeits- 
einheit, von dem obigen psyehoiogkeben Standpnnkb.^ fiir 
indirekt erklären müssen. Da nsmlich Kräfte und Arkeileu 
barer in unsere Wahrnehmung fallen^ als MasBeHj könnten v.-’r vijr- 
langen; die Aürbeitseiniieit vor der Mm^oneinl^eit fes,[-zuiegi:U; uiioi kd-rid, t-ni 
die Einführung eines- allgemeiEen MalssystüinH befikworteir, 

■ übrigens auch von anderer Seite gelegentlich '■.K)rge.Mcb kigen isl.'j 'Äi iU’irüjLj 
neben Baum und 'Zeit als dritte öruaddiineiisioii die .Arbeit 
wird. Oh sich ein solches Mafssystem prakiiscb, 
lassen wir hier völlig dahingestelt. 

Des Weiteren- unterscheidet man jon aitorshcx- "iwe;:! A.rt.tjif 
Kräften: hntimkrUeh wirkende Kräfte und Stofs- oder MonMM'rphiifk. 
Die soeben gegebene Regel für die Mctmniig einer Ivrafi 
wie wir ausdröcklieh horvorheben müssen^ koiitniai'ieiiir.b 
Kräfte., Dm die Messung der- Stofskräfte hieran aTizuHchlieiseii. 
wir: eine Stofskmfi ist äquivalent mii einer aufserfmkrdlieh fifofkfi kcp- 
hmierheJm Kraß^ welche nur eine mdsermimMk-h kurm Zek 
wirksam ist 
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Die ßröfse der Stofskraft bemessen wir darauf liin durcK das 
FroduM der Gröfse jener 'kontinuierlich wirkendm Kraft in die Länge 

des WifkungsintervaUes ([P] — ^ • 

Wir erinnera nun kurz an diejenigen Erfalirungstbatsaclien (oder 
Axiome )| welclie die Statik der Kräfte (und zwar der kontinuierliclien 
wie der Stofakräfte) beim einzelnen Massenpunkte ausmacben. Man 
kann diese in die eine Aussage zusamiaenfassen: 

Fas allgemeinste Kraftsystem hat heim eimeinen frei beweglichen 
Massenjmnkte den Charakter eines von dem Punkte auslaufenden Vektors. 

In diese Aussage begreifen wir sowobl den Satz vom Parallelo- 
gramm der Kräfte wie die Zerlegung der Kraft in Komponenten ein, 
ebenso die algebraische Addition der zugehörigen Arbeitsbeträge. 

Die Vektorvorsteiiung einer Kraft ist uns so geläufig, dafs wir 
leicht unser Axiom, für selbstverständlich halten und seine Tragweite 
unterschätzen könnten. Es ist daher vielleicht nicht überflüssig auf die 
unmittelbarsten Konsequenzen unseres Axioms einzugehen. Der Kh*aft 
kommt, ebenso wie dem Vektor, eine gewisse Gröfse und eine aus- 
gezeichnete Richtung zu. Stellen vnr uns nun einen. Massenpunkt vor, 
der von beliebigen äufseren Kräften angegriffen werden möge. Die 
Richtung der resultierenden Kraft ist derjenigen Richtung entgegen- 
gesetzt, in welcher wir bei einer Verschiebung die maximale Arbeit 
zu leisten haben. Verschieben wir andrerseits den Punkt in einer 
von dieser ausgezeichneten abweichenden Richtung, so ist nach unserem 
Grundsatz die hierbei zu leistende Arbeit gleich der vorherigen maxi- 
malen Arbeitsleistung multipliziert in den Cosinus des Winkels, welchen 
die jetzige mit der früheren Verschiebung einschlielst. Insbesondere 
werden wir, so oft wir bei einer bestimmten Verschiebung eine gewisse 
Arbeit zu leisten haben, bei der entgegengesetzten Verschiebung die- 
selbe ArbeitsgrSfse gewinnen. 

Wir erinnern sodann an diejenigen Axiome, weiche der Kinetik 
des einzelnen Massenpiinktes zu Grunde liegen. Sie lauten bekanntlich: 
Mine kontinumiiek wirkende Kraft ruft eine BescMetmigimg des Punktes 
hervor^ deren Bichtung mit der Bichtwig der Kraft übereinstimmt und 
deren Größe j muUipUdert in die Masse des Punktes ^ (hei Bemtzimg des 
einmal angemmmeneyi absoluten Maßsystems) gleich ist der Große der 
Kraft; ferner: Eine Mmnentankraft ruft eine momentmiß Geschwindigkeits- 
änderung hervor^ deren BicMwng mit der Bichtung der Kraft überein- 
stimmt und deren Größe, mulUpUmert in die Masse des Punktes, gleich 
ist der Größe der Stoßkraft 

Da die Geschwindigkeit und die Beschleunigung eines Punktes, 
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wie nach Obigem die Kraft, den Charakter eines Vektors hat, 
ans unserem die Gleichheit der Vektoren aTissagenden Axiom 
sofort die Gleichheit ihrer Komponenten. Bedeutet also X bez. [X] die 
«-Komponente einer kontinuierlichen bez. einer Stofskraft, so haben wir: 

( 1 ) ( 2 ) 

Hier soll A acUeclrtweg die Änderung dos hereichnen. 

Im Übrigen lassen sich Sto&krafte auf kontinuierlich wirkende 
Kräfte znrücÄhren und umgekehrt, wie sokliea durch bekannte Bei- 
spiele aus der Physik dargethan wird. Z. B. denkt man sich in der 
kinetischen Gastheorie den kontinuierlich wirkenden Druck eines Gases 
gegen die Wand des Gefä&es durch äm Anprallen der Qasmoleküle 
hervorgebracht Man lost also den kontinuierlichen Dnick in eine 
Reihe sehr kleiner und sehr schnell hintereinander erfolgender Einzel- 
stolse auf. Umgekehrt verfahrt man in der BlIaHtizitiitstheorie, wenn 
man den Zusammenstols zweier Kugeln näher verfolgen will Dort 
ersetzt man die scheinbar momentane Stofskraft durch eine zwar sehr 
kurze aber doch kontinuierlich zu- und abnehmende Kmft, w(dche von 
der stofeenden zu der gestofsenen Kugel wirknam iet. 

Man erkennt sofort, dafs die Gleichungen (1) und (2) bei der 
einen oder anderen Auffassung wechHelweine in einander übergehen. 
Denken wir uns nämlich, wie in dem BeiH|)iel df^r (boiiheorie, eine 
Reihe von Einzelstöfsen [XJ, [X^], . . in dem wdir kleinen Zeit- 
intervaUe auf einander folgen, und nehmen wir an, dafH das Ver- 
hältnis [Xf] : A^ bei abnehmendem At einer endlich<u) (jrenze X zu- 
strebt, so erhalten wir aus (2) durch Übergang zur Grenze = 0 
die Gleichung (1). Gehen wir andrerseits von einer kontinuierlich 
wirkenden Kraft X aus, welche nur in dem Ztüiinkrvalle eine von 
Null verschiedene, dann aber gleich sehr bfnleutfuidfi InbuiBität besitzt, 
so zwar, dafs das „ZeitintegraF^ 

Jxät 

^0 

einen endlichen Wert [X] selbst dann nofdi behält, wtmn wir At zu 
Null abnehmen lassen, so erhalten wir aus fl) dun^.h Integration nach 
i> die Gleichung (2). 

Da hiernach Stofskräfte und kontinuierliche Kräfte» in gewissem 
V inne mathematisch äquivalent sind, wird es möglich Hoin, die Mechanik 
ebensowohl auf die einen wie auf die anderen zu begründeiL Beide 
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Methoden entsprechen je einem besonderen naturphilosophischen Stand- 
punkte: Wer der Meinung ist^ dafs in der Natur keine unstetigen 
Übergänge Vorkommen können, wird die kontinuierlichen Kräfte bevor- 
zugen. Wer aber die Stetigkeit in der Natur nur für scheinbar und 
dadurch hervorgebracht halt, dafs unsere unvollkommenen Sinnesorgane 
uns ein undeutliches Bild der Welt liefern, wird überall auf Stofskräfte 
zurückgehen wollen*). Für den Mathematiker als solchen kommen 
derartige Fragen nicht in Betracht; dieser wird die Vorzüge beider 
Methoden nach ihrer gröfseren oder geringeren mathematischen Brauch- 
barkeit und Bequemlichkeit abschätzen. 

Von diesem Gesichtspunkte aus können wir nicht umhin, der 
Methode der Stofskräfte bei der Einführung in die Mechanik im all- 
gemeinen vor der jetzt gebräuchlicheren Methode der kontinuierlichen 
Kräfte den Vorzug zu geben. Wir werden von dieser Methode auch 
da Gebrauch machen, wo es sich gamicht um plötzlich oder schnell 
erfolgende Änderungen des Bewegungszustandes handelt. Damit nehmen 
wir nur eine Darstellungsweise wieder auf, die bei den eigentlichen 
Begründern der Mechanik allgemein üblich war. 

Im Grunde übrigens handelt es sich dabei nur darum, die Bedeutung 
der mechanischen Differentialgleichungen oder der Differentialgleichungen 
überhaupt unabhängig von der Formel, nach ihrem inneren begrifflichen 
Inhalte zu erfassen. 

Unser Vorhaben erläutern wir zunächst an dem Beispiel des 
einzelnen frei beweglichen Massenpunktes, 
i; Wir betrachten unsem Punkt an irgend einer Stelle seiner Bahn.; 

; und denken uns allemal di^mige Stofshraft hinzu, welche im stände 
i isty den PmM an Ort und Stelle am dem Zustande der Ruhe momentan | 
in dm der gerade vorliegenden Bewegung üherzuführm. Dieselbe Stofs- [ 
’ kraft würde der Punkt, an der betr. Stelle in seiner Bewegung plötzlich 
gehemmt, gegen das Hindernis auszuüben im stände sein. Diese Stofs- 
kraft nennen wir den Impuls des Punhtes und haben fortan gewisser- 
i! mafsen als erstes Interesse, nicht die Bewegung des Punktes sondern^ 
die Änderung seines Impulses zu verfolgen. « 

Auf Grund des allgemeinen statischen Axioms können wir sagen: 
Beim einzelnen freim Massenpunkte ist der Impuls ein Vektor* 

Auf Grund der kinetischen Axiome können wir ferner Gröfse und 
Richtung dieses Vektors sofort angeben. Nach Gleichung (2) ist 
nämlich eine Stofskraft, welche die Geschwindigkeit 0 in die Ge- 


üierzu etwaL. Boltzmann: Über die Unentbekrlicbkeit der Atomistik 
in der Naturwissenschaft, Berichte der Wiener Akademie 1896 sowie Wied. Ann. 1897. 
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schwindigteit «; verwandelt, der öröfse nach gleiidi mv’ «ler lliciitiuig 
nach fällt sie mit der Richtung v zusammen. Wir werden also sagen: 

Beim eimelrm Mmmpunkte ist die Gruße des Imimlscs gkieh der 
sog. QmnUtät der Bewegwng; die likhimig des Impulses stimmt mit der 
jeweiligen FortschreHungsricUiitig ührein. 

■ Mit Benutzung des so eingoführten Impulsht^griffas läßt sich die 
Bewegung des einzelnen Massenpunktes nunmehr besonderB einfach 
sehildom. 

Wir haben zunächst den 

Satz L Wenn Mne Kräfte auf den Punkt eimiirkm, hleiU der 
Impuls nach Oröfse und Richtung int liaume konstant iÜalileisches 
Trägheitsgesetz ^ Newtons lex prirna). 

Ist der Punkt dagegen äufseren Einwirkungon ausgesotzt, m 
können • diese in momentanen Stöfseii [P,] oder in oinor kontinuier- 
lichen Kraft P bestehen. Im ersteren Falle Betzen sicdi die Stöße 
[Pi] mit dem schon vorhandenen ImpulH nach dtnn PHraUebigrainm der 
Kräfte zusammen. Im zweiten Falle konstruieren wir denjeuigen Eiiizel- 
stofs, welcher während des einzelnen Zeitelementes At dt^r kontinuier- 
lichen Kraft äquivalent ist; wir bilden alno: 

[P]=/p.d/r.:.a\A/. 

f ' 

t 

Dieser „unendlich kleine Stofs^^ setzt .sicli wie,d(*r mif; d^nn schcni vor- 
handenen Impulse nach dem Parallelogramm der Kräfte '.ausamnicm. 

Wir fomulieren daher den 

Satz n. Wem äufsere Kräfte auf unseren Punkt rinuirbn, ändert 
sich der Impuls so^ daß seine Änderung naeh Grußj umi Itichiu.mj in 
jedem Momente At gleich dem während dieses Zeiimomenies ton ihm 
äußeren Kräftmi Urvorgeruf men imidlkhm oder imendlieh klemeu) ßhjße 
ist (Newtons lex secunda). 

Diese fundamentalen Sätze übertragen wie wir npäter Bohen 
werden, wörtlich auf den Fall des KrciselH und rnulHfiM mnteiidis liuf 
beliebige mechanische Systeme. — 

^ Wir^ fragen sodann naeh der Arhedj weldie d(r Impuls oder irgend 
eine Imtimierliche Kraft lei dei* Erzemjung des instanhmeii Pejagimgs- 
Zustandes zu leisten hatf d. h. nach derjenigen Arhiity welehe erforderlich 
IS , um den Punkt aus dem Zustmidc der KuJu} in den gerade mirhimdimen 
Bemgmgsmtand üieimführm. Dieselbe Arbeit vermag der Punkt um- 
P ^ ^ wenn wir seine Bewegung piötzlicli oder allmählich 

men. erklärt sich die Bezeichnung unseres Arbtutsquantums 

^Is der U,mdigm Kraß des PunUes, 
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Offenbar beträgt die Arbeit, welche eine Iconiinuierliche Kraft 
(X, Yj Z) an dem Massenpnnkte bei der Verrückung (dXj dy. d^) 
leistet 

(3) dÄ^X dx ^Ydy + Zd^ = (Xx + Yy + i?/) dt. 

In der That ist diese Gleichung weiter nichts, als der analytische 
Ausdruck für unsere ursprüngliche Definition des Ktaftbegriffes. 

Hier tragen wir für X, Y. Z die Werte aus Gleichung (1) ein, 
indem wir uns vorstellen, dafs (Z, F, Z') diejenige Kraft ist, welche 
die faktische Bewegung des Punktes von der Euhe beginnend erzeugt 
hat. Dann lautet das Arbeitselement: 

dA — m{x'x “f* y"y + dt. 

Die Gesamtarbeit, welche eben die lebendige Kr*aft des Punktes aus- 
macht, folgt hieraus durch Integration nach der Zeit; wir erhalten so 
die genugsam bekannte Formel: 

(4) r=f + 

Die lebendige Kraft des Punktes ist hiernach durch den jeweiligen 
Bewegungszustand des Punktes allein bestimmt; sie ist unabhängig 
davon, wie wir uns diesen Zustand entstanden denken, in welcher 
Weise wir also x^ y\ / bez. X, F, X während der Erzeugung der 
Bewegung vaidieren lassen. Sie gilt daher insbesondere auch, wenn 
wir uns die Bewegung instantan durch den Impuls erzeugt denken, 
was wir jetzt thun wollen. 

Nehmen wir unter dieser spezieUeii Voraussetzung die Berechnung 
der lebendigen Kraft noch einmal vor, so wird die Sache besonders 
anschaulich. Wir können uns zu dem Zwecke zunächst vorstellen, dafs 
eine Kraft (X, F, Z) von konstantem sehr grofsen Betrage während 
eines sehr kleinen Intervalles Xt wirksam ist, so dafs die Geschwindig- 
keit ix ^ y ■, /) während dieses Intervalles gleichmäfsig anwächst. Aus 
unserem obigen Ausdruck für die Arbeit ergiebt sich dann, wenn wir 
die Wirkungsdauer der Kraft mit At bezeichnen: 

jt Jt Jt, Jt 

‘dA = x j xdt + yj ydt -f- 

0 ü 

Zu Anfang des Intervalles At ist die Geschwindigkeit des Punktes 
gleich Null, zum Schlufs ist sie (x, y', d) geworden. Da sie überdies 
von ihrem Anfangs- zu ihrem Endwerte gleichmäfsig anwächst, so be- 
kommen die vorstehenden Zeitintegrale der rechten Seite bez. die Werte 
-^x' At, i^y'At, At. Wir haben also: 

T = I (Za:' + Yy -f Zd) A t 
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Nunmehr hissen w At gegen Null abnohmen. Dann gehen die Pro- 
dukte XAt, TAt, ZAf in die Komponenten des Impulses über, welche 
mit [X], [?], [Z] bezeichnen; 


r r 

^Jx^t=XAt, IY]=J Y<U=YAt, 


I Zdt : 


Infolgedessen können wir den letzten Ausdruck für die lebendige Kraft 
folgendermafsen schreiben: 

(5) T=i(mr 

Bie durch dm Impds erzeugte lebendige Kraft erscheint hier als das halbe 
IroduU aus der Qröfse des Impulses in die Länge des Gesch ivindigkeitsveUors. 

Der Ausdruck (5) ist mit (4) natürlich identisch. In der That 
folgt aus unserer obigen Impulsdefinition sofort 

(6) [Xl^mx, {Y\=^my', \Z}^mz. 

Dieselben Öleichungen können auch in der bemerkenswerten Korm 
geschrieben werden: 

(i) m-H, m-lf 

ffier ist bei der Ausftlliriiiig der partiellen Differentiationen T in der 
Form (4) anzüsetzen, als Punktion der GeHehwindigkeitekom- 

pon enten zu schreiben. 

Wir können andrerseits T auch als Funktion der Impnlskompo- 
nenten auffassen. Aus den Gleichungen (4) inid (6) ergiebt sich 
nämlich 

i’=i([xr-f [rp-f-i;fn. 

Infolgedessen können wir den Gleichungen (7) auch noch die folgende 
Form geben; 

; 2[X]’ y e[Y\’ 

lg 4 &L M dnng dieser Gleichungen ist T natürlich durch die Glei- 
K ) ßrklärt, d._h., als Funktion der Impulskomponenten auf- 
gefafet. Ob wir die eine oder die andere Auffiwsung der lebendigen 
Kraft zu Grunde legen, werden wir durch die Bezeichnung nicht be- 
son ors hervorkehren, wofern, wie hier, durch den Zusammenhang ein 
Milsverständnis ausgeschlossen ist, 

Ä (^) ^ß.d (7') stellen wir als analytischen 

-Ausdruck für die Kraftkompoaenten X, F, j? die folgenden Gleichungen 

(S) Z 
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welche sich ans unserer ursprünglichen Eiiiführnng des Kjaftb 
beziehungsweise aus der Gleichung (3) ergeben*). 

Dafs die lebendige Kraft bei der liäftefreien Bewegung des Punhtes 
konstant bleibt (<?r=Ö) und daJTs ihre Änderung bei der durch äufsere 
Kräfte beeinflufsten Bewegung gleich der von diesen Kräften geleisteten 
Arbeit wird ist eine unmittelbare Folge aus unseren obigen 

Impulssätzen I) und II). 

Die Gleichungen (7) oder die äquivalenten Gleichungen (7') geben 
uns Beziehungen zwischen dem Vektor der Geschwindigkeit, dem Vektor 
des Impulses und dem Ausdrucke der lebendigen Kraft, welche wir 
folgendermafsen gemeinsam in Worte fassen: 

Die Impuls-(^Ge$chwindig1ceits-)Kömponentmi sind die nach dm Ge- 
sc}iwindigheits-(^Impuls-^ genommenen partiellen Differential- 

quotienien der lebendigen Kraft, wohei wir die letztere cds Funktion der 
Geschwmdigkeits-(^Im]mls-)Ko7nponenten gegeben denken. 

Den Gleichungen (7) bez. (7') stellt sich ein zweites Gieichungs- 
tripel an die Seite, welches angieht, wie der Impuls durch die äufseren 
Einwirkungen abgeändert wird. Dieses Gleichungstripel ist nur der 
analytische Ausdruck des in dem Satze II. ausgesprochenen Gesetzes. 
Wirkt auf unseren Punkt die kontinuierliche Kraft (X, Y, Z), so 
haben wir offenbar nach II bei Benutzung rechtwinkliger Koordinaten: 
dix\ _ ^ ^[.ri __ d\_z] _ 

dt~ ~ ' dt dt 

Die Formeln (7), (8) und (9) sind die sehr bekannten fundamentalen 
Gleichungen der Funktmechanik in rechtwinkligen Koordinaten. — 

Wir wollen uns nun fragen, wie sich diese Gleichungen ändern, 
wenn wir statt der rechtwinkligen Koordinaten irgend allgemeine 

Koordinaten einführen. Allerdings liegt heim frei beweglichen Massen- 
punkte kein zwingender Grund vor, von den rechtwinkligen Ko- 
ordinaten ahzugehen. Die folgenden Betrachtungen sollen uns aber 
als Vorbereitung für schwierigere Fälle dienen, in denen wir mit den 
rechtwinkligen Koordinaten nicht auskoinmen. 

Wir wollen die Lago eines Punktes im Raume statt durch drei 
zu einander senkrechte Ebenen vielmehr durch drei beliebige Flächen 
gegeben denken, als Koordinaten also nicht die Gröfsen rr, sondern 
irgend drei Funktionen 9 — (p{x, y, z), ^ y, z), — %'(x, y, z) 

betrachten. Statt der gewöhnhehen Geschwiiidigheitskoordinaten x, y, z 

] *•) Man bemerke, dafs die Bedeutung der Diiferentialzeicbeh in (ö) von der | 

I üblichen Bedeutung abweiebt, insofern als dieselben zwar „Diffeventialquotienten“ 1 
i sind, aber nicht „Ableitungen^^ einer Punktion der Koordinaten zu sein brauchen, [ 
weil der Ausdruck (3) im allgemeinen kein vollständiges Differential vorstellt. i 
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wden wir dementspreclieiid die „allgemeinen Ges<diwituligk.‘itskoordi- 
jj^ten« f, einfilhren, d. h. die Diirerentialiiuotumten unserer 

Gröfsen <p, i>, » nact der Zeit. 

Unmittelbar erkennt man, wenn miui die Defiuitmnsgleichungen 
der (p, » nach t differentiiert, dals die neuen (ieurhu indif)hr.itskoordi- 

mtm’umare Funktionen der alten sind und uw{telcehrf. In.sbesondere 
wollen wir die Koeffizienten der 9', f', »' in «bni Unear.-n Ausdrücken 
für x', y', d mit a« bezeichnen, so dafs 



X = 

y = 0219 + 

g' = a^■^fp “l“ ^ 


die Bedeutung der aa ist ersichtlich die lolgeudo: 

dx dx cy 

(11) % "^3^' % ~ ‘ * ' '* 


Es wird uTin aber ferner notig, aiicli mkprechmd vmilhjenieinerte 
Koordinaten dei^ Kraft und des hnpidses zu bidracliten. Um diese zu 
definieren, gehen wir auf unsere ursprüngliche Kraftdcllnition zurück. 
Wir fragen nach der Arbeit, welche wur bei einer unoiidlie.h kleinen 
.Änderung der Koordinate cp und bei festgehaltenen Wehrten von if und 
d' zu leisten haben. Das Verhältnis dieser Arbeit zu der Änderung 
von q> definiere uns die ^i-Koordinate der Kraft. Bezcdtdiiicn wir sie 
mit 0, so haben wir hiernach 



(wobei der Sinn dieses Differentiationszfichens durch ili(^ Bedingungen 
'^==const., #=const. definiert wird); entHjireeheuch* Bedeutung mögen 
die Kraftkoordinaten Y und 0 haben. Der Ausdruck für die Arbeit 
hei einer beliebigen unendlich kleinen Verrückuug (d(p\ (W) unseres 

Massenpunktes- wird daher 


(12) dJ. =: (pdf^ + = ((pep' 4. 4 0n* ) at. 

Unsere Definition der verallgenieinerkm Kraflhfordinalm bringt es 
also mit sich, dafs der Äusdrude für dir Arbeit hei Kluflikrimg (dl- 
gemeiner Koordinaten genxm die frühere Form (?>) beihrkäll 

Wir können daraufhin leicht die (t>WQ diircdi die XYZ aiis- 
driicken. Ersetzen wir nämlich in (3) die x, y, r! verrnrige der Glei- 
chungen (10) durch ihre Werte in den 9", {V und ordiien nacli den 
letzteren Gröfsen, so werden die cp, H", 0 bez. gloicii den Koeffizienten 
dieser Gröfsen, Wir erhalten also 
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(13) 


cl> — X + T + 

V — «22 Y *-f* 

G = 4“ a23F+ ^ggZ. 


Die neuen Kraftkoordinaten dx*ücken sich also durcli die alten ganz 
älanlicli aus wie die alten Geschwindigkeitskoordmaten durch die neuen^ 
nämlich so^ dafs die Koeffizienten jener Substitution aus den KoefiS.- 
zienten dieser durch Vertauschung rcn Horizontal- und Vertikalreihen 
hervorgehen. Wir sprechen dieses kurz so aus, dafs wir sagen: 

Bie Kraftkoordinaten verhalten sich zu den GeschwindigkeUskoordi- 
naten kontragreäient. 

Ebenso wie die Koordinaten einer kontinuierlichen Kraft verhalten 
sich die Koordinaten des Impulses, welchen wir ja als Grenzfall einer 
kontinuierlichen Kraft auffassen können; ebenso ferner wie der Aus- 
druck für die unendlich kleine Arbeit transformiert sich der Ausdruck 
für die lebendige Kraft, welche wir als ein gewisses endliches Arbeits- 
quantum definiert haben. 

Wir bekommen daher 




(14) 


und 

l[0] = a,,[X] + ««[r] + a33m 

(15) 

r=.^-([<j>]g,'4-[v]^'4.[0]^')- 


Auf Grund der Gleichungen (14) werden wir ohne Schwierigkeit die 
folgenden Beziehungen verifizieren, in welche wir uns T als Funktion 
der Qeschwindigkeitskoordinateu ausgedrückt denken: ^ 

0^) ’ [ö] ■== p? • 


In der Thal folgt aus T = ^ + B-‘ 


dT 

d(p' 


, dx , f oy I, . j 

mx ^”7 + my tt-? + mz ir- 
d(p dq) ’ 


dz’ 

d(p' 




Die Gleichungen (16) sind .unseren früheren Relationen (7) genau 
analog. Bie letzteren ändern ihre Form hei Einführung allgemeiner 
Koordinaten üherhatipt nicht. 

Dasselbe gilt auch von den Gleichungen (7'); wir überzeugen uns 
davon in Kürze folgendermafsen. 

Die Gleichungen (10) geben, nach den . . . aufgelöst: 
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(10') 


ip' = A^i^, 

%•' = A-^^x' + A^^y' + A^z , 


wo die Aii allgemein die durch die Determinante der Of* dividiei-ten 
%terdeterminajaten dieser Determinante bedeuten. Ebenso ergiebt 
sich aus den Gleichungen (14): 


(14') 


t[X] = Ar[<l>] + Asm + A3[0], 

[Y] ==A,,m-\- Asm + AsE©], 

[Z] = Ai[ 4>] + As'm + ^ssE©]- 


Denken wir uns nun T durch die [V], E©] ausgedrückt, indem 
wir ton der Gleichung (4') ausgehend für [X], [Y~\, [Z^ die Werte 
aus (14') eintragen und bilden wir, indem wir [V] und [0], sowie 

dT 

(p, y), ■0' festhalten, Dann haben wir mit Rücksicht auf (7') 

und (14') 


dT 

m 


oT a[X] , dT 0[r] 
2[K] ■ d[<p] a[r] ■ c[(h] 


dT 

d[Z] 


HA] 

8 [<»>]■ 




Hieraus folgt aber nach (10')^ wenn wir sogleich die analogen Glei- 
chungen hiiizufügen; 

dT dT dT 

( 1 °) ^ ~ d[YI’ ^ ~ d[Q] 

Wollen wir die Gleichungen (16) und (16') als Satz formulieren, so 
können wir uns wörtlich der Ausdrucksweise von pag. 77 bedienen. 
Sodann haben wir nach (12) als Analogon zu den Gleichungen (8): 


(17) 


0^ 


dq) ^ 




d'fp ^ 




Wegen der Bedeutung dieser Differentialzeichen vgl. die Anmerkung 
auf pag. 77. 

Es wird gut sein, auch die Gleichungen (9) in allgemeine Koordinaten 
g>, i/, d' umzuschreiben. Wir multiplizieren zu dem Zwecke diese 
Gleichungen der Reihe nach zunächst mit (li^i und addieren 

sie. Dann entsteht auf der rechten Seite nach (13) die Komponente <1> 
der äufseren Kraft. Die linke Seite schreiben wir so: 

ft KxE^ + %[r] + a,^[Z]) - ([Z] + [F| + [Z] • 

Hier ist der erste Term einfach der Differentialquotient der Impuls- 
komponente [0] nach der Zeit; der zweite Term wird mit Rücksicht 
auf (6) und (11) gleich 
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dies ist aber nicbts anderes als der nach. 99 genommene partielle Dif- 
ferentialquotient der lebendigen &aft, falls wir letztere durch die 
Geschwindigkeitskoordinaten 90 ', ^7 ausgedrückt denken. Hiernach 
kommen wir zu folgendem Gesetz für die Änderung der 9 p -Kom- 
ponente des Impulses: 

dt 

Genau ebenso ergiebt sich 

dt d'ijt ’ 

I dt ~ 

Die Gleichungen (18) sagen ihrer Ableitung nach nichts anderes aus^ 
wie die Gleichungen (9); die Einfachheit des allgemeinen Gesetzes II 
ist hier nur durch die Einführung der Koordinaten 9 t), 'tp, - 9 * etwas 
verschleiert. 

Die Gleichungen (7), ( 8 ) und (9) bez. die Gleichungen (16), (17) 
nud (18) stellen zusammengenommen die Bewegungsgleichungen des 
einzelnen Massenpunktes dar. Man hat in der von uns gewählten Schreib- 
weise den einfachsten Fäll der sogenannten Lagrmzgeschm Giekhungen 
zweiter Art vor sich. Wir kommen auf diese Gleichungen mehrfach 
zurück und bemerken schon hier, dafs es uns mit Hülfe eines dem 
obigen analogen Impulsbegriffes gelingen wird, dieselben allemal in 
der gleichen Form zu schreiben, wie die Bewegungsgleichungeu des 
einzelnen Massenpunktes. 

Die Bezeichnung „Impnls^^ haben wir dem Werke von Thomson 
und Tait entnommen, in welchem unser Begriff eine wichtige Rolle 
spielt. Dieselbe Bezeichnung wendet Maxwell an bei dem Versuche, 
die allgemeinen Gleichungen der Mechanik energetisch zu begründen. 
Gewöhnlich wird in den englischen Büchern statt Impuls das etwas 
farblose Wort nmnmktm benutzt; die Komponenten des Impulses 
beifsen dann „the moments of momentum"(!). Hertz andrerseits 
braucht das Wort Moment als synonym mit unserem Impuls. Die 
sonst wohl übliche Bezeichnung „Bewegungsgröfse^^ (quantite de mouve- 
ment) bringt nur die Länge, aber nicht die Richtung des Impulsvektors 
zum Ausdrucke. 

§ 2. Die elementare Statik des starren Körpers. 

Bevor wir die Kinetik des Kreisels in Angriff nehmen können, 
müssen wir uns über die Zusammensetzung und Zerlegung eines an 
unserem Körper angreifenden Kraftsystems orientieren. Bekanntlich 
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fafst man aUe diejenigen Untersuehnngen, welche ohne Rücksicht auf 
die resultierenden Bewegungen lediglich von den Kräften handeln, 
unter dem ziemlich ungeeigneten Namen der Statik zusammen, indem 
man die Frage nach der Zusammensetzung eines gegebenen Krait- 
systems zurückgeführt denkt auf die Aufsuchung solcher Kräfte, welche, 
dem Eraftsystem hinzugefügt, Gleichgewicht hervorrufen würden. 
Passender wäre das Wort Dynamik, welches man indessen gewöhnlich 
auf denjenigen Teil der Mechanik anwendet, den wir als Kinetik be- 
zeichnen. 

Die Behandlung der Statik für den hier vorliegenden Fall des 
starren Körpers kann nach zwei wesentlich verschiedenen Methoden 
geschehen, welche hez. durch die Namen von Poinsot und Lagrange 
charakterisiert werden. Wir wollen über beide Methoden in Kürze 
referieren. 

Die Statik des starren Körpers in der geometrischen Behandlung 
Poinsots gründet sich auf eine Reihe von Axiomen^ welche wir zum 
Teil schon vom einzelnen Massenpunkte her kennen. Wir sagten, dafs 
die Kxaft heim einzelnen Massenpunkte den Charakter eines Vektors 
hat und dafs mehrere in demselben Punkte angreifende Kräfte sich wie 
Vektoren addieren. Hierzu kommt beim starren Köii)er noch das 
folgende Axiom hinzu: D&r Angriffspunkt der Kraft kann in likhtung 
der Kraft lelielig verschoben werden. Dieses Axiom ist von den vorher- 
genannten offenbar unabhängig, da seine Gültigkeit wesentlich an die 
Beschaffenheit des starren Körpers gebunden ist; es kann geradezAi als 
Definition des letzteren angesehen werden. Bei den wirklichim Körpern, 
welche stets in gewissem Grade elastisch sind, ist es natürlich nur 
angenähert erfüllt. Man intei-pretiert übrigens Newtons lex tertia, 
welche die Gleichheit von actio und reactio aussagt, so, dafs sie 
unser Axiom mit umfafst, was allerdings einigennafsen künstlich 
scheint. 

Mit Hülfe dieser Axiome untersucht man mm die Zusamirien- 
setzung von Kräften, welche, irgendwie gegeben, im Körper ver- 
teilt sind. Zunächst sieht man ohne Weiteres, dafs zwei Kräfte, weiche 
in parallelen Geraden wirken, stets durch eine Einzelkraft ersetzt 
werden können, deren Richtung den Richtungen der ursprünglichen 
Ki*äfte parallel ist. Die Bestimmung von Angriffspunkt uiul Gröfse 
dieser .Einzelkraft bildet den Inhalt des sog. „Hebelgesetzes^^. Hierbei 
ergiebt sich, wenn die Kräfte entgegengesetzt gleich sind, eine be- 
merkenswerte Besonderheit. Es rückt nämlich der Angriffspunkt 
der Resultierenden ins Unendliche, während gleichzeitig ihre Gröfse 
unendlich klein wird. Ein Kräft^aar (d. h. ein Paar entgegengesetzt 
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gleicher und paralleler Kräfte) ist also äquivalent einer unendlich Meinm 
'Kraft, welCie an einem unendlich langen Sebelarm wirkt 

Nun geht man aber, um die Darstellung elementarer zu halten, 
der Betrachtung unendlich kleiner Kräfte und unendlich grofser Arme 
gemeinhin aus dem Wege, Infolgedessen ist man gezwungen, das 
Kräftepaar als ein nicht weiter reduzierbares Element der Statik des 
starren Körpers anzusehen. Ferner wird es nötig, die Zusammensetzung 
und Zerlegung der Kräftepaare in ähnlicher Weise zu diskutieren, wie 
die der Kräfte. Neuer Axiome bedarf man zu diesem Zwecke nicht, 
weil ja vermöge der Definition der Kräftepaare die Frage nach dem 
Gleichgewicht der Paare zurückgeführt werden kann auf die Frage 
nach dem Gleichgewicht der Ejräfte. 

Das Ergebnis dieser Untersuchung fassen wir folgendermafsen zu- 
sammen: Wir repräsentieren das Paar durch einen VeMor, welchen wir 
senkrecht auf der durch die Kräfte des Paares gelegten Ebene nach 
derjenigen Seite hin abtragen, von der aus gesehen die Kräfte im Sinne 
des Uhrzeigers zu wirken scheinen. Die Länge des Vektors machen 
wir (in dem ein für allemal gewählten Centimetermafsstabe) gleich dem 
„Moment des Paares" d. h. gleich dem Produkt aus der Gröfse der 
Kräfte in ihren kürzesten Abstand. Der Anfangspunkt unseres Vektors 
kann dabei beliebig in der Ebene des Paares oder auch beliebig im 
Raume angenommen werden. Alsdann gilt der Satz: Zwei Kräftepaare 
setzen sich so zusammen, dafs sich die zugehörigen Vektoren geometrisch 
addieren. Durch Zusammensetzung mehrerer Paare entsteht immer wieder 
ein Paar. 

Kräftepaare haben also, ebenso wie Kräfte, Vektorcharakter. Dabei 
müssen wir indessen folgenden Unterschied betonen. Der Vektor einer 
am starren Körper angreifenden Kraft darf nur in seiner Richtung ver- 
schoben, der Vektor eines Paares dagegen beliebig parallel zu sich selbst 
im Raume transportiert werden. Der Vektor einer Kraft ist (in der 
Ausdrucks weise von Budde a. a. 0.) ein Imienflüchtiger, dir eines 
Paares ein freier VeJdor, d. h. ein Vektor mit ganz willkürlichem Angriffs-' 
punkte. 

Aus dem Vorsfceheuden ist ersichtlich, dafs ein bestimmtes Kräfte- 
paar hinsichtlich seiner statischen Wirkung in sehr mannigfaltiger 
Weise durch andere Kräftepaare ersetzt werden kann. In der That 
sind zwei Kräftepaare, welche bei der angegebenen Konstruktion den- 
selben Vektor ergeben, völlig äquivalent. Es ist daher geboten, die 
spezielle Vorstellung des Kräftepaares zurücktreten za lassen und sich 
nur m den repräsentierenden Vektor zu halten. Wir wollen diesem 
Umstande auch in der Bezeichnung Rechnung tragen und wollen statt 
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von einem Kräftepaar Heber von einer Jh-eMrnß (oder einem Dreh, 
mmmt) reden. Die Richtung des der Drehkraft ihrer Definition 
nach zugehSrenden Vektors bezeichnen wir auch als „Axe der Dreh- 
kraft"- den Sinn des Vektors markieren wir durch einen Pfeil, der 
die Axe in solchem Sinne umgiebt, als die Kräfte des Paares von 
der Axe ans gesehen zu wirken scheinen. Die Dimension der Dreh- 
kraft ist Kraft mal Hebelarm (d — tn Als Gegensatz zu dem 
Ausdrucke Drehkraft (Kräftepaar) gebrauchen wir vorübergehend das 
Wori SdiMeraß (Einzelkraft). 

Wir müssen uns nur hüten^ mit dem Ausdnicke Drehkraft die 
Vorstellung zu verbinden^ als ob die Drehkraft bestrebt wäre, um 
eine bestimmte gerade Linie zu drehen. Die Einführung der Drehkraft 
geschah ja hier auf rein statischem Wege. Von ihrer kinetischen 
Wirbing kann erst später die Rede sein, wenn wir über die Massen- 
yerteilung des Körpers bestimmte VorauasetzAingen gemacht haben werden, 
wo wir dann überhaupt von der kinetischen Wirkung Kräfte handeln. 
Ebensowenig soll natürlich durch die Bezeichnung Schiebekraft die Vor- 
stellung erweckt werden, als ob die kinetische* Wirkung der Schiebe- 
kraft notwendig in einer Parallelverschiebung bi^stände. 

Wir gehen nun auf das allgemeine Problem der Statik ein, setzen 
also voraus, dals die Kräfte in beliebiger Weise räumlich durch den 
starren Körper verteilt sind. Wir verfahren dnbri wie üblich folgender- 
mafeen: Wir nehmen einen beliebigen l^unki O nh ßfmffsjmnkt an 
und legen durch diesen zu jedem der gc^gebmuui K niftvektoren einen 
gleichsinnigen und einen entgegensinnigen Vektor hindurch Die ge- 
gebenen Kräfte fassen wir mit den entg(5gengeri(difcfden Kräften durch 
0 je zu einem Kräftepaar zusammen und erseizfui li‘tztf*rt3H nach der 
obigen Regel durch den Vektor einer Drehkraft, wolxu wir als Anfangs- 
punkt des Vektors passend den Bezugspunld. (/ wählen werden. Wir 
erhalten so ebensoviele Drehkrafbj, als dif* Anzahl der ursprünglichen 
Kräfte betrug. Alle diese Drehkräfte setze.n wir zu eintT resultieren- 
den Drehkraft D zusammen, deren Are durch O gidicn möge. E.s 
bleiben dann noch die den gege]>enaa glei{‘hg(;ri<-htt‘ten Kräfte (Schiebe- 
kräfte) durch 0 übrig, Auch diese sicli zu uiner liesultieren- 

den S zusammen. Daher der Satz: 

Ein ieliehiges an xmserefn stamm Körper amjrei faules Kraflsysteni 
läfst sich ersetzen dwrch die Koinhmatim einer van einem beliebigen 
Punkte 0 auslaufenden Schiehekraff S und ein^r Dtrhlraß 1). 

Wir erwähnen noch die allgemeine Regel zur liereclmimg von 8 
und D. Es sei P^ eine der an unserem Korner antfreifenden .Kräfte 
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und Pf p P/, P/ die Projektionen des Yektors P,- auf die Axon eines 
rechtwinHigen Koordinatensystems^ Anfangspunkt mit dem Be- 

zugspunkte zusammenfällt. Ferner mögen Xi, F-, Zi die Koordinaten, 
des Angiiffspunktes von P» und bez. P*, J> die Kompo- 

nenten von 8 und D sein. Dann haben wir 

^ s^^EPf, 

\]P^E(Pi^Yi—Pi^Z?i, JDy^S{PfZi-P^X,), ]>^z(P^X,—PfY;), 

Diese sehr bekannten Formeln sind der unmittelbare analytische Aus- 
druck für die oben geschilderte geometrische Konstruktion von iSund D. 
Man nennt S^, P®, P^, P^ l^mzweg die Koordinaten des (am 

starren Körper angreifenden) JSra/feysfems. 

I Im allgemeinen wird die Richtung von P mit der Axe von P 
s einen Winkel bilden, welcher aufser von der Beschaffenheit des ge- 
gebenen Kraffcsystems auch von der Auswahl des Bezugspunktes abhängt. 
Wir können nun aber den Punkt 0 stets so annehmen, dafs die Vektoren 
S und P ihrer Richtung nach gerade zusammenfallen, wobei 0 noch 
auf einer bestimmten Geraden nach Belieben gewählt werden kann 
Das solcherweise entstehende einfachste Äquivalent eines allgemeinen 
Kraffcsystems — eine Schiebekraft verbunden mit einer Drehkraffc, 
welche die Richtung der Schiebekraffc zur Axe hat — werden wir eine 
Schraube (oder genauer eine Kraftschraube) nennen. Wir können dann 
die Gröfsen P®, . . . auch als Koordinaten der Kraftschraube 

bezeichnen und können den obigen Satz folgendermafsen präzisieren: 

Ein beliebiges an unserem starren Körper angreifendes Kraftsystem ^ 
läfst sich stets als eine Schrcmbe auffassen, deren Koordinaten durch (1) : 
bestimmt sind, i 

Legt man den Bezugspunkt speziell auf die Axe der Schraube, 
BO werden die Komponenten von 8 denen von P proportional. Viel- 
fach wird man indessen auf die zuletzt besprochene Vereinfachung 
in den Formeln verzichten imd wird es vorziehen, diesem Punkt eine 
dui'ch die Natur des Problems ausgezeichnete Lage zu geben, was uns 
natürlich nicht hindert, das Kraffcsystem auch dann noch als eine 
(allerdings nicht durch 0 hindurchgehende) Schraube vorzusteilen. So 
wählt man hei dem frei beweglichen starren Körper gerne den Schwer- 
punkt zum Bezugspunkt; dieselbe Wahl werden wir später treSen, 
wenn wir den auf einer Ebene beweglichen Kreisel behandeln werden. 
Andrerseits ist es geboten im Falle des (aUgemeinen oder symmetrischen) 
Kreisels den Bezugspunkt durchgehends in den festen Dnterstützungs- 
Bunkt SU legen. Konstruieren wir uns alsdann im Punkte 0 die Dreh- 
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kraft lind die Schiebefaaft, so werden wdr von dienen weite diin nur 

die erstere zu berücksichtigen habein 

In der That, welches auch im Einzelnen die ITmiständc Bciii mögen, 
die die feste Lage des ünterstützungspiinktes 1x3 wirken, jedenfalls 
müssen sie der im Punkte 0 aiigreifenden Hchiebekrait eine gleich 
grofse Widerstandskraft entgegensetzen. Diese WiaerstandBkraft ist ein Teil 
ier Mealiionsliraft des Unter stütmingspurihi es, welche sich im Übrigen ans 
der augenblicklichen Bewegung des SchwerpiinktB berechnet, so dais 
diese Bewegung durch die gemeinsame Wirkung von äulBerer Behiebe- 
kraft und Reaktionskraft zustande kommt. Für die Bewegung des Kreisels 
aber ist die Kenntnis der Reaktionskraft, sowie* der iiiifsf^ren Schubkraft nicht 
erforderlich. Wir werden also wirklich von dem Auftreten der Schiebekraft 
zunächst vollkommen absehen keinnen und werden auf diese mir gelegentlich 
später zurückzukommen brauchen, wenn wir den Druck berechnen werden, 
welchen die Unterlage des Kreisels bei dessen Bewegung auszuhalieii hat. 

Gleichzeitig vereinfachen sich unsere obigen allgemeinen Hiltze im 
vorliegenden Falle. Wir können sagen: 

Das allgemeinste an unserem Kreisd imgrfdfnvif^ Krafisystem 'kann 
mit EücIcsicM auf die feste Lage des UfUersiHlzuHgspunkirs rrsrizl 'werden 
durch ein einzelnes Moment 

Man beachte die schöne Analogie, welche zwiselien uns* rea siatiscjien 
Sätzen und den zu Beginn der Vorlesung (‘ntuickeltcm kincmatiMchcu 
Sätzen besteht. Die Analogie liegt so, dais für den freien KörfXir 
Drehkräfte und (unendlich kleine) Parallelversehielmngen , aiidererseÜs 
Schiehekräfte und (unendlich kleine) Drehungen v(‘rgliedi(*ii werd(ui 
müssen. Dasselbe geometrische Gebilde, die Bchraiilu*, ersrlieirii ilas 
eine Mal als Bewegungsschraubc, das ändert* Mal als Kraffst'.liraobe. 
Beim Kreisel dagegen treten Drehkräfte und (uueridlieh kleine) I)r«ihuügen 
um 0 in Parallele. Beide werden durch Vektoren repräseutiert. 

Auiserdem hemerke man, dais der Kreisel in slniiseher Hinsicht 
dem einzelnen Massenpunkte an Einfaehlmit nicht miebsirfät. Ihe Mög- 
lichkeit der späteren elenientaTgf3ümetrisc.lHui EntwickelunLo a zur Kreisch 
theorie beruht wesentlich auf diesora Umstaude. 

Als Beispiel besprechen wir den besond<*rs < iufache'i !udl, in dem 
aas ursprüngliche Eraftsysteni durch die ScliwtTewirkuug gelieferi wird. 
Auf jedes leilchen dm des Kreisels wirkt inuilgu, ch*r Gr;ivil,ai:ion die 
Kraft gdm vei-tikal nach unten. 

Wir nehmen ein X, F, KoordinutensystuiTi mit dem Anfangs- 
punkte in 0 und der F-Axe vertikal nucli oben. Aus dt*?! (ileitdiungen 
(1) orgieht sich dann unmittelbar, unter w die GpsHrnujtnrui.'^se des 
Kreisels, unter g die Koordinaten des Sidiwitnuinkies verstanden: 
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S^ — 0, S^ — Oy = — gj*dm — — mgy 
~ — gj* Tdm— — mgrj, B'^ = gj* Xdm — mg^, B* — 0. 


Wir kommen also zu der sehr bekannten Thatsache, dafs die Schwere- 
Wirkung dieselbe ist, wie wenn eine Einzelkraft vom Betrage mg senkrecht 
nach unten im Schwerpunkte angriffe. 

Bei dem symmetrischen Kreisel liegt der Schwerpunkt offenbar 
entweder auf der Figurenaxe oder auf ihrer Verlängerung über 0 
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hinaus. Sei E die Entfernung des Schwerpunktes S yon 0, und ^ 
wie früher der Winkel zwischen der Figurenaxe und der Vertikalen 
Dann hat der Vektor B die Länge 

mgE sin d-, 

der Richtung nach steht er sowolxl auf der Vertikalen wie auf der 
Figurenaxe senkrecht. Erinnern wir uns ferner der Definition der 
Knotenlinie von pag.f7, so können wir sagen: Der Vektor B fällt in 
die Knotenlinie oder in ihre Verlängerung über 0 hinaus, je nachdem 
S auf der Figurenaxe oder auf ihrer Verlängerung liegt. Statt dessen 
können wir u.iis auch so ausdrücken, dafs wir sagen: Der Vektor D 
fällt immer in die Emotenlinie und zwar beträgt seine (jrö.fse: 

B — P sin d', P — i E, 

wobei das obere oder untere Vorzeichen zu wählen ist, je nachdem der 
Schwerpunkt oberhalb oder unterhalb des Unterstützungspunktes (sc. bei 
vertikal aufgerichteter Figurenaxe) gelegen ist Die letztere Ausdrucks- 
weise, welche . wir später acceptieren werden, hat den Vorteil, dafs wir 
die beiden unterschiedenen Fälle zuvörderst gieiehmäfsig behandeln und 
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a„reh die einfeehen Bedmgmgen P>0 und ?<<) uueMragliA von 


eiaander trennen können. „ . - , i ü n i, 4 . 

Ebenso wie es in dem letzten Beispiele der Fall war, setzt man 

gewöbnlich stiUscbweigend Yorans, dafs die Kräfte, um die j sieb in 
der Statik bandelt, kontinuierUeb wirkende Kräfte sind. Man über- 
siebt aber sofort, dafs aUe unsere Ausfübrungen auch für Stofskräfte 
gültig bleiben, sofern die sämmtbeben Stöfse nur gleichzeitig erfolgen. 
In der That überträgt sieb jede Aussage über koutinuierlicbe Kräfte 
sofort auf Stoßkräfte, (vgl. die Definition der letzteren von pag. 70). 
Als Analogon zu dem Begriffe der Drebkraft werden wir dabei den 
Begriff des JDrehstofses einfübren, d. b. den Inbegriff eines Paare.s gleich 
grofser entgegengesetzt gerichteter paralleler Schiebe:tfüfse. Grröfse, Axe 
und Smn des Drebstofses bestimmen sich ebenso wie bei der Dreb- 
kraft ans dem Moment und der Lage der das Paar koimtituierenden 
Einzelkräfte. Die Dimension des Drebstofses ist [I) ] = »/ --• Wir 

sprechen daher die allgemeinen Sätze aus: 

Das allgemeinste an einem frei heweglicfmt starrm Körper an- 


greifende System von Stöfslmftm läfst sich stets ersetmi durch eine ein- 
zelne Schravhe {genauer gesagt: eine StofsscJirauhe). 
und: 

Das allgemeinste System von Stofshräften^ welches irgmdwie. in dm 
Pimlcten unseres Kräsels angreiftj läfst sich stets auffassen als ein ein- 
zelner Drehstofs und läfst sieh also darstellen durch enmi cmzelneyi von 
0 auslaufmdm Vektor. 

In der bisher auseinändergesetzten Form ist die Statik, wie 
erwähnt, von Poinsot begründet worden, (bei dem allerdingB das 
Wort „Schraube^^ noch nicht vorkommt). Sein ginindlegerides Werk 
Mements de statique, erschien zuerst im Jahre 1803; seitdem folgi;o eine 
aufeerordentlich grofse Zahl von Auflagen. Man wolle dort Am Beweise 
der vorstehend mitgeteilten Sätze nachlesen. Mit der projektiven (jeo- 
metrie wurde die Statik von Moebius, speziell mit der Liniengeometrie 
von Piticker in Verbindung gesetzt. Von neueren Darstellungen 
nennen wir neben der schon früher zitierten Schraubentheorie von 
Ball insbesondere das zweibändige Lehrbuch von fiouth*), Analytical 
StaticSj weiches sieh durch Präzision und Reichhaltigkeit besonders 
empfehlen dürfte. — 

Wir gehen nun noch auf die eingangs erwähnte andere Methode 
zur Begründung der Statik ein, welche im Wesentlichen von Lagrange 
herrührt. Sie besitzt gegenüber der bisher besprochenen Poinsot sehen 


*) Cambridge, 2 ^® Auflage 1896 . 



§ 2. Die elementare Statik des staiTen Körpers. 89 

Darsteiliing den Vorzug gröfserer Verallgeineiiierungsfäliigkeifc, wofür 
sie auf der anderen Seite weniger elementar erscheinen dürfte als jene. 
Nach dieser Methode leiten wir die Zusainmevisetzung äe/r Kräfte aus 
der Zusammensetzung der Ärheifsgröfsen abj welche die Exafte bei einer 
unendlich Meinen Verrückung des starren Körpers leisten. 

Wir stellen uns wieder Tor, dafs auf unseren Körper ein beliebiges 
System von Kräften Pi mit beliebigen Angriffspunkten wirkt. Die 
Gesamtarbeit dÄ unseres Kraftsystems setzen wir zusammen aus den 
sämtlichen Teilarbeiten dA.i der Einzelkräfte Pi. Dabei Benutzen wir 
den allgemeinen Grundsatz : Pie Arbeit ist von der TFhÄZ des Koordinaten^ 
Systems unabhängig; sie ist eine sJcalare GrÖfse; mehrere Arbeitsquanta 
‘ setzen sich zusammen^ wie shälare Größen^ sie addieren sich im alge- 
braischen Sinne. 

Nach pag. 75 beträgt die Arbeit, welche die Kraft Pi bei- einer 
imendlich Meinen Verrückung ihres Angriffspunktes leistet: 

dAi = {Pfxl + Pifyf + P/^/) dt^ 

unter P/^ P/ die Komponenten von P,:, unter x,*, yi^ Zi die Ko- 
ordinaten ihres Angriffspunktes bezüglich eines im Raume festen Koordi- 
natensystems (ä?, y, z) verstanden. Mithin ergiebt sich die Gesamt- 
arbeit zu 

dA = Ed Ai = E{Pi^xf -f PiVyl + PfZi) dt. 

Wir erinnern uns nun der Ergebnisse des ersten Kapitels, nach welchem 
jede unendlich kleine Verrückung eines starren Körpers aus einer 
Parallelverschiebung und einer Drehung besteht und durch die sechs 
Geschwindigkeitskoordinaten x, y, j?, g, r analytisch dargestelit 
werden kann (vgl. pag. 47). Durch diese Koordinaten didicken wir 
zunächst die Geschwindigkeit (xf^ yl, zf) des Angriffspunktes von Pi 
aus. Infolge der Parallelverschiebung erhält der Angriffspunkt von 
Pi (ebenso wie jeder Punkt des Körpers) die Geschwindigkeit (x', y\ /) ; 
infolge der Drehung gewinnt er (s. GL (3') von pag. 41) die Ge- 
schwindigkeit 

(: y;-'r + Zij^ + + Fei?). ' 

Mithin beträgt die i'esaltiGTende Geschwindigkeit des Aogriffspunktes 
von P,-: 

xl ^ x! — YiV A- Ziq, '• 

yl y — Zi'^ + Kit , 

^ z — Kiq-A 

Diese Werte tragen wir in unseren obigen Ausdruck für die Gesaml:- 
arbeit ein. Derselbe schreibt sich dann folgendermafsen: 
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( 2 ) 

WO 

^B{Pi^Xi — PrY,). 

Es sind dieses genau dieselben Gröfsen^ welche oben in den 
Gleichungen (1) auftraten. 

Wir wollen uns ihre Bedeutung unabhängig von dem früher ge- 
sagten Har machen, wobei wir zu einer neuen einfachen Definition 
dieser Gröfsen gelangen. Nach Gleichung (2) ist 8^ das Verhältnis der- 
jenigen Arbeit, welche unser Kraftsystem bei einer Verschiebung des 
Körpers in der Richtung der ^r-Axe leistet, zu der Gröfse dieser Ver- 
schiebung. Ebenso ist B^ gleich dem Verhältnis derjenigen Arbeit, 
welche unser Kraftsystem bei einer reinen Drehung des Körpers um 
die Axe X oder, was auf dasselbe herauskommt, um die Axo x leistet, 
zu der Gröfse des Drehungswinkels. Die Gröfsen IPy . . . haben 

also eine ganz : analoge Bedeutung, wie die Komponenten P^, . . . der 
an einem einzelnen Massenpunkte angroifenden Kraft P, welche ja 
ihrerseits ursprünglich als das Verhältnis eines gewissen Arbeitsquantums 
zu einer gewissen unendlich kleinen Bewegung definiert waren (vgl. 
pag. 70). Infolgedessen liegt es nahe, den BegriÖ' der Kraft von dem 
einzelnen Massenpunkte auf unsorn starren Körper zu erweitern. Wir 
werden kurz von einer an dem starrm Körper angreifenden Gesamt- 
hraft sprechen können, ^veleJle dem gegehenen System der F/m^elkräfte 
äquivalent ist Bieselbe verlegt sich in eine Schiebekraft S rind eine 
Brehkraft P, welche letztere je in drei Komponenten na>ch den Koordi- 
natenaxen aufgelöst werden konmn. Die Gröfsen S'f B'f I> 

werden wir wieder als die Koordinaten unserer Gesamticraft bez(Mchnen, 
ähnlich wie wir die Grölsen x, ?/, /, p, 2 , r die Koordinaten der 
instantanen Geschwindigkeit genannt haben. Dann können wir kurz 
sagen: 

Bie Koordinaten der Kraft sind ihrer Definition nach nichts anderes 
als die Faktoren ^ welche in dem Ausdrucke für die Arbeit die Koordi- 
naten der Geschwindigkeit multiplizieren. 

Handelt es sich speziell um einen Körper mit festem Unter^tützungs- 
piinkte, in welchem Falle wir wie oben diesen Punkt zum Bezugs- 
punkte^ nehmen werden, so haben wir für die Schiebegeschwindigkeit 
= und können von der Schiebekraft S^^, S^, S^ ab- 

strahieren. Die Drehkraft dagegen wird wieder genau durch die Glei- 
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chiingeii (3) definiert. Die Gesamtärbeit, welche diese Drehkraft hei 
der unendlich kleinen Verrückung r)ät leistet^ ist alsdann 

(2') dA = + JDyq + D-r) dt. 

Die jetzige Definition der Dreh- und Schiehekräft ist in vieler 
Hinsicht der früheren vorzuziehen ^ da sie unmittelbar an den BegriÜ 
der Kraft beim einzelnen Massenpunkte anknüpft; insbesondere über- 
hebt sie uns der Einführung des Begriffes der IQ*äftepaare, welchen 
wir früher vorübergehend notig hatten. Dafs die neue und die alte 
Definition auf dasselbe hinauskommen, lehrt die Vergleichung der 
Ausdrücke (1) und (3). 

Wir könnten jetzt von Neuem die sämtlichen Lehren der elemen- 
taren Statik entwickeln; insbesondere würde dabei die Thatsache, dais 
Schiebekräfte und Drehkräfte sich wiedinienflüchtige bez. freie Vektoren 
zusammensetzen, als unmittelbare Folge der entsprechenden Zusammen- 
setzung von Geschwindigkeiten und unseres obigen Gmndsatzes erscheinen, 
nach welchem Arbeitsquanten sich wie skalare GrÖfsen addieren. 

In solcher Weise ist die Statik, wie erwähnt, von Lagrange 
in seiner berühmten 7mcanique anahjtique begründet worden. Wemi 
wir oben die Zusammensetzung der Kräfte an den Ausdruck für die 
Arbeit anknüpften, so ist dieses im Wesentlichen dasselbe, wie wenn 
wir nach dem Vorgänge von Lagrange das Gleichgewicht eines Systems 
a,uf Grund des Primi^s der virtuellen Verrückungen beurteilen. In der 
That sagt dieses Prinzip bekanntlich aus, dafs an einem beliebigen 
System gegebene Kräfte sich dann im Gleichgewicht befinden, wenn 
bei jeder möglichen unendlich kleinen Verrückung die von ihnen 
geleistete Arbeit verschwindet, oder etwas allgemeiner ausgedrückt, dafs 
zwei verschiedene Kraftsysteme einander dann äquivalent sind, wenn 
bei jeder möglichen Verrückung die von beiden geleistete Arbeit die 
gleiche ist. In Übereinstimmung mit diesem Prinzipe haben . wir oben 
das gegebene Kraftsystem der Pi durch die Kombination einer Schiebe- 
kraft S und einer Drehkraft D ersetzt. Nur die Ausdrucksweise war 
etwas anders, wie bei Lagrange, zu dessen Zeit der Begriff und die 
Bezeichnung der Arbeit noch nicht geläufig waren. — 

Wir wollen schliefslich den Ausdruck für die Arbeit benutzen, 
um, ebenso wie beim einzelnen Massenpunkte geschehen, eine Verab- 
redung dai'über zu treffen, was wir unter den ^^verallgemeinerten Koordi- 
naten eines Kraftsystems^^ verstehen. Dabei gehen wir ganz analog vor, 
wie pag. 78 bei dem einzelnen Massenpunkt. 

Offenbar können wir den instantanen Bewegnngszustand des starren 
Körpers statt durch die Gröfsen y, ][>} Üj noch in äufserst 
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mannigfacher Weiße durch sechs andere Parameter festlegen. Die nächst- 
liegende Abänderung wäre die, dals wir den Bezugspunkt anders wählen 
und aufserdem die Lage des Systems im Raume und die des 
Xr.Z'- Systems im KSi-per variieren. Zerlegen wir nun nach der obigen 
Regel ein bestimmtes Kraftsystem in Sehiebekraft und Drehkraft, so 
werden wir für die Komponenten dieser Kräfte andere Werte finden 
wie früher. Ebenso werden sich die Koordinaten einer bestimmten 
unendlich kleinen Verrückung ändern. Dagegen ist es klar, dafs die 
Arbeit, welche ein bestimmtes Kraftsystem bei einer bestimmten un- 
ondlieh kleinen Verrückung leistet, genau den früheren Wert beibehalten 
muss. Die Arbeit hat bei fester Wahl der Einheiten von Länge, Zeit 
und Masse einen festen numerischen Wert, welcher von der Wahl des 
Koordinatensystems unabhängig ist; sie ist (gegenüber Veränderung 
der Koordinatensysteme) eine absolute Imariante, wie wir sagen können. 

Wir werden aber darüber hinaus noch weit durchgreifendere Ände- 
rungen in der Koordinatenbestimmung des momentanen Bewegungs- 
zustandes vornehmen. Beispielsweise werden wir die instantaue Drohung 
statt durch die örofsen p, g, r durch die Änderungen der Euiorschen 
Winkel (p, f', festlegen, ferner könnten wir (etwa wie im vorigen 
Paragraphen geschehen) die Lage und Geschwindigkeit des Bezugs- 
punktes durch die Gröfse und die Gröfsenändenmg dreier krummliniger 
Koordinaten |, »j, J bestimmen. Die allgemeinste Annahme wird die 
sein, dafs wir die x, y, /, p,q,r gleich beliebigen linearen Funktionen 
von beliebigen sechs Geschwindigkeitsparametern rf, ct^', ib\ setzen 
mit Koeffizienten, die noch von der augenblicklichen Lage des Körpers 
abhängen. Es fragt sich, wie die Koordinaten des Krnftsy.stcms dabei 
geändert werden oder richtiger, was wir jetzt unter dom Worte „Koordi- 
naten des Kraftsystems“ verstehen wollen. Wir treffen diesbezüglich 
folgende Festsetzung: 

Wir führen in den Ausdruck (2) für die Arbeit die Werte der 
x,...r in den ein und ordnen den Ausdruck nach den letzteren 

Gröfsen. Dann definieren wir als die m den Geschwindiglceitskoordi- 
naten ij %■' gelwrigen Koordinaten des Kraftsystems diejenigen 

Gröfsen, welche bez. als Faktoren von ij', yj', auftreten. Diese 
Definition der Kraftkomponenten befindet sich in der That in genauer 
Analogie zu unserer Definition des Wortes beim einzelnen Massen- 
punkte. Beispielsweise bedeutet nämlich die zu | gehörige Kraft- 
koordinate das Verhältnis derjenigen Arbeit, welche imser Krafisystem 
bei einer Verrückung leistet, zu dieser Verrückung. 

Offenbar werden die neuen Kraftkoordinaten lineare Fimktionen der 
alten u. zw. sehen die Substitutionsgleichungen, welche von letzteren 



§ H Der Impuls beim alij^emeirjeii Kreisei. 


93 


zu ersteren führen^ ganz ähnlicli aus, die Substitutionsgleichungen 
welclie die alten Gescbwindigkeitskoordinaten durch, die neuen aus- 
drücken; es sind nur die Koeffizienten der horizontalen und der Yerti- 
kalen Reihen gegen einander vertauscht. Diese Thatsache drücken wir 
kurz so aus, dafs wir sagen: 

Auf Grund unserer Definition der verallgemeinef^^tern Krafthoordinaten 
verhalten sich diese allemal zu den Geschwindiglceitskoordinaten konträr 
gredient 

Den entsprechenden Satz oder richtiger die entsprechende Fest- 
setzung haben wir schon pag. 79 für die Kraftkoordinaten am einzelnen 
Massenpunkte ausgesprochen. 


§ 3. Der Impulsbegriff beim allgememen Kreisel. Zusammenhang 
zwischen Impuls- und Drehungsvektor. Beziehung zum Ausdrucke 

der lebendigen Kraft. 

Wir machen nun den Übergang von der Statik zur Kinetik, fragen 
also nach dem Zusammenhänge zwischen der Bewegung und den die 
Bewegung verursach enden Kräften. Hierbei wird die Massenverteilung 
des Körpers von entscheidender Wichtigkeit, so dafs wir weiterhin den 
allgemeinen und den symmetrischen Kreisel gesondert behandeln werden. 

An die Spitze der Kinetik stellen wir wie beim einzelnen Massen- 
punkte den Begriff des Impulses. Wir erläutern diesen Begriff zu- 
nächst im Falle des frei beweglichen starren Körpers, um von hier aus 
sogleich zu dem in einem seiner Punkte befestigten Körj3er überziigehen. 

Die Definition des Impulses ist folgende: 

Wir lösen den starren Körper in das Aggregat seiner Einzel- 
massen auf und bringen daran dasjenige System von Stofskräften an, 
welches im Stande ist, jeden Massenpunkt momentan aus der Ruhe in die 
Bewegung zu versetzen, die er im Verbände des starren Körpers besitzt. 
Dieses oder irgend ein ihm clquivalentes System von Stofskräßen heifst der 
Impuls des Körpers. 

Mit Rücksicht auf die Untersuchungen des vorigen Paragraphen 
können wir sofort folgende Sätze aussprechen: 

Der Impuls des frei hetvegliehen starren Körpers besteht aus der Kombi- 
nation eines Schiehestofses und eines Drehstofses; er kann kurzweg als 
eine Schraube aufgefafst iverden. 

Und: 

Der Impuls eines starren Körpers mit festem Unterstützungspunkte 0 
ist ein einzelner Drehstofs; wir Mnnm ihn unter dem einfachen Bilde 
eines von 0 auslaufenden Vektors sehen. 
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indem wir bei dem letzteren Palle bleiben, ziehen wir neben dem 
statischen Yektor des Impulses den kinematischen der Drehgeschwindig- 
keit in Betracht. 

Es wird eine erste Aufgabe der Kinetik des Kreisels sein, die gegen- 
seitige Ahhängiglceit dieser beiden Vektoren festzustellen. 

Zu dem Zwecke operieren wir so, dals wir einerseits die Ge- 
schwindigkeiten andererseits die Impulse aller einzelnen Massenteilchen 
betrachten, aus denen, sich der Kreisel auf baut. 

Wir nehmen vorab die Axe der Drehgeschwindigkeit zur ersten 
Koordinatenaxe eines rechtwinkligen Koordinatensystems XYZ, welches 
eine unveränderliche Lage gegen den Körper hat, und dessen Anfangs- 
punkt mit dem TJnterstützungspunkte zusammenfäUt. Die Kompo- 
nenten desf Impulsvektors nach den Koordinatenaxen bezeichnen wir 
mit L, M, N, die des Drehungsvektors wie früher mit p, q, r. Nach 
Voraussetzung hat von letzteren nur p einen von Null verschiedenen 
Wert. 

Betrachten wir jetzt irgend ein Teilchen P des Körpers von der 
Masse dm. Vermöge der Drehung um die 2rAxe besitzt unser Teilchen 
eine Lineargeschwindigkeit 

V = +' 2 *. 

Die Stosskraft, welche erforderlich ist, um diese Geschwindigkeit 
momentan zu erzeugen, hat die Gröfse vdm-, ihre Komponenten nach 
den drei Koordinatenaxen betragen, wie man leicht erkennt, bez. 

0, — pZdm, pYdm. 

Solcher Stofskräfte mögen nun auf unsern Körper so vicdo wirken, 
als wir Teilchen P unterscheiden mögen. Die Drehkraft, welche zu 
dem System dieser Stofskräfte gehört, ist dann uaser InjpuLs. Seine 
Komponenten berechnen sich nach der analytischen Regel von pag. 85 zu 

(1) L dm , M= —pj YXdm , JV= - ■ p j Z Xdm , 

wo die Integrale über die Gesamtmasse des Körpers zu erstrecken sind. 
Die vorstehenden Ausdrücke zeigen sofort, dals der Vektor des Im- 
pulses im Allgemeinen von dem Vektor der Drehgeschwiudigkeit der 
Richtung nach abweieht; während nach Annahme der Vektor der Dreh- 
geschwindigkeit in die X-Aie fällt, besitzt der Vektor dos Impulses 
auch Komponenten in Richtung der Y- und Z-Axe. 

ganz entsprechender Weise erhalten wir offenbar, wenn wir 
mneW, dals die instantane Drehung um die Y- oder Z-Axe erfolgt, 
durch cy^ache Vertauschung die folgenden Werte für die Komponenten 
des zugehörigen Impulses: 
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(1') L^ — qf XYdm, M=q j {Z^^-\-X^)dm, N^—q f ZYdm 

bez. 

(1") L=— r J XZdm, M=—rJ YZdni, N=^r f {X^+ Y^)dm. 

Aus den vorstehenden Grleicliiingen ergiebt sich abei' auch sofort 
der Impuls bei allgemeiner Lage des Drehungsvektors. Wie wir wissen^ 
setzen sich sowohl Drehgeschwindigkeiten als Drehkräfte (Inapulse) wie 
Vektoren zusammen, d. h. so dafs sich ihre Komponenten einfach 
addieren. Demnach entspricht einer Drehung (j?, q, r) um die Axe 
p:q:r ein Impuls, dessen Komponenten bez. gleich der Summe der 
in den Grieichungen (1), (L) und (1") berechneten Impulskomponenten 
sind. Der zugehörige Impuls lautet daher: 


( 2 ) 




L= 

pj (Y‘-{-Z-) dm 

— qj XYdm- —rj 

^XZdm, 

Jf= 

-p j YXdm 

-hqJiZ^-\-X^)dm—rj 

( YZdm,, 

N= 

— p J ZXdm 

—q f ZYdm 



Die vorstehenden Gleichungen nehmen sofort eine sehr übersicht- 
liche Form an, wenn wir die folgende quadratische Form der Ge- 
schwindigkeitskoordinaten 


(3) T= I {/ f(Y^“ + ZJ)dm + q^J {Z^+X^)dm-{-r^ f (X^ + 

— 2qr YZdm — 2rp j' ZXdm — 2j)g J XYd-rn^ 


einführen. 

(4) 


Dann ergieht sich näml'ix^h einfach 




dq) ^ 





dr 


Wir fragen nach der mechanischen Bedeutung unserer quadra- 
tischen Perm. T. Es zeigt sich, dafs T die l^endige Kraft des Kreisels^ 
d. h. diejenige Arbeit ist, v' eiche der Impuls hei der Erzeugung des in- 
stantamm Bewegungsmstanäes leistet 

In der That, berechnen wir diese Arbeit, indem wir sie zunächst 
aus den Einzelarbeiten zusamrnensetzen, welche, die an den Massen- 
teilchen des Körpers angreifenden Einzelimpulse liefern. Kach pag. 7& 
beträgt die Arbeit, welche an dem Massenteilchen dm bei der Erzeugung 
der Geschwindigkeit (xj y\ z') geleistet wird, 

dA=^\{x'^-\-y\+ii'^)dm. 
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Die Gesamtarbeit berechnet sich hieraus durch Integration über die 
ganze Masse des Körpers; sie wird 

ij " + y'^ -|- s’'^)dm. 

Diesen Ausdruck formen wir um, indem wir die Drehgeschwindigkeit 
q, r einfiihren. Die hierzu erforderlichen Ausdrücke der x', y', 2 ' 
haben wir pag. 41 hergestellt. Wir erhalten daraufhin: 

{{— Zq + Yrf -f (— Zr + Zpy + (— Yp +0 Xq^} dm. 

Die Ausrechnung dieses Ausdrucks liefert aber gerade die rechte Seite 
der Gleichung (3). Wir werden also sagen; 

Die lebendige Kraft des Kreisels ist eine Jmnogene qtiadratische 
FunMion der Komponenten des Drehungsvehtors mit honstarden, d. h. nur 
von der Massenverteilung des Körpers ahMngigen Koeffizienten. 

Nachdem wir die Bedeutung von T erkannt haben, können wir 
die Gleichungen (4) als das genaue Analogon zu den pag. 76 für den 
einzelnen Massenpunkt angegebenen Gleichungen (7) aussprechen. 

Wir werden den Ausdruck der lebendigen Kraft noch in eine 
Reihe anderer interessanter Formen schreiben. Zunächst bemerken wir, 
dafs nach einem bekannten Satz über homogene Funktionen 




Mit Rücksicht auf die Gleichungen (4) können wir statt dessen 
schreiben 

( 5 ) T=l(pL-^qM-^rN). 

Diese Foimel drücken wir in Worten folgendermafsen aus: 

Die leiendige Kraft ist gleich dem halben Froduht aus der Gröfse 
des Impulsvehtors in die ProjeMion des PreJmngsvektors auf jenen (oder 
auch gleich dem halben Prodiikt aus der Gröfse des Drehungsvektors in 
die Projektion des Impulsvektors auf diesen). 

In der Sprache der Vektoranalysis (vgl. pag. G2) krnuien wir hier- 
für auch kurz sagen: 

Die lebendige Kraft ist gleich dem halbm skalaren Produkt aus dem 
Vektor des Impulses und dem der Drehung. 

Ohne auf den Aufbau des starren Körpers aus seinen einzelnen 
Massenteilchen^ wie hier geschehen, einzugehen, hätten wir die letzte 
Formel auch direkt aus der Betrachtung des Gesamtsystems erschliefsen 
können, indem wir eine pag. 75 gegebene Betrachtung vom einzelnen 
Massenpunkte direkt auf unsern Fall übertragen. 
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Wir knüpfen an die Arbeit an, welche eine beliebige kontinnier- 
liebe. Drehkraft (D* D^) an unserem Kreisel bei der Verrückung 

pdt^ qdt^ rät leistet. Diese beträgt nach Gleichung (2') von pag. 91: 
( 6 ) dA = {B-p + I)ygi + I)^r)dt 


Hieraus leiten wir den Ausdruck für die endliche Arbeit, welche 
unser Drehstofs i, ikf, N bei der Erzeugung' der Drehung 2h 
leistet, d. h. eben den Ausdruck für die lebendige Kraft, durch Inte- 
gration nach der Zeit folgendennafsen ab. 

Wir können unsern Drehstols D, Jf, N auffassen als eine kon- 
tinuierliche Drehkraft von konstantem sehr grofsen Betrage und sehr 
kleiner Wirkungsdauer AL Wir können also setzen: 

Ji Ji 

( 7 ) i= j Jf= j Dydt^DfAt, JV== J D^dt^D^At. 


0 0 0 
Zu Beginn des Intervalles At ist die Drehgeschwindigkeit des Körpers 
gleich Null, am Ende von At gleich (jo, r). Wir müssen nun an- 
nehmen, dals in der Zwischenzeit die Geschwindigkeit gleichnäfsig 
anwächst, so dafs 

jt Jt Jt 


( 8 ) 



Integrieren wir darauf den Ausdruck ( 6 ) für die Arbeit zwischen 
0 und t—Atj so erhalten wir mit Rücksicht auf (7) und ( 8 ) 

^ Jt Jt Jt Jj 

T — j dA — D^J pdt Dl’ J qdt + D‘J rdt 


( 9 ) 


\{D-p + Dyq + D^r) At 

■ l{Lp + 


Wir kommen also gerade zur Gleichung (5) zurück. 

In den Gleichungen ( 4 ) haben wir als Funktion der Geschwindig- 
keitskoordinateii r vorausgesetzt. Wir können aber T auch als 

Funktion der Impulskoordinaten berechnen. Es genügt zu dem Zwecke 
die Gleichungen (2) nach pj q, t aufzulösen und die so gefundenen 
Werte der letzteren Gröfsen in (5) einzutragen. Aus (2) ergiebt sich 
zunächst 


( 2 ') 


'p = -f- J.21 Jf + ^3] N , 

q — A^^L A 22 M + A 32 N, 
:r — A-^^L 4“ A^^,^ -h -^33^; 
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wo die Aii: die dnrcli den Wert der Determinante dividierten Unter- 
deterininanten des Koefazientenschemas in (2) bedeuten und wo A, , 
ist. Mit Rücksicht auf (5) bekommen wir nun für T folgenden Ausdruck: 

(30 + 2A,LM+ * • • + 

Als FmUion der Im:pulsTcoordinatm aufgefasst wird T wiederum eine 
Jiomogem quadratische Form mit konstanten Koeffizienten. 

Wir wollen noch die partiellen Differentialquotienten dieser Funktion 
nach i, M, A" bilden. Offenbar werden diese gleich den rechten Seiten 
der Gleichungen (2'); so dafs wir die Relationen finden: 

, ■ dT dT dr 

Diese Gleichungen (40 stellen die Auflösung der Gleichungen (4) in 
einer eige^itümlich symMetrisch£n Form geschrieben vor. Wohlgemerkt 
ist dabei T oben als Funktion der j?, q, r, jetzt als Funktion der 
Lf AT, AT vorausgesetzt. 

Die Gleichungen (4) oder die ihnen äquivalenten Gleichungen (40 
liefern die gesuchte Beziehung zwischen Impuls- und Drehungsvektor 
in der allgemeinsten Form. Sie stellen die ersten und wichtigsten 
Gleichungen der Kinetik des Kreisels vor. Übrigens haben sie 
genau dieselbe Form wie die analogen Gleichungen beim einzelnen 
Massenpunkte (vgl. pag. 76). Wir können, beide Gleichungstripel 
zusammenfassend, die Aussage von pag. 77 wiederholen: 

Die I)npulS'(Geschwindiglceits-)Komponenten sind die nach den Ge- 
schwindigliefits-(Impuls-)Kompon€nten gmommemm partiellen Differential- 
qmtienteh der lebendigen Kraft, ivobei wir uns die letztere als .Funktion 
der Geschwindigkeits-(Impuls-)Komponenten ausgedrückt zu denken hahe^i. 

Sodann bringen wir den Ausdruck der lebendigen Kraft mit dem 
Begriff der Trägheitsmomente in Zusammenhang. Bekanntlich bezeichnet 

man die Koeffizienten von - - q^j ~ r“ in dem Ausdrucke (3) als die 

Trägheitsmomente des Körpers bez. um die Axen X, F, Z. Andrer- 
seits nennt man die Koeffizienten von pQj — qr^ — rp in dem- 
selben Ausdrucke gelegentlich „Trägheitsprodukte^^ (oder auch „Centri- 
fugalmomente^O- Ferner wird das Trägheitsmoment M des Körpers 
um eine beliebige Axe durch die Gleichung definiert 

M=JnHm, 

wo M den Abstand des Teilchens dm von der betr. Axe bedeutet, und 
WO das Integral über die ganze Masse des Körpers zu erstrecken ist. 
Zu demselben Integrale kommen wir aber auch von dem Ausdrucke 
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der lebendigen Kraft ans. Bemerken wir^ dafs die Lineargescliwindig- 
keit eines Teilcbens dm unseres Körpers gleieli dem Produkt aus der 
Winkelgeschwindigkeit des Körpers um die instantane Drehungsaxe in 
den Abstand des Teilchens von dieser Axe ist^ bezeichnen wir erstere 
mit 52, letzteren mit jR, so gilt demnach 

Mithin wird 

(10) T^\f + y'^ + = I’ J Wdm = f Ql 

Den Ausdruck T — Y die lebendige Kraft des starren 


Körpers vergleichen wir mit der Formel für die lebendige 

Kraft des einzelnen Massenpunktes. Wir werden dann sagen können: 

Die lehendige Kraft des Kreisels lerechnet sich gerimi ebenso aus 
der WinTcelgeschwindiglceit und dem mr instantanen Drehaxe gehörigen 
Trägheitsmoment, wie die lebendige Kraft des einzelnen Punktes aus 
Geschwindigkeit und Masse, 

Wir mögen die Gleichung (10) ferner dazu benutzen, um den 
allgemeinen Ausdruck für M aufzustellen. Bezeichnen wir die Rich- 
tungscosinus der instantanen Drehungsaxe p : q:r gegen das Koor- 
dinatenkreuz XTZ mit a, ß, y, wobei 


P 






SO ergiebt sich aus (10) und (3): 

a® f (Y® + Z^)dm + ß^J + fj (Z®+ Y®)d 
YZdm 


m 


( 11 ) 


2ßy j YZdm — 2yaJ. 


ZXdm 


2aßJ XYdm. 


Das Trägheitsmoment um ebne beliebige Axe (cc, ß, 'y) ist also eine 
homogene quadratische Funktion der Richtungseosimis a, ß, y, und mvar 
hängt es von diesen Gröfsen in ganz derselben Weise ab, wie 2T von den 
GescMvindigkeitskomponenten p^qy^^^ 

Wir führen sodann den seitPoinsot allgemein üblichen Begriff des 
Trägkeitsellipsoides ein, indem wir zunächst auf der Axe (a, ß, y) die Strecke 

^ 'j/^ als Radiusvektor ahtragen. Der Endpunkt dieser Strecke 

besitzt die Koordinaten 


Machen wir die gleiche Konstruktion für alle möglichen Axeri (a, ß, y), 
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so entsteht eine Fläche zweiten Grades u. zw. ein Ellipsoid, welches 
die Gleichung hat 

1 = -f dm + + X") dyn + (X® + F^) dm 

— 2'ritJ YZdm — ZXdm — J XTdm. 

Die drei Hanptaxen dieses Ellipsoides sind die sog. Hauptträgheits- 
üXGK. ÜGiikGii wir uns dio KoordinutGnaxeii Y, Z in die Haupt*- 
trägliGitsaxen verlegt j so müssen in der Gleictung des Träglieifcsellip- 
soides die Produkte rit, Sl, h verschwinden. Die Haujptträglmtsaxen 
sind also dadurch ausgezeichnet, dafs in Bezug auf sie als Koordinaten- 
axen die Trägheitsprodulite gleich Null werden. Die Gleichung des Träg- 
heitsellipsoides nimmt in diesen Koordinaten die Form an 

( 12 ) 

wo die Grölsen 

A dm, B=J {Z^ + X^) dm, C (X^ + Y^) dm 

die Hauptträgheitsmomente in Bezug auf den Unterstützungspunkt 0 
heifsen. 

Übrigens kann nicht jedes Ellipsoid als TrägheitseUipsoid figurieren. 
Man erkeimt nämlich aus den angegebenen Ausdrücken der Ä, B, C 
leicht^ dafs diese Gröfsen gewissen Ungleichungen genügen: 

Ä<B+C, C<A + B, 

Ungleichungen, welche wir am einfachsten in die Aussage zusanoneU ' 
fassen: Die A, B, C sind Seiten eines möglichen geradlinigen Dreiecl:^i. 
Damch gehören also nur solche EUipsoide zu wirhUchm Körpern als 
Träghdtselüpsoide hinzu, aus deren reziprolcen HaupkixenqmtdraifM em 
Dreieeh Icomtruiert werden Icann, 

Der Ausdruck (11) für das Trägheitsmoment um ein.o beliebige 
Axe geht bei unserer jetzigen Wahl der Coordinatenaxeu über in 

M = Aa^ -f- -f Cf. 

Ebenso wie dieser Ausdruck transformiert sich aber auch die lebendige 
Kraft des Köi'pers. Nach (10) erhalten wir für letztere 

(13) r = i (Ap^ + Bq^ + Cr^). 

Endlich vereinfachen sich auch die Gleichungen (2) erheblich, 
wenn wir das Koordinatenkreuz mit dem „Hauptträgheitskreuz/^ au*- 
sammenfallen lassen. Es wird nämlich der Impulsvector {L, M. N), 
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welcher m einem hdiehigen DreJmngsveetor q, r) gehört , nunmehr 
durch die folgenden fimdammtalen Gleichungen hestinmit: 

(14) L = Äp, N=Cr, 

In Folge dessen ergiebt sich aus (13) noch folgender Ausdruck der 
lebendigen Kraft in den Impulskoordinaten: 



Wir werden aus den Gleichungen (14) ebenso wie aus den früheren 
Gleichungen (1) schliefsen können^ dafs Drehungsvektor und Impuls- 
vektor im Allgemeinen einen von ISTull verschiedenen Winkel mit ein- 
ander bilden. In der That ist, sofern die Hauptträgheitsmomente 
A, By C sämtlich von einander verschieden sind, die Proportion 

L : M : N — 2 ) : q: r 

nur dann erfüllt, wenn zwei Komponenten des Drehungsvektors (Impuls- 
vektors) verschwinden. I)reh%ii^%gsveUor und ImpulsveJäor fallen also nur 
dann zusammen, wenn einer der beiden Vektoren (und also mgleich der 
andere) in einer der drei Hauptträgheitsaxen liegt 

Der Zusammenhang zwischen unseren beiden Vektoren läfst sich 
endlich in geometrischer Form durch eine einfache Konstruktion be- 
schreiben, welche im Wesentlichen schon von Po in so t angegeben ist. 
Wir gehen von dem Trägheitsellipsoide 

+ B^f + = 1 


aus und legen durch den Endpunkt des Drehungsvektors p^ q, r das 
mit dem Trägheitsellipsoide ähnliche und ähnlich gelegene Ellipsoid 
hindurch. Dieses wird die Gleichung haben 


Im Endpunkte des Drehungsvektors legen wir sodann die Tangential- 
ebene an das letztgenannte Ellipsoid: 

Apl + Bqri^Grt===^2T. 

Das Lot von 0 auf diese bekommt die Richtung 

Ap:Bq:Cr = L:3£:N, 

d. h. die Richtung des Impulsvektors. Die Länge des Lotes beträgt 

2T 

wo 

G^y lA + A2 

die Länge des Itripuisvektors bedeutet. Ist uns also der Drehungs- 
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Tektor und mithin auck die Gröfse T der lebendigen Kraft gegeben, 
so bestimmt sich aus unserer Konstruktion die Richtung und auch die 
Gröfse des Impulses. Insbesondere jtönnen -wir den Satz aussprechen: 

Der RkJitmtg nach liegt der Impdsväitor senkrecht m d(»-jenigefi 
Ebene, welche dem Rrehungsveläor bezüglich des TrägheitsdUx)Sotdcs Jcon- 
ßugiert ist 

Eine ganz 8,naloge Konstruktion führt dazii,^ wenn der Impnk- 
Tektor' gegeben ist, Gröfse und Richtung des Drehungsvektors zu be- 
stimmen. Wir legen durch den Endpunkt des Impulsvektors die zu 
ihm normale Ebene. Ihre Gleichung wird: 

Unter den mit dem TrägheitseÜipsoide ähnlichen und ähnlich ge- 
legenen. Flächen giebt es eine,' welche unsere Ebene berührt. Es ist 
dieses das Ellipsoid: 

-I- Rf -f = 1^- 


Die Yöi’hindnngslinie des Berührungspunktes mit 0 liefert dann 
die Richtung des Drehungsvektors. Die Gröfse desselben erfahren wir, 
wenn wir irgend eine Lineardimension des letztgenannten Ellipsoides 
. mit der entsprechenden Lineardimension des Trägheitsellipsoides ver- 
gleichen. Zwei solche Längen stehen in dem Verhältnisse 
Da nun G gegeben, so ist hiernach die Gröfse von T und mithin 
auch die Länge des Drehungsvektors bekannt. — 

Es wäre nicht schwer gewesen, die entsprechenden Entwickelungen 
gleich allgemeiner für den Fall des frei beweglichen starren Körpers 
zu geben. Wii* können . uns darauf beschränken, die Resultate für 
diesen Fall direkt hinzuschreiben, weil ihre Ableitung von den obigen 
Entwickelungen nur wenig verschieden ist. 

Wir bezeichnen die Koordinaten der Impulsschraube mit X, I] Z 
L, M, N, die der Bewegungsschraube, wie früher, mit x\ y\ q, r 
Am einfachsten bestimmen sich die ersteren Gröfsen durch die letzteren 
vermittelst der Gleichungen: 


(16) 


X==l-^ 



Y—^ 
~~ dt/’ 


d_T ■ 


z = 


bT 
dz' ^ 



1 ist hierin der Ausdruck der lebendigen Kraft, als Funktion der 
Geschwindigkeitskoordinaten geschrieben. Um diesen Ausdruck möglichst 
bequem zu gestalten, legt man den Bezugspunkt in den Schwerpunkt 
und lässt das im Körper feste Koordinatensystem mit den durch den 
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Sciiwerpiin.kfc gellenden Hauptaxen zusaminenfallen. Dann wird nämlicii 
einfach 


In den Impulskoordinaten gesckrieben nimmt T die Form an: 

Hieraus erkennt man, dafs die XJmkehrung der Grleichuiigen (16) lautet 
dT , _ ^ . r _ dT 




dx^ 

dT 

dL^ 


^ ar^ 

_ dT 
dM’ 




dT 

dN> 


wo bei den Differentiationen der zuletzt angegebene Ausdruck von T 
zu benutzen ist. Diese Gleichungen sind hier allerdings der Einfachheit 
wegen nur für eine spezielle Lage des Bezugspunktes und bei spezieller 
Wahl der Koordinatenaxen XYZ abgeleitet. Sie sind indessen hiervon 
unabhängig und gelten ebenso allgemein wie die Gleichungen (16). 

Die Gleichungen (16) und (16') sind in ihrem ersten auf die 
Bewegung des Schwerpunkts bezüglichen Teile mit den Gleichungen 
(7) und (7') des ersten Paragraphen, in ihrem zweiten auf die Be- 
wegung um den Schwerpunkt bezüglichen Teile mit den Gleichungen 
(4) und (4') dieses Paragraphen genau identisch. Sie stellen die ersten 
und wichtigsten Bestimmungsgleichungen der Kinetik des freien starren 
Körpers dar. 

Aus den oben angegebenen Ausdrücken für die lebendige Kraft 
ergiebt sich unmittelbar die folgende Gleichung 

T=l{x'X + y'Y+g'Z-j-pL + qM + rN), 

welche natürlich wieder direkt aus dem Ausdrucke (2) von pag. 90 für 
die bei einer unendlich kleinen Verrückung geleistete Arbeit abgeleitet 
werden kann. Die Klammer auf der rechten Seite dieser Gleichung hat 
natürlich eine einfache geometrischö Bedeutung, welche nur von der Be- 
schaffenheit der beiden Schrauben und ihrer gegenseitigen Lage, nicht 
von ihrer absoluten Stellung im ßaume abhängt, und wird das Moment 
der heidm Schrauben auf einander genannt. Das Moment drückt sich 
in folgender Weise durch die Ganghöhen h und li der beiden Schrauben, 
den kürzesten Abstand A, den Neigungswinkel g? der beiden Schrauben- 
axen und die Gröfse der Drehgeschwindigkeit Q sowie die Gröfse des 
Schieheimpulses S aus"^): 

QS{ 27t A sin g) + (^ +• ^0 9 ! * 

“’) Vgl. F. Klein, Math. Ann. Bd. II, pg. 368. Ball bezeichnet 1. c. den 
fraglichen Ausdrack als den „virtuellen Koeffizienten^* der Schrauben, 
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Der Begriff des Impulses beim aUgemeinen Kreisel ist von I’oinsot 
in den mehrfach zitierten Arbeiten vollständig entwickelt worden. Die 
Bezeichnung Poinsot’s lautet eoupk d’imjmlsion (ImpulHmoment) (in 
der deutschen Bearbeitung von Schellbach als „das die Bewegung an- 
regende Kräftepaar“ übersetzt). 

§ 4. Übertragung der vorbergelienden Hesultate auf den Spezialfall 
des Byinmetrisoh.en Kreisels- 

Wir gehen jetzt speziell auf den symmetrischen Kreisel ein, nehmen 
also an, dafs unser Körper Rotationssymmetrie um die Fignirenaxe 
besitzt. Es wird die Frage sein, welche Vereinfachungen sich iji den 
vorangehenden kinetischen Betrachtungen aus dieser Annahme ergeben. 
Ebenso wie die Massenverteilung des Körpers besitzt natürlich auch 
das Trägheitsellipsoid Rotationssymmetrie um die Figurcnaxe. Das 
Tnigheitsellipsoid wird also eine Rotationsfläche. Aufser der Figurenaxo 
werden alle Aien der Äquatorebene des Kreisels Hauptaxen <leH Ellip- 
soids und Hauptträgheitsaxen des Köi-pers. Alle diese Haxiptaxen und 
alle zugehörigen Hauptträgheitsmomente sind überdies einander gleich. 

Wollen wir den Kreisel auf ein Hauptträgheitskreuz als Koordinaten- 
kreuz beziehen, so brauchen wir nur etwa die Z-Axa in die Figuren- 
aie zu legen; dann fallen die Axen X und Y in die Acpmtorelxmc 
und werden von selbst Hauptträgheitsaxen von gleichem Hauptträgheita 
moment. Bezeichnen wir die Hauptträgheitsmoraente um <ii<5 X-, Y 
und Z-Axf> vrie früher mit A, B und C, so haben wir hiernach dir 
für den synimeirischen Kreisel charaJckristiscJie Beeiehun;/ 

A^B. 

Die Gleichung des Trägheitsellipsoids lautet daher txü der jetzigen 
Wahl des Koordinatensystems 

+ + 

der Ausdruck der lebendigen Kruft wird 

und die Relationen zwischen den Komponenten des Inipnlsiis und den 
Drehungsvektors schreiben sich in ihrer einfachsten Form: 

L^Ap, 31 ^Aq, N^Gr, 

Wir wollen hier zunächst eine schon in der Einleitung in Aus- 
sicht gestellte Verallgemeinerung der BegrifFsbestimmung des sym- 
metrischen Kreisels anknüpfen. Wir wollm einen stamm Körper mit 
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festem Unterstiltmngsimnlcte 0 immer dann einen symmetrischen Kreisel 
(oder Kreisel schlechttmj) nennen, ivenn von dm drei HaupUrägheits- 
momentm durch 0 ztmi einandm* gleich werden und überdies der Schwer- 
punkt auf der A.xe des driUen Hauptträgheitsmomentes gelegm ist Ein 
solclier Körper wird sich hinsichtlich aller Fragen, die die Rotation 
um den Punkt 0 unter dem Einflüsse der Schwere betreffen, genau 
so verhalten, wie ein Körper, der die früher vorausgesetzte geometrische 
Rotationssymmetrie um die Figurenaxe besitzt. Desgleichen werden wir 
die Bezeichnung „Figurenaxe und Äquatorebene des Kreisels auf die 
Figurenaxe und die Äquatorebene des Trägheitsellipsoides unseres all- 
gemeineren Körpers übertragen. Die Äquatorebene ist alsdann dadurch 
ausgezeichnet, dafs ihre sämmtlichen Axen Hauptträgheitsaxen von dem 
gleichen Hauptträgheitsmomente Ä sind. Wir können von einem solchen 
Körper sagen, dafs er zwar keine geometrische, aber eine mechanische 
Rotationssymmetrie um die Figurenaxe besitzt. 

Im Übrigen werden wir drei Unterarten von symmetrischen Ki’eiseln 
unterscheiden, je nachdem das Ti’ägheitsellipsoid ein verlängertes, ein 
abgeplattetes Rotationsellipsoid oder im Speziellen eine Kugel ist. Wir 
sprechen demnach von einem verlängerten, einem ahgeplaUeten Krmel 
oder einem Kugelkreisel. Der Kugelkreisel ist speziell dadurch aus- 
gezeichnet, dafs jede durch 0 verlaufende Axe eine Hauptträgheitsaxe 
des Körpers darstellt. Da die Hauptaxen des Trägheitsellipsoides 
die reziproken Werte von und Y^C sind, so wird das Trägheits- 
cllipaoid ein verlängertes , wenn ^>C, ein abgeplattetes, wenn J^<C. 
Im Grenzfalle A ~ C geht das Trägheitsellipsoid in eine Kugel über. 
Demnach lautet die Bedingung für 

einen verlängertm Kreisel: .A > C, 

„ abgeplatteten „ : < G, 

„ Kugelkreisel „ : -^4 =*= C. 

Als Beispiel der drei Arten von Kreiseln mit geometrischer Rotations- 
Bymmetrio können wir allemal ein mit homogener Masse erfülltes 
Rotationsellipsoid nehmen, welches je nachdem verläugeii}, abgeplattet 
oder eine Kugel ist. Es ist aber auch leicht Beispiele von Kreiseln 
mit nur m^clumiseher Rotationssymmetrie zu konstruieren. In der That 
stellen vier Massenpunkte von gleicher Masse, welche die Ecken eines 
Quadrates bilden und mit einander durch starre massenlose Stäbe ver- 
bunden gedacht werden, einen symmetrischm Kreisel mit abgeplattetem 
Trägheitsellipsoid dar, welcher nur mechanische Rotationssymmotrie be- 
sitzt, Befestigen wir auf der Figurenaxe dieses Kreisels, d. h. auf der 
im Mittelpunkte 0 des Quadrates errichteten Normalen einen fünften 
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Massenpunkt, so erhalten wir je nach dem Abstaude dic.se.s i’iinktes 
Ton 0 und je nach seiner Masse einen verlängerten, einen silig<‘[)liil toten 
Eieisei oder einen Kugelkreisel von gleichfalls nur mechcmisclifr I{<it!itiou.s- 
symmetrie. Insbesondere betonen wir des Späteren wegen, dal’s wir 
auf die angegebene Weise immer einen Kugdkreisd herstelli'n können, 
wdcher ein heliehig vorgegehenes (positives oder neguHves) Drehmoment 
der Schwere P hesitd, dessen Schwerpunkt also nicht mit 0 SHsammen- 
fäUt. Wir köimen zu dem Zwecke die Massen der zuerst genannten 
vier Punkte etwa gleich 1 gr und die Seiten des Quadrakis, in deren 
Ecken sie befestigt sind' gleich 1 cm wählen. Über den fihifton Punkt 
haben wir dann so zu verfügen, dafs (unter g die Be.schleiinigung der 
Schwere verstanden) seine Masse m und sein Abstand E von 0 bez. worden 



Wir führen nun die Poinsotsche Konstruktion, durch wolclio wir 
uns den Zusammenhang zwischen Impuls- und Dr(ihung.saite v(>run- 
schaulichten, für den symmetrischen Kreisel durch. Die Vor<'inf'achnng, 
welche sich gegen früher ergiebt, besteht darin, dals wir die Kon- 
struktion in der Ebene ausführen können, nämlich in der durch die 
instantane Drehungsaxe gehenden Meridianebone. Dalnd macht sich 
ein charakteristischer Unterschied zwischen unseren drei Krciselartou 
bemerklich. 


Wir denken uns etwa den Drehungsvektor gogobem. Durch die 
Axe OB desselben legen wir die Meridianebene FOIi, wehdio wir im 
Folgenden als Zeichenebene benutzen werden. Die Figurtmaxo zeichnen 
wir vertikal nach oben. Die Tangentialebene in dmn Punktt- R\ d„m 
^ Schnittpunkte der Drehungsaxe mit «hun aVilgluiLs 

f ellipsoid oder einem der pag. 101 benutzten ähnliclien 
und ähnlich gelegenen Ellipsoido, steht .senkrecht auf 
: der Zeichenebenc, mithin fäUt das Lot von O «uf diesf^ 
Ebene in die Zeichenebene hinein. Statt der 'Duigerdial- 
ebene genügt es daher die in unserer Moridiaiiel)en!' 
gelegene Tangente an das Trägheitsellipsoid zu be- 
trachten. ; ■ Im Einzelnen stellt .sich du' tiae-he .so: 

Kg. 13. wrUngerk Kreisel, A > 6 '. Das l.ot von O 

auf die Tangente in K fällt auf die entgcg(mg.'.setzte 
Seite der Rotationsaxe wie die Figiirenaxe (vgl. Figur W',). Dri dem- 

verlängerten Kreisel liegt also die Potationsaxe sivmhm der Impuls- und 
der Figurmaxe. 

2 Der algeplattete Kreisel, A < C. Das Lot von 0 auf die 
Tangente in li findet sich in dem spitzen Winkel zwlsdif,, 
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und Rotationsaxe (vgl. Fig. 14.) vor. Beim abgeplatteien Kreisel, liegt 
also die Impulsaxe zwischen der Rotations- und der Figurenaxe. 

3. Der Kiigellcreiselj A—C. Da der Meridiansclinitt des TrägKeitS“ 
ellipsoides in einen Kreis ausartet, geht das Lot von 0 auf die Tangente 




durch den Berührungspunkt R' derselben hindurch (vgl. Fig. 15). Beim 
Kugellcreisel fallen somit Impuls-- und Rotationsaxe notwendig zusammen. 

Es verhält sich also nur der Kugelkreisel sozusagen ^jisotTop^\ d. h. 
in der Weise, dafs die Axe der Drehbewegung mit der Axe der die 
Bewegung erzeugenden Drehkraft zusammenfällt. Der abgeplattete und 
der verlängerte Kreisel zeigen das entsprechende Verhalten nur dann, 
wenn die Drehung um die Pigurenaxe oder um eine Axe der Äquator- 
ebene erfolgt, wie xmmittelbar aus unserer Konstiuktion ersichtlich ist. 
Alle diese Fälle sind übrigens in unserer obigen allgemeinen Regel 
enthalten, wonach der Drehungsvektor und der Impulsvektor dann und 
nur dann ihrer Richtung nach zusammenfallen, wenn einer der beiden 
Vektoren in einer Hauptträgheitsaxe des Körpers liegt. — 

Während wir bisher den Bewegungszustand durch die Kompo- 
nenten jrq q, r ausgedrückt und entsprechend den Impuls durch die 
Komponenten L, ilf, N dargestellt haben, wollen wir uns nun die 
instantane Drehung des symmetrischen Kreisels dui-ch die Änderung 
der Eul ersehen Winkel 93 , 1 /;, ^ gegeben denken und nach den „zu- 
gehörigen Komponenten des Impulses^^ fragen. Übrigens gelten die 
folgenden Überlegungen auch für den allgemeinen Kreisel. Wir geben 
diese Eniwickelungcu erst hier beim symmetrischen Kreisel nur des- 
halb, weil die Formeln, für jenen etwas lang werden. 

Wie wir allgemein die zu einer Geschwindigkeitskoordinate hin- 
zugehörige Kraftkoordinate definieren wollen, haben wir für den 
starren Körper pag. 92 bereits festgesetzt. (Wir verweisen auch 
auf die ganz ähnliche Betrachtung von pag. 78 beim einzelnen Massen - 
punkte). Was von den Kraftkoordinaten gesagt ist, gilt natürlich 
ebenso für die Impulskoordinaten; was über den frei beweglichen starren 
Körper entwickelt wurde, überträgt sich in unmittelbar verständlicher 
Weise auf den Kreisel. 
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II. Einführung in die Kinetik des Kreisels. 


Fach den angezogenen Regeln haben wir von <Ien Gleichungen 
auszugehen, welche die alten Geschwindigkeitskoordinaten p, q, r durch 
die neuen f', »' ausdrücken. Es sind dieses die „kmemntischeiV^ 

Gleichungen von pag. 45: . 

p = sin.'O’ sin 9 ) + cos (p, 

< q^= rjj' sind'coscp — 'd*' sin <p, 
y -f- ^'cOS'd’. 

In Folge dessen hängen die neuen Impulskomponenten, die wir mit 
['h]? ['*']) [®1 bezeichnen, mit den alten folgendermafsen zusammen: 

[ 0 ] == 

[ 0 ] = L sin d' sin qi -{- M sin '9' cos 9 ? 4" .N^cosit , 

[ 0 ] = jL cos 9 ) — M sin q>. 

Hier ersetzen wir noch L, M, N durch ihre Ausdrücke in den <p', t', ■0-', 
die sich aus den Gleichungen (1) ergeben, indem wir diese bez. mit 
A, A und C multiplizieren. Dann bekommen wir: 


( 2 ) 


[0] = C((p' -|- cos 9), 

[0] = C cosfl-qo' + (p 4“ .‘■1 ein "9) t/’', 

[0] = ^9'. 


Wir weisen abermals auf den Zusammenhang hin, welcher zwischen 
den Impuls- und Geschwindigkeitskoordinaten und den partielhui Ditle- 
rentialquotienten der lebendigen Kraft besteht. Dafs dieser Zu.saminen 
hang, welchen wir von den Geschwindigkeitskooi'dinaten p, q, r hei- 
kennen, bestehen bleibt, wenn wir die neuen Koordinaten ip', t/-’, 9' 
einführen, welche mit den alten linear Zusammenhängen, i.st liei un.serer 
Definition der Impulskoordinaten an sich selbstverständlich. Wir mögen 
uns davon aber immerhin wie folgt überzeugen. Der Ausdruck der 
lebendigen Kraft 

r=^(A(p» + 9*)4-6V) 

lautet den Gleichungen ( 1 ) zufolge in den Koordinaten (p\ ip\ ge.- 
schrieben: 

(3) T = - -f- sin^'O’.^'“) -f- cosIK 


Hieraus ergiebt sich aber unmittelbar als Analogon zu den Gltiichungen 
(4) des vorigen Paragraphen 


(4) 


[ 0 ] 


d(p'^ t J "^r^y 
Ebenso verifiziert man leicht, dafs die 
logen Beziehungen statthaben. 


; [ 0 ] = 


dT 
b •l)’' 


ZU den Gleichungen (4') ana- 
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Schliefslich. fragen wir nacli der geometrischen Bedeutung unserer 
Impulshoordinaten [<t>], [ 0]5 wir folgern diese ans der geometrisclien 

Bedeutung^ welche der Ausdruck (2') von pag. 91 für die Arbeit einer 
unendlich kleinen Verrückung unseres Kreisels besitzt. 

Ebenso^ wie wir pag. 96 den Ausdruck der lebendigen Kraft auf- 
fassen konnten als das halbe Produkt aus der Länge des Drehungs- 
vektors in die Projektion des Impulsvektors auf diesen, so werden wir 
jetzt sagen: Der Ausdruck 

dA = (D^p D^q -j- D^r) dt 

für die Arbeit j welche eine beliebige an unserm Kreisel angreifende Dreh- 
kraft D bei der unendlich kleinen Verrückung {p, q, r)dt leisten würde f 
ist bis auf den Faktor dt gleich dem Produkt aus der Gröfse der Dreh- 
geschwindigkeit in die Projektion der Drehkraft auf die Axe der letzteren. 
Führen wir nun unsere Geschwindigkeitskoordinaten q)\ statt 

der p, q, r ein, so behält der Arbeitsausdruck, wie wir wissen, seine 
frühere Form. Die vorstehende Gleichung geht daher, wenn wir die 
den (p, S'' zugehörigen Koordinaten von D bez. mit cl>, Y, 0 be- 

zeichnen, in die folgende Über: 

dA = + 0-9’') dt. 

Wir betrachten nun speziell eine unendlich kleine Drehung, für welche 
= -9-' =r= 0 ist, so dafs die entsprechende Arbeit gleich 0q)'dt wird. 
In diesem Falle liegt, da q)' eine Drehung um die Figurenaxe bedeutet, 
der Drehungsvektor in der Figurenaxe. Aus der geometrischen Be- 
deutung von dA folgt dann sofort, dafs <1> die senkrechte Projektion des 
Vektors D auf die Figurenaxe bedeutet Ferner fallen die Drehungs- 
vektoren und '9-' bez. in die Richtung der Vertikalen und der Knoten- 
linie. Hieraus folgt in gleicher Weise, dafs V und 0 die senkrechten 
Projektionen des Vektors D auf die Vertikale und die Knotenlinie dar- 
stellen. Genau dieselbe geometrische Bedeutung kommt natürlich im 
Speziellen unseren Impulskoordinaten [cp], [M^], [0] zu. Diese Gröfsen 
sind bez. gleich den smlcrechten Projektionen des Impulsvektors auf die 
Figurenaxe, die Vertikale und die Knotenlinie. 

Wir können ohne weiteres das Resultat der letzten Betrachtung 
dahin verallgemeinern, dafs wir sagen: Wenn wir unter Zugrundelegung 
von irgend drei schiefwinkligen Axen dm Drehwngsvekior in Komponenten 
parallel diesen Axen zerlegen, erhalten wir die zugehörige Zerlegung des 
Kraft- oder Impulsvektors, indem wir diesen senkrecht auf jene Axe 
projizieren. 
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11. Einfülirung in die Kinetik des Kreisels. 


§ 5. Die beiden fundamentalen Sätze über das Veriialten des 
Impulsvektors beim Ablauf der Bewegung. 

W^ährend wir uns bislier über den Impuls orioriticiton, welclier 
einem instantanen Bewegungsznstande des Körpers entsprielit od<‘r, was 
dasselfee ist, üfeer den instantanen Bewegungszustaiid, welcher aus 
einem gegefeenen Impnlse resnltiert, wird es nnsere iiäcJiste Aufgabe 
sein, den Ablauf der Bewegung in der Zeit zu untersuclum. Die bisher 
erörterte Beziehung zwischen den Vektoren des Impulses uiul dei in- 
stantanen Drehung war ganz unabhängig von den äufseren LTinständeri, 
unter denen die Bewegung vor sich geht, d. h. von den kontinuierlichen 
Kräften, die auf den starren Körper wirken. Die weiteren Betraclitungcui 
aber werden wesentlich hierdurch bestimmt. Wir raaclien in di(>.ser 
Hinsicht einerseits die Annahme, dafs unser Körjujr überhaupt keinen 
äufseren Kräften, insbesondere auch nicht der Schwerewirkung aus- 
gesetzt ist. Andrerseits werden wir beliebige kontinuitirliclie Kräftt; 
zulassen. Wir argumentieren zunächst auf den frei bewegliclien starren 
Körper. Dabei stellen wir der Betrachüoig <ks Beim/ioufszitsttmdfs di« 
Unterstichung des Impulses voran. Wir fragen also in erster Linie: 
wie ändert sich der Impuls uns&res Körpers hei der hiiftrfrrim IkwtpurKj? 
Die Änderung des Bewegungszustandes leiten wir erst später luis deni 
Verhalten des Impulses her. Die Antwort auf uiiscn) Krage lauttd 
einfach folgendermafsen: 

Der Impuls ändert sich überhaupt nicht; er hleiU xvährnid d<r lie 
wegung im Baume Jconstant. 

Wir begründen diesen fundamentalen Satz veii der Kinetik des 
einzelnen Massenpunktes aus möglichst elementar in folgender Weis«'. 

Wir gehen von einem einzelnen Massenteilchen aus, wclohcs 
frei beweglich und keinen Kräften unterworfen ist. Der Imi)nls eines 
solchen Teilchens bleibt, wie wir wissen, nach Itichtuug und (iröl's«! 
im Raume konstant. (Galileisches Trägheitsgesetz.) 

Betrachten wir nun zwei Massenteilchen P und P', welclie starr 
verbunden und übrigens keinen äufseren Kräften aiusgcesetzt sind. Die 
Wirkung der starren Verbindung ersetzen wir dynaniisch durcii ICräft.e 
u. zw. haben wir im Punkte P eine nach P' und in P' (dne gleich 
grofse nach P gerichtete Kraft. (Newtons lex tertia.) Die gemein- 
same Gröfse dieser beiden Kräfte hängt von der Inanspruchnahme der 
starren Verbindung ab und bemifst sich nach Gröfse und Richtung 
der gerade geltenden EinzeMmpulse von P und P'. Fügen wir tiiese 
Kräfte wir können sie Reaktionskräfte nennen — hinzu, so dürfen 
wir unsere beiden Massenpunkte weiterhin wie frei bewegliche Punkte 
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beliandeln. Nun änderij sich in Folge des Hinzntretens der Reaktions- 
kräfte die Einzelixnpnlse von P und P' kontinni erlich^ indem sie sich 
mit den zu den Ileaktionskräften gehörigen unendlich kleinen Stöfsen 
geometrisch addieren (Newtons lex secunda). Anders ist es mit dem 
Gesamtimpulse des von den beiden Massen gebildeten Systems. Wir kon- 
struieren diese Impulsschraube, indem wir die Einzelimpulse der beiden 
].^unkte nach den Regeln der elementaren Statik zusammensetzen. Bei 
dieser Konatniktion heben sich aber offenbar die beiden entgegengesetzt 
gleichen Reaktionskräfte in jedem Momente gegenseitig auf. Die resul- 
tierende Stofsschraube verhält sich also geradeso, als ob unsere Reaktions- 
kräfte nicht vorhanden und unsere Masseiipunkte frei wären. Bie bleibt 
’hvifkm für Me ganze Dauer der Bewegung Jconstani. 

Nicht anders verhält sich ein System von drei starr mit einander 
verbundenen Massenpuiikten, welche keinen äufseren Kräften unter- 
W'orfen sind. Hier haben wir nicht ein, sondern drei Paare entgegen- 
gesetzt gleicher Reaktionskräfte zu betrachten, welche in den Seiten 
des von unsern Punkten gebildeten Dreiecks wirken,, Wiederum werden 
durch diese die zu den Systompunkten gehörigen Einzelimpulse successive 
abgeändert. I'ür die Konstruktion der zum Gesamtsystem gehörigen 
StoJkscLrau1)e al)er kommen die Reaktionskräfte nicht in Betracht; diese 
Schraube yorliült sic;h genau so, wie wenn unsere di'ei Massenpunkte sich 
nach. (hm. Galilcischcn Trägheitsgesetz frei im Raume bewegten. 

Dieselbe Überlegung überträgt sich unmittelbar auf den Fall be- 
liebig vieler irgendwie verbundener Massenpunkte und weiterhin auf 
(iin ihn llaum kontinuierlich erfüllendes Massensystem, welches von 
kiuniui äufseren Kräften angegxiffeii wird. Sie gilt sogar für den all- 
genuiineren Fall eines nicht starren Systems, zwischen dessen Punkten 
lediglich innere Kräfte wirken, die dem Prinzip der Gleichheit von 
Wirkung und Gegenwirkung genügen, also z. B. für einen elastischen 
Körper, für das Planetensystem oder für ein Flüssigkeitsquantum. 

Im Palle des frei beweglichen starren Körpers sprechen wir das 
Resultat hier ausdrücklicli als den ersten der den Ablauf der Bewegung 
regelnden Sätze aus: 

Satz I: Die Impulsschraiibe des starren Körpers bldht bei der 
kriifUfreien Bewegung im 'Räume konstant 

Es wird nützlich sein, diesen Butz in die Sprache der gewöhn- 
lichen aiialytiBchen Mechanik zu übertragen. Wir berechnen zu dem 
Zwecke die Komponenten der genannten Schranbe nach der Regel von 
pag. 85; für P/, P/, P/ haben wir dort die Komponenten der Einzel- 
impulBe aller Massenpunkte zu nehmen, welche den Körper konsti- 
tuieren, haben also zu setzen: 
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11 Einführung in die Kinetik des Kreisels. 


Pf = a:/ Aw-t, “ yt Awj, Pi Aw/, 
und haben scWiefelich von der Summation zur Integration 
gehen. So erhalten wir zunächst: 



überzu- 


Die hier auftretenden Integrale sind nichts anderes wie die (mit 
m multiplizierten) Schwerpunktsgeschwindigkeiten. Unstr Satz bem(ß 
insoweit, dafs die GeschwindigMt des Schwerpunktes eine Konstante ist; 
er ist identisSi mit detn einfoichsten Falle des socf. SehwetpunlUsatzes. 

Wir berechnen in gleicher Weise die Drehmomente IK, Dv, J)‘ 
unserer Schraube um 0. Nach denselben Regeln wie oben ergiebt sich: 


= J {z'y — y's)dni = d'’’, 

D’j == J (x' 0 — z' x)dm — c'^, 

j)z ^ j (y'x — x'y)d 


im = e 


Auch diese Gleichungen sind uns aus der gewöhnlichen Me<*.hanik: 
wohlbekannt; es sind dieses einfach die sog. Flüchensätzf^. Unser Salz 
ist also in seinem zweiten auf die Drehlco^njmienten hezüglirkm Teile 
identisch mit den Flächensätzen , welche, wie bekannt, ].)ei der freiten 
Bewegung des starren Körpers in Kraft treten. 

Man bemerke noch insbesondere, dafs unsere geonietriwdK*. Be- 
trachtung gewisse einfache Integrationen impliziert, welche man bei der 
analytischen Ableitung ausznführen gezwungen ist. Das Ätpiivalent. der- 
selben bestand in der Erkenntnis, dafs die unendlich khumm Zusatz 
stölse, welche von den Reaktionskräften herrühren, sich hei d(u* Bildung 
der Gesamtimpulsschrauhe gegenseitig zerstören, so dafs deren Gesetz 
sogleich in endlicher Form ausgesprochen werden kann. Dieser Weg 
scheint uns bei weitem instruktiver, als der umgekehrte, den Inipula <l(\s 
Körpers geradezu durch die Konstanten der Schwerpunkt- und der Flächen- 
Sätze zu definieren. Er zwang uns nämlich bis auf die eigentliche Wurzel 
der Sätze, die mechanischen Prinzipien, zuruckzugehen, welche sich nonst 
leicht hinter den Formeln verbergen, und liefs, wie wir glauben^ 
an Durchsichtigkeit nichts zu wünschen übrig. Er entspricht 
übrigens durchaus den Tendenzen PoinsoFs, welcher seinerseits einen 
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viel weniger einfachen Beweis*) mitteilt. Dagegen findet sich eine 
der: obigen ganz ähnliche Betrachtung in einer schönen Arbeit Ton 
R- B. Hayward**), auf welche wir noch wiederholt Bezug nehmen 
werden. 

Die Übertragung unseres Satzes auf den Körper mit festem IJnter- 
stützungspunkte ist nun unmittelbar gegeben. Wir müssen unsere 
Impulsschrnube jetzt von dem festgehalteneii Punkte 0 aus in einen 
Scliiebcstofs S. und einen Drehstofs D zerlegen. Ersterer beansprucht nur 
die Befestigung des Iförpers, trägt also zur Reaktionskraft im Stützpunkt 
bei. So kommt es für die Bewegung nur auf den Drehstofs an, den 
wir beim Kreisel den Impuls nannten. Mithin gilt wieder der dem 
obigen analoge 

Satz la: 'Der Impulsvektor des in einem seiner Punkte unterstützten 
Körpers bleibt ivährend der hräftefreien Bewegung nach Bichüing und 
Gröfse im Baume konstant 

Dieser Satz deckt sich mit der Aussage, dafs Flächensätze iHi' Oim 
vorliegenden Falle in Gültigkeit bleiben, während die Schwerpunkt- 
sätze selbstverständlich aufser Kraft treten. Zugleich erscheint er als 
genaues Analogon zu dem Galilei’schen Trägheitsgesetze, wenn wir 
dem letzteren die Form des Satzes I von pag. 74 geben. — 

Es möge jetzt zweitens vorausgesetzt werden, dafs beliebige hon- 
tinuierlich wirkende äufsere Kräfte in den Punkten unseres Körpers 
wirken, wobei dieser zunächst wiederum als frei beweglich angenommen 
werden möge. Sein Impuls wird dann nicht mehr konstant bleiben, 
und es wird die Frage sein, in welcher Weise er sich verändert. 

Wir stellen dieselbe Betrachtung an wie oben. Bestände der 
Körper aus einem einzelnen Punkte, so würde sich sein Impuls mit 
dem den äufseren Kräften in jedem Momente entsprechenden un- 
endlich kleinen Stofse succeKSsive nach der Regel vom Parallelo- 
gramm zusammensetzen (Newtons lex secunda). Besteht er aus zwei 
Punldcn von unveränderlichem Abstande, so werden die Einzelimpulse 
dieser beiden Punkte sowohl durch die zwischen ihnen wirkenden 
Reaktionskräfte, welche uns die starre Verbindung ersetzen, als durch 
die äufseren Kräfte abgeändert. Achten wir aber auf den Gesamt- 
impulä des von den beiden Punkten gebildeten Systems, so Leben sich 
bei der Konstruktion die Reaktionskräfte heraus. Die betreffende 
Stofsachraube besteht also aus einem konstanten Teile, welcher den 


*) Th(5orie nouvelle . . Kap. II, § 5. 

On a direct metbod of estimating velocities with respect to axes move- 
able in space. Cambridge Phil. Transact. VoL X, 1858 (datiert vom 19. II. 1856). 
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ursprünglichen Impulsen unserer beiden Punkte entspricht, und einem 
Yeränderlichen Teile, welcher lediglich von den zu den äufseren Kräften 
in dem betreffenden Zeitintervalle gehörigen Zusatzstöfsen herrührt. 
Wir können so verfahren, dafs wir zuvörderst diese letzteren hin- 
sichtlich eines Bezugspunktes 0 zu einem unendlich kleinen Schiebe- 
stofs dS und einem Drehstofse dD in jedem Momente zusammensetzen, 
und dafs wir dann dS xmi dD mit den entsprechenden Komponenten S 
und D der jeweiligen Impulsschraube durch die Parallelogrammkon- 
struktion kombinieren. Dies Verfahren bringt den folgenden Satz in 
Evidenz, den wir sogleich auf ein starres System von beliebig vielen. 
Punkten und weiterhin auf einen starren Körper von kontinuierlicher 
Massen Verteilung verallgemeinern (von allgemeineren Systemen mit nur 
inneren Kräften gar nicht zu reden): 

Satz 11: Die ImpulsscJiraube eines frei beweglichen starren Körpers, 
auf welchen heliädge äufsere Kräfte einwirhen^ ändert sich während der 
Bewegung so^ dafs sie sich in jedem Momente mit der von den äufseren 
Kräften Jierrührenden unendlich Meinen Stöfsschraube nach den Begeht 
der Statik zusammensetzt 

Diesem Satz entspricht, dafs die einfachen Schwerpunkt- und 
Flächensätze bei der von äufseren .Kräften beeinflufsten Bewegung im 
aUgemeinen zu gelten aufhören. Das System der äufseren Kräfte mufs 
eine besondere Bedingung erfüllen, es mulh, wie man nach dem Vor- 
gänge von Lie sagt, eine gewisse infinitesimale Transformation, u. zw. 
eine infinitesimale Rotation oder Translation zulassen, damit einer der 
einfachen Flächen- oder Sehwerpunktsätze zu Recht besteht. In diesem 
Falle würde eine Dreh- oder Schiebekomponente der den äufseren 
Kräften entsprechenden Kraftschraube verschwinden; gleichzeitig würde 
unsere geometrische Konstruktion sofort ergeben, dafs eine Komponente 
der Impulsschraube während der Bewegung konstant bleibt. 

Man beachte noch die eigentümlich ungeeignete und unsymmetrische 
Bezeichnungsweise, deren man sich in der analytischen Mechanik hin- 
sichtlich der Schwerpunkt- und Flächensätze bedient. Man spricht 
von dem Bestehen eines Flächensatzes nur dann, wenn das Drehmoment 
der äufseren Kräfte um eine Axe gleich Null ist, d. h. nur dann, 
wenn der Drehbestandteil des Impulses eine in der Zeit unveränderlicbe 
Komponente besitzt. Dagegen spricht man von den Schwerpunkt- 
sätzen auch dann, wenn äufsere Kräfte wirksam sind, wenn also der 
Schieb ebestaudteil des Impulses beim Ablauf der Bewegung beliebig 
geändert wird. Diese Diskrepanz ist wesentlich dadurch bedingt, dafs 
man in den gewöhnlichen DarsteUungen den Begriff des Impulses, 
der die Flächen- und Sehwerpunktsätze organisch verbindet, nicht be- 
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§ 6. Der Satz von der lebendigen Eraff.. 

rücksich tigt. Der naturgemäfse Sprachgebrauch wäre offenbar der^ dafs 
man das Wort Mächensate ebenso allgemein fafst, wie das Wort 
Schwerpunktsatz ^ dafs man also unter den Flächensätzen die That- 
sache Torsteht, dafs der Drehstofs des Impulses sich mit dem Drehstofs 
der äusseren Kräfte successive geometrisch addiert. Im Fall des kon- 
stanten Dreh- und Schiebestofses wird man dann, wie oben geschehen, 
von den ,, einfach en^^ Flächen- und Schwerpnnktsätzen sprechen. 

Wir machen abermals den Übergang zu dem Körper mit festem 
Unterstützungspunkte, bei welchem der Bestandteil S des Impulses 
durch die Reaktionskraft in 0 aufgehoben wird. Unsere obige Über- 
legung führt dann zu dem 

Satze II a: ImpulsveMor des Kreisels^ auf welchen beliä)ige 

äufsere Kräfte hontinuierlich einwirken, ändert sich in jedem Momente 
sOj dafs seine Änderung nach Richtung und OrÖfse dem von den äufseren 
Kräften verursachten unendlich kleinen JDrehstofse gleichkömmt 

Dieser Satz*) stimmt der Form nach genau mit dem zweiten 
Newtonschen Axiom überein^ sofern wir letzteres wie in Satz 11 pag. 74 
geschehen, aussprechen. 

§ 6. Der Satz von der lebendigen Kraft, 

Die vorangehenden Impulssätze bestimmen zusammen mit unserer 
früheren Relation zwischen Impuls- und Drehungsvektor die Bewegung 
des Kreisels ebenso vollständig, wie die Newtonschen Axiome, denen 
sie nach Form und Inhalt genau entsprechen, die Mechanik des einzelnen 
Massenpunktes regeln. In der That sind die successiven Änderungen 
des Impulses im Raume durch unsere letzten Betrachtungen festgelegt. 
Aus diesen folgt aber die Lage des Drehungsvektors im Körper und 
also auch die jeweilige Bewegung vermöge der Ergebnisse des § 3. 

Es wird daher weiterhin nicht nötig sein, auf den Aufbau des 
Körpers aus seinen einzelnen Massenteilchen zuröckzukommen und die 
Bewegung der letzteren vom Standpunkte der Punktmechanik (mittelst 
der Newtonschen Axiome) zu verfolgen. Wenn wir dies später doch 
gelegentlich z. B. gleich am Ende dieses Paragraphen thun werden, so 
geschieht es nur sekundär aus didaktischen Gründen, weil uns die 
Punktmechanik durch allgemeine Gewöhnung besonders geläufig ist. 

*) In einer Monographie über den Ereiael: A. de Saint-Germam, Memmi 
de la tMorie du momement d^un solide autour d^un point fixe, Paris 1887, wird 
dieser Satz mit Unrecht R^sal zngesprochen. Der erste Band des TraiU de 
Mecanique g6nerdle von R^sal, in welchem pag. 247 der fragliche Satz vorkommt, 
ist erst 1873 erschienen, während doch unser Satz (man vgl. s, B. die Jahreszahl 
der Haywardschen Abhandlung) viel älter ist. 
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In den vorangehenden Impulssätzen mufs insbesondere auch, soweit 
es sich um den Kreisel handelt, der Satz von der lebendigen Kraft 
enthalten sein. In der That bildet dieser, wie wir sogleich zeigen 
werden, nur ein Korollar unserer Impulssätze. 

Wir setzen zunächst voraus, dafs keine äufseren Kräfte auf unsem 
Kreisel wirken, abgesehen natürlich von der Reaktionskraft im Unter- 
stützungspunkte und solchen Kräften, welche durch diese aufgehoben 
werden. 

Der Ausdruck der doppelten lebendigen Kraft 

( 1 ) + + 

bedeutet, wie pag. 96 erwähnt^ geometrisch das skalare Produkt aus Impuls- 
und Drehungsvektor und hat als solches einen Wert, welcher nur von 
der ßröfse und gegenseitigen Lage der beiden Vektoren, nicht von 
ihrer Stellung im Baume abhängt. 

Wir betrachten vorübergehend eine gleichförmige Drehung des 
Körpers um die Axe piqiTj weiche letztere wir uns im Köi^per und 
also auch im Raume festgehalten denken, während gleichzeitig L, M, N 
als ein beliebiger, raumfester Vektor gedacht wird. Die Änderung des obigen 
skalaren Produktes bei dieser Bewegung, d. h. im körperlichen System die 
Gröfse pdL + qdk-\-rdN 

ist gleich Null, weil die Gröfse und relative Lage unserer b(3iden 
Vektoren nicht geändert wird. 

Die wirklich stattfindende fcräftefi'eie Bewegung kann aber, was 
das Verhalten des Impulsvektors sowie die Bewegung des Körpers 
betrifft, in jedem Momente mit einer Bewegung der hier voraus- 
gesetzten Beschaffenheit in erster Annäherung identifiziert werden. Eis 
gilt für die wirkliche Bewegung im körperfesten System die Gleichting 

( 2 ) pdL + qdM + rdN^O. 

Wir bemerken sodann, dafs nach den Gleichungen (4') des § 3 
für die wirklich stattfindende Bewegung wird 

^ dL^ ^~dM> alir; 

unter T den in den Impulskoordinaten geschriebenen Ausdruck der leben- 
digen Kraft verstanden.^ Daraufhin geht die Hnke Seite der Gleichung 
(2) über in das vollständige Differential der lebendigen Kraft, Wir 
erhalten daher die Gleichung oder integriert welche 

den Satz liefert: 

m der Icräftefreim Bewegung des Kreisels ändert sieh die Mendige 
Kraft des Körpers nicht. 
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Die Erlmltung der läyendigen Kraft folgt hiernacli, wie wir seten, 
in der That un m ittelbar aus der Erhaltung des Impulses. 

Mögen nun andrerseits beliebige äuXsere Kräfte auf unsem Kreisel 
wirken. Wir setzen diese hinsichtlicb des ITnterstützungspunktes 0 
zu einer Schiebekraft und einer Drehkraft zusammen. Von der ersteren 
können wir absehen, die Komponenten der letzteren in demjenigen 
Koordinatensystem, auf welches sich auch die L, M,. N beziehen, be- 
zeichnen wir mit A, M, N. Der ImpulsTektor im Eauine erfährt jetzt 
in dem Zeitteilchen dt die Verrückungen Mdt, Hdt (Satz Ha des 
vorigen §). Derselbe behält also seine Gröfse und Lage im Raume 
nicht bei. Wir müssen in jedem Momente die durch die äufseren 
Kräfte hervorgerufene Verschiebung des Inipuls-Endpunktes rück^ngig 
machen, um einen iin Raume festen Punkt zu erhalten. Die Verrückung 
dieses Punktes relativ gegen den Körper beträgt, in Komponenten 
aufgelöst, 

dL — Ad^, dM—fAdty dN~Hdt. 

Seine Verbindungsstrecke mit 0 liefert einen Vektor, welcher am Ende 
des Zeitteilchens dt dieselbe Gröfse und relative Lage gegen den 
Drehungsvektor besitzt, wie der Vektor des Impulses zu Beginn des 
Zeitteilchens. 

Von diesem Vektor wird hiernach dasselbe gelten, wie bei der 
kräftefreien Bewegung von (^m Vektor des Impulses selbst. Die 
Gleichung (2) ist daher jetzt zu ersetzen durch die Gleichung 

(3) pdL 4“ qdM -f- "^dN = {Ap -f- Mg -j-* Nr)di^. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist wieder das vollständige Differential 
der lebendigen &aft (dT)- die rechte Seite stellt (nach Gl. (2') von 
pag. 91) die während der Zeit dt von den äufseren Kräften geleistete 
Arbeit (dÄ) dar. Wir haben also den Satz: 

Bei der durch äufsere Kräfte heeinfkifsten Bewegung des Kreisels 
ändeti sich die lebendige Kraft in jedem Momente so, dafs ihre Änderung 
gleich der von den äufseren Kräften geleisteten unendlidi Meinen Arbeit 
ist, (dT^dA). 

Es kann insbesondere Vorkommen, dals die endliche Arbeit, welche 
die äufseren Kräfte an unserem Körper leisten, während wir diesen 
von einer festen Anfangslage in irgend eine neue Lage bringen, nur 
von dieser Endlage, nicht von den durchlaufenen Zwischenlagen der 
Bewegung abhängt. Den negativen Wert dieser Arbeit nennt man 
bekanntlich die potmtielle Energie U und bezeichnet entsprechend T 
als die kinetische Energie, T -j- U üb die Gesamtenergie des Körpers. 
Alsdaim ist dA das vollständige Differential der Punktion — U. Der 
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vorstehende Satz nimmt in Folge dessen die einfachere Form an 
dT = — dU, oder T+ Ä kann folgendermalsen aus- 

gesprochen werden: 

Wmndie dieBewegmg ieeinflussenden im fserm Kräfte ein ,, Potential 
men-, ändsH sich die Gesamtmergie des Körpers hei der Betvegung wicht 
Aucli dieser von der Änderung dsr kinetischen öder der Et-- 
halMng der Gesamfenergie ist also, wie wir sehen, eine einfache Folge 
unseres Satm von der Änderung des Impulses, 

Entsprechend beweisen wir den Satz von der lebendigen Kraft 
für die Bewegung des freien starren Körpers. 

Wir haben dabei den Ausdruck (1) durch den folgenden Ausdruck 

(4) Xx' + Yy' + Z/ + Lp + Mq Nr 

zu ersetzen, in welchem d, y, /, p, q, r die Koordinaten der in- 
stantanen Bewegungsschrauhe, X, Y, Z, Ly My N die der Impuls- 
schraube bedeuten. Dieser Ausdruck hat, wie pag. 103 hervorgehoben, 
eine geometrische Bedeutung, welche von der Stellung der beiden 
Schrauben im Raume unabhängig ist und nur von ihren Ganghöhen 
sowie von ihrer relativen Lage abhängt. 

Es handle sich zunächst um die kräftefreie Bewegung. Wir führen 
die unendlich kleine Schraubung {x', y\ j), q, r) dt aus und be- 
trachten die relative Bewegung der Ii!:]|>ulsschraube gegen den Körper. 
Für den betrachteten Moment ist die Bewegungsschraube iin Körper und jm 
Raume fest; die Impulsschraube, welche nach dem vorigen Paragraphen 
im Raume fest ist, wird dabei um die Bewegungsschraube hernra- 
geschraubt, wobei sie ihre relative Lage gegen diese und ihre Gang- 
hohe nicht verändert. Bezeichnen dXy dYy äZ, dL, dMy dN die 
relativen Koordinatenänderungen des Impulses, so gilt mithin für die 
hier betrachtete und also auch für die wirkliche Beweging: 

(5) d dX -j- et dZ pdL -f- qüM. -j- rdN — 0. 

Die linke Seite ist aber den Gleichungen (16') von pag, 103 y^ufolge 
das vollständige Differential dT der lebendigen Kraft; wir haben also 
dT^ O oder T^ 'k 

Wiederum bleibt cdso hei der hräftefrei&n Betvegung des starreu 
Körpers die leboidige Kraft ungeändert 

Auf den Pall, dafs beliebige äulsere Kräfte die Bewegimg des 
starren Körpers beeinflussen, verallgemeinert sich die Betrachtung in 
unmittelbar ersichtlicher Weise. 

Wir setzen die aufeeren Kräfte zunächst hinsichtlich des Bezugs- 
punktes zu einer Schiebekxaft (£, H, 2) und einer Drehkraft (A, M, N) 
zusammen. Die Änderungen der Impulskoordinaten relativ gegen 
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den Raum wälirend des Zeitteilcliens dt sind nacli dem Satze II des 
vorigen Paragraphen hez. gleich 'Eät, Hdt, Zdt, Ndt, tAät, Hdt Die 
Änderungen dX, dl, dZ, dL, dM, dN der Impnlskoordinaten relativ 
gegen den Körper kommen daher nur zum Teil auf die unendlich 
kleine Schraubung y\ p, q, r) dt] zum anderen Teile werden 
sie durch die äufseren Kräfte bewirkt. Wir müssen die den letzteren 
entsprechenden Änderungen rückgängig machen, um eine Schraube zu 
erhalten, welche relativ zu der Bewegungsschrauhe am Ende des Zeit- 
teüchens di ebenso liegt, wie die Impulsschranbe zu Beginn der un- 
endlich kleinen Bewegung. Mit anderen Worten wir müssen in Öleichung 

(5) die öröfsen dX, . . dN hez. ersetzen durch 

dX~Zdt, dY—Hdt, dZ—Zdt, dL—Ndt, dM—mt, dN—Hdt 
So ergiebt sich 

(6) x'dX^y'dY+z'dZ + pdL-\-qdM^räN 

Hy Z/+ A2)+ Mq+ Hr) di 
Die linke Seite ist aber das vollständige Differential der lebendigen 
Kraft, die rechte Seite bedeutet nach Öleichung (2) von pag. 90 die 
von den äufseren Kräften geleistete Arbeit. Wir haben also dT—dA: 

Die Ändermg der lebendigen Kraft ist in jedem Momente gleich der 
von den mfseren Kräften geleisteten Arbeit 

Es ist vielleicht nützlich, den Beweis dieses Satzes nachträglich 
noch einmal nach der Methode des vorigen Paragraphen zu führen, 
indem wir uns den starren Körper in seine einzelnen Massenteilchen 
aufgelöst denken. Dabei genügt es, ein System von zwei starr ver- 
bundenen Massenteilchen zu betrachten. 

Wir bemerken vorab, dafs die Änderung der lebendigen Kraft 
des einzelnen Massenpunktes auf Grund der Formel 
dT^xrd[X\ + y'd\T] + z^ä{Z] 

gleich ist dem skaloren Produkt aus dem Gesehwindigkeitsvektor 
{pd, y\ /) in die Änderung des Impulsvektors ([X], [Z], [Z]). 

In jedem unserer beiden starr verbundenen Punkte 1 und 2 denken 
wir 'uns den Vektor des Sinzelimpulses 1 und 2 konstruiert, welcher 
mit dem Gesehwindigkeitsvektor 1 und 2 der Richtung nach zusammen- 
fällt, sowie die Reaktionskräfte 1 und 2, welche uns die starre Ver- 
bindung der Punkte ersetzen und in der Verbindungslinie der Punkte 
wirken. Anfsere Kräfte mögen nicht vorhanden sein. 

Eine augenfällige Folge der starren Verbindung ist diese, dafs 
die Projektion des Öeschwindigkeitsvektors 1 auf die Verbindungs- 
linie gleich der des öeschwindigkeitsvektors 2 ist. Statt dessen können 
wir auch auf Grund der Newtonschen lex tertia sagen: 
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Die Summe der sUUren Trodukte aus den Geschwindigheitsvektoren 
in die zugeUrigm Beaktionslcräfte ist gleich NuM. 

In der That verwandelt sich die Gleichheit der genannten Pro- 
jektionen wegen des entgegengesetzten Sinnes der beiden Reaktions- 
kräfte in die entgegengesetzte Gleichheit der genannten skalaren Pro- 
dukte. Non sind aber die Reaktionskräfte nmh Richtung und Gröfse 
proportional mit den Änderungen der EinzeHmpulse (Newtons lex 
secunda). Also wird auch die Summe der skalaren Produkte aus den 
Änderungen der Eingelimpulse in die eingelnen OeschwindigJceitsvektoren 
gleich NuM. 

Nacji der vorangestellten Bemerkung sind aber die beiden Terme 
dieser Summe bez. gleich den Änderungen der lebendigen Kräfte unserer 
beiden Massenpunkte. Die Summe selbst ist also gleich der Änderung 
der lebendigen Kraft des Systems. 

Mithin Ueibt Se lebendige Kraft wiseres Systems ebenso tvie beim 
einzelnen Massenpankt^ der sich nach dem Galileischen Trägheitsgesetz 
bewegt, konstant. 

Die Verallgemeinerung unserer Überlegung auf den Pall, dals 
äuTsere Kräfte wirksam sind, oder dafs beliebig viele Punkte zu einem 
starren System verbunden sind, sowie die Spezialisierung auf den Pall 
des Kreisels ist so einfach, dafs wir sie übergehen können. 

Bemerken wir noch, dafs der analytische Beweis, welchen man 
gewöhnlich vom Satze der lebendigen Kraft giebt, den vorstehenden 
geometrischen Beweisen genau parallel läuft. Und zwar entspricht der 
letzten Betrachtung, in welcher wir auf die einzelnen Massenteilchen 
des stan*en Körpers zurückgingen, in der analytischen Mechanik, dafs 
man die Differentialgleichungen in der Form der sog. Lagrange^ sehen 
Gleichmgen erster Art zu Grunde legt, während die vorherige Be- 
trachtung des Gesamtsystemes dem Standpunkte der sog. allgemeinen 
lAzgrangeschmi Gleichungen (bzw. der Euler sehen Gleichungen) entspricht. 
Wir werden auf beide Gleichungssysteme im folgenden Kapitel (vgl. 

§ 3) näher eingehen. 

§ 7. Bie kräftefreie Bewegung des Kreisels in geometrisclier 

Behandlung. 

Wir wollen jetzt die vorangehenden allgemeinen Sätze dazu be- 
nutzen, mn uns von der Bewegung des allgemeinen Kreisels im ein- 
fachsten Falle ein deutliches geometrisches Büd zu verschaffen. Wir 
nehmen an, dafs auf den Kreisel keine äufseren Kräfte wirken. Um 
insbesondere auch die Schwerewirkung auszuschalten, denken wir uns 
den Körper in seinem Schwerpunkte unterstützt. 
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Die geometrische Theorie dieser Bewegung, welche zuerst von 
Poinsot gegeben ist, können wir jetzt unmittelbar hinschreiben* 

Wir berücksichtigen in erster Linie, dafs bei der kräftefreien Be- 
wegung des Kreisels der Impulsvektor im Raume konstant bleibt. 
Diesen Vektor denken wir uns ein für allemal von 0 aus etwa vertikal 
nach oben abgetragen. Gröfse und Richtung des Vektors sind natürlich 
durch den Anfangsstofs gegeben, durch den wir unsem Körper in Be- 
wegung gesetzt haben. 

In zweiter Linie berücksichtigen wir, dafs bei der kräftefreien 
Bewegung auch die lebendige Kraft des Körpers konstant bleibt. Dieser 
Thatsache geben wdr einen doppelten geometrischen Ausdruck. 

Die lebendige Kraft bedeutet einerseits das halbe Produkt aus der 
Gröfse des Impulsvektors in die Projektion des Drehungsvektors auf 
diesen. Aus der Konstanz des Impulses und der Konstanz der lebendigen 
Kraft folgt also zusammengenommen, dafs die Projektion des Drehungs- 
vektors anf den Impulsvektor eine unveränderliche Länge hat. Die 
Gröfse dieser Projektion hängt wiederum von der Beschaffenheit des 
ursprünglichen Anstofses ab. Wir hohen also senhrecM zur Impulsaxe 
eine im Baum feste Ebene e, welche uns einen geometrischm Ort für dm 
EndpunM des Drehmgsvehtors hinsichtlich seiner Lage im Raume liefert. 

Eine weitere geometrische Bedeutung des Satzes von der lebendigen 
Kraft ergiebt sich aus dem Ausdrucke 

T + Bq\+ Cr% 

Der Endpunkt (j>j q, r) des Drehungsvektors liegt hiernach auf einem 
mit dem Kreisel festverbundenen Ellipsoide, welches mit dem Trägheits- 
ellipsoid ähnlich und ähnlich gelegen ist. Die Konstanz der lebendigen 
Kraft bedeutet nun, dafs dieses EUipsoxd während der Bewegung seine 
Dimensionen dauernd beibehält. Wir hohen also ferner ein im Körper 
festes Ellipsöid jE?, welches uns einen geometrischm Ort für dm E!>td~ 
punkt des DrehungsveJctors hinsichtlich seiner Lage im Körper liefert. 

Wir berücksichtigen schiiefslich die Relation zwischen Impuls- 
mid Drehiingsvektor, Diese Beziehung konnte mittelst der Poinsot- 
schen Konstruktion von pag. 101 dahin ausgedrückt w^erden, dafs die 
Tangentialebene an das Ellipsöid E im Endpunkte des Drehungsvefctors 
senkrecht auf der Axe des Jmpubes steht. Die genannte Tangential- 
ebene ist hiernach zunächst dauernd unserer Ebene e parallel; da die 
Ebene e überdies beständig durch den Endpunkt des Drehungsvektors 
hindurchgeht, fällt sie direkt mit jener zusammen. Mit anderen Worten: 

Unser Ellipsöid E berührt während der Bewegung dmemd unsere 
Ebene e. 
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Nun verläuft auf dem Ellipsoide JEJ die Polhodie- und in der 
Ebene e irgendwie die Herpolhodiekurve. Da beide Kurven bei der 
Bewegung sieb auf einander abwickeln, so rollt auch unser EUipsoid E 
auf unserer Ebene e während der Bewegung ohne zu gleiten ab. 
Sierno/ch Jcönnen wir die ganze kinetisch bestimmte Bewegung auf rein 
kinematischem Wege dadurch nachahmen, dafs wir ein im Körper festes 
Mipsoiä, welches um dm Tunkt 0 als Mittelpunkt beschrieben ist, auf 
eirit&r im Eaume festen Ebene ohne Gleitung ahroÜ&n lassen. 

Dieses schöne und übersichtKche Bild der Bewegung des kräfte- 
freien Kreisels .verdanken wir, wie bekannt, den Untersuchungen 
Poinsots. Die fragliche Bewegung wird deshalb auch kurz als 
EoinsotSewegung bezeichnet. Wenn wir so, dem Vorgänge Poinsots 
folgend, die Bewegung durch das Abrollen eines Ellipsoides auf einer 
Ebene veranschaulichen, setzen wir uns merkwürdiger Weise in einen 
gewissen Widerspruch mit der allgemeinen Poinsotschen Theorie der 
Drehung. Nach dieser sollen wir uns in erster Linie die Gestalt der 
abrollenden Polkegel klarmachen und daraus eine Vorstellung von der 
Bewegung zu gewinnen suchen. Es zeigt sich aber schon in dem vor- 
liegenden einfachen Palle, dafs die Gestalt dieser Kegel, wenigstens 
die des Herpolhodiekegels, wie wir unten weiter ausführen werden, 
ziemlich kompliziert ist, und dafs die oben angegebene abweichende 
Konstruktion viel übersichtlicher wird. Um so weniger werden wir 
erwarten können, in schwierigeren Fällen (beim Hinzutreten der 
Schwerewirkung) allein mit der Diskussion der abrollenden Kegel 
durchzukommen. 

Handelt es sich nur um die successiven Lagen des Körpers im 
Raume, so ist unser obiges Bild der Bewegung völlig zureichend. 
Wollen wir aber auch die Geschwindigkeit der wirklichen Bewegung 
in unserem kinematischen Bilde zum Ausdruck bringen, so müssen wir 
über die Art des Abrollens die weiter© Bestimmung hinzufügen: 

Die Geschwindigkeit des Äbrollms soll so bemessen werden, dafs die 
Drehung des Ellipsoides, welche natürlich um den von 0 nach dem 
jeweiligm Berührungspunkt von E und e gezogenen Badius staüfindet, 
ihrer Geschwindigkeit nach diesem Badius gleich ist 

Wie auch diese Bedingung durch ein Modell zu realisieren ist, hat 
zuerst Sylvester^) gezeigt. Wir können hierauf indessen nicht 
eingehen. 

Wir vervollständigen nun noch unsere Vorstellung von der 


*) '^gl. Sylvester: On the motion of a rigid body etc., London E. S. Phil. 
Transactions 1866. 
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Poinsot-Bewegung, indem wir im Einzelnen das Verhalten der rer- 
schiedenen geometrischen Elemente der Bewegung studieren. 

Es handle sich zunächst um den Ablauf der Bewegung im Körper. 
Wir werden in dieser Hinsicht vor allen Dingen die Kurve zu kennen 
wünschen, welche der Endpunkt des ImpulsveJctors relativ gegen den 
Körper beschreibt Diese Kurve werden wir in Ermangelung eines 
besseren Ausdrucks gelegentlich die „Impulskurve^^ nennen. 

Jedenfalls wandert der Endpunkt des Impulses im einzelnen Zeit- 
elemente bei der in Eede stehenden Relativbewegung auf einem Kreis- 
bogenstückchen um die jeweilige Drehungsaxe herum. Seine relative 
Verschiebung gegen den Körper steht also senkrecht auf der instantanen 
Drehungsaxe. Die Richtung der genannten Verschiebung gegen das 
XVZ-System wird aber durch die Verhältnisse der Koordinatenän- 
derungen dL : dM : dN, die Richtung des Drehungsvektors durch die 
Verhältnisse p :q:r bestimmt. Mithin gilt die Gleichung: 

pdL qdM -\- rdN— 0. 

Auf Grund der allgemeinen Relation zwischen Impuls- und Drehungs- 
vektor können wir unsere Gleichung auch so schreiben: 

LdL , MdM . NdN ^ 

-3- + —5— + G 


Durch Integration ergiebt sich: 


( 1 ) 


1 

2\J. + B 



Die Gleichung (1) ist natürlich das Äquivalent für die Gleichung 
der lebendigen Kraft, wie denn auch unsere vorstehende Überlegung 
den im vorigen Paragraphen gegebenen Beweis des Satzes von der 
lebendigen Kraft nur in etwas speziellerer Passung wiederholt. 

Ferner ist klar, dafs der Endpunkt des Impulses, wegen der 
konstanten Länge G desselben, sich dauernd auf einer Kugel vom 
Radius G befinden mufs. Wir haben also 
(2) + + ö". 

Durch die Gleichungen (1) und (2) ist die gesuchte Kurve be- 
stimmt. Wir können sagen: 

Eie Bahn, tvelche der Impuls '•Endpunkt im Körper beschreibt, ist eine 
sphärische Kurve; sie ergiebt sich als Schnitt des Ellipsoides (1) 7mt der 
Kugel (2). 

Die Gestalt der Kurve ist in den Figuren 18, 19 und 20 (s. den 
folgenden Paragraphen) für einige charakteristische Fälle verzeichnet. 

Gleichzeitig ist auch die Kurve, welche der Endpunkt des Drehungs- 
vektors im Körper beschreibt, d. h. die Polhodiekuiwe bestimmt. Wir 
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erhalten sie aus der soeben gefundenen Kurve des Impulses durch eine 
einfache Defomätion nach den Hauptaxen des Körpers. Auch sie 
liegt auf zwei sogleich zu nennenden Flächen zweiten Grades^ von denen 
uns die erste als unser EUipsoid E bereits bekannt ist. Es ergiebt 
sich nämlich aus (1) und (2) mit Rücksicht auf die Beziehung zwischen 
Impuls- und Drehungsvektor: 


(3) 

^ {Äp^ -|- Bq^ -f- = h 

und 


(4) 

äY + BY + C^r^ = 


Eie JPoUiodieTcurve erscheint also als Schnitt der beiden konzentrischen 
EUipsoide (3) und (4). . 

In entsprechender Weise behandeln wir die Kurven, welche der 
Endpunkt von Impuls- und Drehungsvektor relativ gegen den festen 
Raum beschreiben. Erstere Kurve reduziert sich natürlich auf einen 
Punkt; betrachten wir daher die letztere, d. h. unsere Herpolhodiekurve, 
Zunächst wissen wir aus dem Satz von der lebendigen Kraft, dafs 
diese Kurve in der festen Ebene e verläuft. 

Eie Herjpolhodie'kwve ist diso eine ebene Kurve. Der Abstand ihrer 
Ebene von 0, d. h. die Projektion des Drehixngsvektors auf die ver- 
tikale Impulsaxe, welche wir in Übereinstimmung mit früherem durch 
p bezeichnen, ergiebt sich aus dem Satz von der lebendigen Kraft zu 

(5) 9 = -^. 

Die genauere Gestalt der Herpolhodiekurve läfst sich nicht, wie 
bei der Polhodiekurve durch eine elementar- geometrische Konstruktion 
definieren, da sie im allgemeinen transcendenter Natur ist. Wohl aber 
gelingt es, sie aus unserem kinematischen Bilde der Bewegung zu 
ermitteln. 

Wir beschreiben mit dem gröfsten und dem kleinsten Abstande 
der Polhodiekurve von 0 je eine Kugel um 0, welche in unserer 
Ebene e zwei Kreise bestimmt. Der gemeinsame Mittelpunkt dieser 
Kreise ist der Durchstofsungspnnkt der Impulsaxe mit e. Zwischen 
diesen beiden Kreisen mnis die Herpolhodiekurve ersichtlich in regel- 
mäfsigen Windungen hin- und herlaufen, indem sie dieselben abwechselnd 
berührt oder sich in besonderen FäUen auf einen derselben mit Spitzen 
aufsetzt. Sie besteht aus einer unendlichen Serie unter sich kongruenter 
Bögen, welche gegen einander je um dasselbe Stück verdreht sind. 
Jeder einzelne Bogen entspricht einer einmaligen Abwickelung der 
Polhodiekurve. Im allgemeinen wird sich die Kurve nicht schliefsen 
sondern um den Mittelpunkt der Figur, den Durchstofsunjrapunkt der 
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Impulsaxe mit ihrer Ebene, unendlich oft herumlanfen. Hieraus, folgt 
bereits, dafs die Grleichung der Kurve eine transcendente Grleichung 
sein wird. Entsprechendes gilt natürlich von dem Herpolhodiekegel, 
welcher diese Kurve von 0 aus projiziert. 

Die Gestalt der Herpolhodie wird durch die 
nebenstehende Pigur"*^) für den speziellen PaU 

j L /^_JL 

36 ' ^ ~ 25 ^ ^ “ 16 ' 

h = 50, = 5 

dargestellt. 

Nun wollen wir sehen, wie sich diese 
Dinge im Palle des symmetrisckm Kreisels 
modifizieren. Hier hat das Trägheitsellipsoid 
sowie die sämtlichen vorher benutzten EÜip- 
soide (1), (3) und (4) Rotationssymmetrie um die Pigurenaxe. Bringen 
wir aber ein Rotationsellipsoid mit einer Kugel (wie bei der Kon- 
struktion der Impulskurve), oder bringen wir zwei Rotatiönsellipaoide 
von zusammenfallenden Figurenaxen (wie bei der Konstruktion der 
Polhödie) mit einander zum Schnitt, so entsteht allemal als Sehnittkurve 
ein Paar diametral gelegener Kreise in parallelen Ebenen, 

Mithin geht sowohl die Polhodiekurve, wie die Kurve ^ welche der 
Impuls im Körper heschreibty je in einen Kreis über. 

Lassen wir ferner ein Rotationsellipsoid mit festem Mittelpunkte 
0 auf einer Ebene abroUen, so entsteht in dieser Ebene als Ort der 
Berührungspunkte offenbar gleichfalls ein Kreis. Dies ergieht sich z. B. 
daraus, dafs sämtliche Punkte der Polhodiekurve von 0 den konstanten 
Abstand (Q) haben; also müssen auch sämtliche Punkte der Herpolhodie- 
kurve von 0 den Abstand Q besitzen. Die letztere Kurve ist also der 
Schnitt einer Ebene mit einer Kugel vom Radius Q. 

Mithin geht auch die Herpolhodielmrve heim symmetrische^i Kreisel 
in einen Kreis über. 

Der Charakter der eintretenden Bewegung läfst sich nun mit einem 
Worte dahin angeben: 

Die allgemeinste Betvegung des Icräftefreien symmetrischen Kreisels 
ist die reguläre Präcession, 

*) Die Figur ist der Dissertation von Hr», W. Hess: „Das Rollen einer 
Fläche zweiten Grades auf einer invariabeln Ebene, München 1880“, entnommen. 
Hr Hess zeigt, dafs die Herpolhodiekurve wegen der Ungleichungen, die zwischen 
den Hauptträgheitsriiomenten A, C bestehen, keine (reellen) Wendepunkte 
besitzen kann; die ursprünghche von Poinsot gegebene Figur, Liouville’s Journal 
n6r. I, t. 16 war in dieser Hinsicht fehlerhaft. 



Fig. 16. 
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In der Tliat konnten wir in § 6 des vorigen Kapitels die reguläre 
Präcessionsbewegung dadurck charakterisieren, dafs die Kurven bez. 
die Kegel der Polhodie und Herpolhodie Kreise bez. Kreiskegel waren. 
Die Aie der Präcession ist die Impulsaxe. Die genauere Klassifizierung 
dieser Präcessionsbewegung im Sinne der Unterscheidungen von pag. 51 
wollen wir uns für später aufsparen. 

In dern Spezialfalle des symmetrisQhen Kreisels lükrt auch folgende 
.Überlegung zum Ziele, welche vielleicht noch einfacher und näher- 
liegend als die frühere ist. Wir nehmen die Impulsaxe wieder ver- 
tikal nach oben gerichtet an und zeichnen die Figurenaxe in der 
Anfangslage unter einem beliebigen Winkel 'Ü' gegen diese geneigt. 
Aus der Lage von Impuls- und Figurenaxe folgt die Lage der in- 
stantanen Diehungsaxe, Diese liegt nach der pag. 106 naitgeteilten 
Konstruktion stets in derselben Ebene mit der Impuls- und Figuren- 
axe und teilt den Winkel 'Ö*, wie wir kurz sagen können, in einem 
festen (nur von der Massenverteilung des Kreisels, d. h. von den 
Werten A und C abhängigen) Verhältnisse n. zw. innen oder aufsen, 
je nachdem der Kreisel ein verlängerter oder abgeplatteter ist Der 
gröfseren Deutlichkeit wegen legen wir um 0 
die Einheitskugel und markieren ihre Durch- 
stofsungspunkte mit der Impuls-, der Rotations- 
und der Figurenaxe, welche wir bez. mit J, 
jR und F bezeichnen. Der Punkt J ist nach 
unserem fundamentalen Prinzip ein fester Punkt, 
der „Nordpoh^ der KugeL Die Punkte i? und 
F dagegen sind beweglich; wir behaupten, daß 
sie je einen Fardllellcreis um den Nordpol be- 
schreiben. 

In der That (vgl. Fig. 17), die instantane 
Bewegung des Kreisels besteht in einer Drehung 
um OE. Der Punkt F wandert dabei, weil F 
und E auf demselben Meridiane der Kugel liegen, im ersten Augen- 
blicke in Richtung des durch F gehenden Parallelkreises, so dafs der 
Winkel ^ zunächst nicht geändert wird. In Folge dessen mufs jetzt 
eine andere Gerade des Körpers, welche in der Meridianebene 
enthalten ist, die Rolle der Drehungsaxe übernehmen. Bezeichnen wir 
ihren Schnittpunkt mit der Einheitskugel wieder durch jR, so liegt M 
auf dem Meridiane JF. Da nun dieser Punkt den Bogen JF in 
einem festen Verhältnisse teilt und da der Bogen JF seine anfängliche 
Länge behalten hat, mufs auch der Bogen JE die ursprüngliche öröfse 
haben. E wandert also im ersten Augenblicke gleichfalls auf dem 



Xig. 17. 
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durcli jß Mndurcligeiienden Parallelkreise und zwar^ wie wir sagten^ 
soweit, dafs J", R und F Punkte eines und desselben Meridianes 
werden. Wir sind damit genau auf die Anfangsbedingungen der Be- 
wegung zurückgefülirt. In Folge dessen gilt unsere Überlegung aucb. 
für jede folgende Zeit. 

Die Figurenaxe und die Drehungsaxe heschreiberi also bei der Jcräffe-“ 
freien Bewegung des symmetrischen Kreisels je einen Kreishegel um die 
Impulsaxe, 

Aus unserer früheren Konstruktion des Drehungsrektors folgt 
ferner, dafs die Länge desselben bei konstanter Länge des Impuls- 
Tektors und konstantem Neigungswinkel d' gleichfalls konstant ist. 
Nun ist aber die PortscLreitungsgescliwindigkeit der Figurenaxe auf 
ihrem Kreiskegel der Gröfse des Drehungsvektors proportional. Also 
durchläuft die Figurenaxe ihren KreisJcegel mit honstanter Geschwindigheit. 
Ferner ist die Drehgeschwindigkeit des Kreisels um die Figurenaxe 
gleich der Projektion des Drehungsvektors auf die letztere. Also dreht 
sich der Kreisel relativ gegen die Figure^taxe mit honstanter Winkel- 
geschwindigheit 

Durch diese Bemerkungen ist aber die Bewegung wiederum als 
reguläre Fräcession charakterisiert. — 

Zum Schlüsse bemerken wir, dafs unsere Behandlung des kräfte- 
freien Kreisels auch auf die Bewegung eines im Raume freien starren 
Körpers Anwendung findet, welcher überhaupt keinen oder doch nur 
solclieii äulseren Kräften unterworfen ist, die sich bei Wahl des Schwer- 
punkts zum Bezugspunkt zu einer blofsen Schiebekraft zusammen setzen 
lassen, wie es z. B. bei alleiniger Wirkung eines homogenen Schwerefeldes 
der Pall ist. Dann können wir nämlich nach den allgemeinen 
Impulssätzen des fünften Paragraphen die Translation des Schwer- 
punktes einerseits und die Rotation des Körpers um den Schwer- 
punkt andrerseits für sich behandeln, letztere nach der vorangehenden 
Theorie des kräftefreien allgemeinen Kreisels, erstere nach den Gesetzen 
der Mechanik des einzelnen Massenpunktes. Da insbesondere für den 
Fall der Schwerewirkung die Bahnkurve des einzelnen Massenpunktes 
(die Parabel) genugsam bekannt ist, so beherrschen wir jetzt mit 
Zuhilfenahme der vorangehenden Resultate bereits die Bewegung des 
im Raume frei beiveglichen schweren starren Körpers. 
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§ 8. Die Eotation des Kreisels um eine permanente Drehungsaxe 
■und die sog. Stabilität der Rotationsaxe eines sclinell rotierenden 

Kreisels. 

Wir haben bereits mehrfach die Analogie zwischen der Bewegung 
des einzelnen Massenpunktes und der Rotation des Kreisels betont. 
Nicht nur, dafs (in kinematischer Hinsicht) beides Probleme von drei 
Graden der Freiheit sind und dafs (in statischer Hinsicht) der Impuls 
in beiden Fällen als ein Vektor aufgefasst werden kann; auch in 
kinetischer Hinsicht besteht eine durchgreifende Analogie, wofern wir 
(vgl § 5) unser Augenmerk auf das Verhalten des Impulsvektors 
richten. Anders stellt sich die Sache, wenn wir das Verhalten des 
Geschwindigkeitsvektors in beiden Fällen vergleichen. Während beim 
einzelnen kräftefreien Massenpunkte der Geschwindigkeitsvektor (ebenso 
wie der Impulsvektor) Richtung und Gröfse im Raume beibehält, ändert 
der Vektor der Drehgeschwindigkeit bei der kräftefreien Kreiselbewegung 
seine Gröfte und seine Lage sowohl im Raume wie im Körper kon- 
tinuierlich ab. Wir werden uns die Frage vorlegen, unter welchen 
Umständen auch beim Kreisel der Geschwindigkeitsvektor nach Richtung 
und Gröise im Raume konstant bleibt oder mit anderen Worten, unter 
welchen Umständen eine gleichförmige Rotation des Kreisels um eine im 
Raume feste Äxe eintritt. 

Wir wissen, dafs bei der Poinsot- Bewegung der Rotationsvektor 
im Raume einen Kegelmantel beschreibt, der den Impulsvektor in 
seinem Innern hat. Soll nun die Rotationsaxe im Raume stille stehen, 
der Herpolhodiekegel sich also auf eine einzelne Gerade reduzieren, so 
mufs diese mit der Richtung des Impulses zusammenfallen. Nach 
pag. 101 fällt aber die Rotationsaxe mit der Impulsaxe nur dann zu- 
sammen, wenn ihre gemeinsame Richtung eine Hauptaxe des Körpers 
ist. Umgekehrt ergiebt sich aus der Konstruktion von pag. 102, dafs 
dann in der That die Rotationsaxe eine feste Lage im Raume und 
auch im Körper beibehält, und dafs die Rotationsgeschwindigkeit eine 
gleichförmige ist. Bezeichnen wir eine Axe, um welche eine fort- 
gesetzte gleichförmige Drehung möglich ist, wie üblich, als „permanente 
Axe^^, so können wir sagen: 

Bei dem allgemeinen kräftefremi Kreisel giehi es nur drei permanente 
Axen^ die Baupiaxen des Körpers. 

Wenn der Kreisel um eine dieser drei Hauptaxen rotiert, reduziert 
sich ofienbar die Polhodie, die Herpolhodie, sowie die Kurve, welche 
der Impuls im Körper beschreibt, je auf einen einzelnen Punkt. 

Die drei Hauptaxen bieten einen interessanten Unterschied hin- 
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siciitlicli der Stcihilität der betr. gleicbförinigen Rotation dar, wie scbon 
Poinspt bemerkt hat. 

Der Begriff der. Stabilität einer Bewegung, welcher uns hier zum 
ersten Male begegnet^ spielt eine wichtige Rolle in der neueren Mechanik 
und will mit einer gewissen Vorsicht behandelt sein. Um zu ent- 
scheiden, ob wir eine Bewegungsfom unseres Kreisels stabil oder, labil 
nennen, werden wir fplgendermafsen Terfahren (wobei der genaue Sinn 
der von uns gewählten Worte yielleicht erst im Laufe der weiteren 
Entwickelung völlig deutlich wird) : Wir erteilen dem Kreisel, während 
er die fragliche Bewegung ausführt, einen kleinen Stofs von beliebiger Be- 
schaffenheit. Werden hierbei sämtliche Elemente- der Bewegung, z. B. die 
successiven Lagen des Kreisels im Raume, die Lagen des ßrehungsvektors 
lind des Impulsvektprs im Kreisel und im Raum um so weniger ge- 
ändert, je Heiner der Anstofs gemacht wird, so werden wir die Be- 
wegung stabil nennen; in jedem anderen Falle wird sie labil heilsen. 

Wir untersuchen in diesem Sinne zunächst die Botation des Kreisels 
um die Axe des gröfsten oder kleinsten HaupUrägkeitsmome^ites und be- 
trachten vor allem die Kur've, welche der Endpunkt des Impulses im 
Körper beschreibt Das EUipsoid 1) und die Kugel 2) von pag. 123, 
deren gemeinsame Punkte unsere Impulskurve lieferten, müssen sich 
jetzt offenbar in zwei Punkten berühren, welche bez. auf der längsten 
oder kürzesten Hauptträgheitsaxe liegen. Im ersteren Falle wird das 
EUipsoid von der Kugel, im letzteren Falle die Kugel von dem EUipsoid 
ganz umschlossen. Erteilen wir nun dem Kreisel einen kleinen Stols, 
so ändern wir dadurch die Konstanten h und Cr, d. h. die Gröfse unseres 
Ellipsoides und unserer Kugel, ein wenig ab. Der Berührungspunkt 
löst sich dann beidemal in eine kleine in sich znrücklaufende Kuire 
auf, welche dem früheren Berührungspunkt in ihrer ganzen Erstreckung 
um so näher liegt, je kleiner die Änderung von h und G war. (Aller- 
dings kann sich der Berührungspunkt bei willkürlicher Änderung von 
h und G auch in eine imaginäre Kurve auf lösen; die hierfür not- 
wendigen Werte unserer Konstanten sind aber mit der mechanischen 
Bedeutung dieser GrÖfsen unvereinbar, so dafs wir hiervon absehen 
können). 

Ganz ähnlich, wie die Impulskurve, verhält sich die Kurve der 
Polhodie, welche ja aus jener durch eine einfache Deformation nach 
den Hauptaxen des Körpers abgeleitet werden kann. Auch diese Kurve, 
welche bei der gleichförmigen Rotation aus einem einzelnen Punkte 
besieht, verwandelt sich bei HinzufÜgung eines Heinen änfseren An- 
stofses in ein Meines Oval, welches jenem Punkte dauernd sehr nahe 
liegt. Hieraus schliefsen wir, dais beim Abrollen der Polhodie in 
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unserer festen Ebene Ton pag. 121 dne Ser^olhodielmrve entsteht, deren 
Dimensionen gleichfalls um so kleiner sind, je kleiner der störende 
Stofs gewählt wird* Aus alledem folgt: 

Die: gleichförmige Dotation des Kreisels um die gröfste oder Ueinste 
Emptaace des Träghdtsellipsoides ist eine stabile Bewegungsform. 

Ifelimeii wir zweitens an, daXs die Rotation um die m%Ul(rre Eaupt“ 
axe des TrägMisellipsoides Mgt Wir betrachten zunächst wieder 
die Impulskürve. In unserem Falle reduziert sich diese auf einen der 

Durchstofsungspunkte der mittleren Haupt- 
trägheitsaxe mit der Kugel vom Radius 6r* 
In diesem sowie in dem diametralen Punkte 
wird unsere Kugel 2) von dem Ellipsoide 1) 
berührt. Man erkennt aber aus der neben- 
stehenden Figur sofort, dafs es noch un- 
endlich viele andere Punkte giebt, welche 
beiden Flächen gemeinsam sind. Beide Flächen 
müssen sich nämlich notwendiger Weise durch- 
setzen; die Enden der gröfsten Hauptaxe des 
Ellipsoids beispielsweise ragen aus der Kugel 
hervor; die kleinste Hauptaxe liegt ganz im 
Innern der Kugel. Die vollständige Schnitt- 
kurve besteht aus zwei Kreisen, nämlich den- 
jenigen Kreisschnitten des Ellipsoids, welche 
sich in den Endpunkten der mittleren Haupt- 
axe kreuzen. Es ist leicht, die analytische 
Bedingung anzugeben, welche für das Eintreten des vorliegenden Falles 
erforderlich ist. Ist B das auf die mittlere Hauptaxe bezügliche 
Trägheitsmoment, so haben wir die Konstanten Ji und G so zu be- 
messen, dafs sich für L^ N—0 aus den Gleichungen (1) und (2) von 
pag. 123 derselbe Wert von ergiebt; unsere Bedingung lautet also 

G2 _ 2hB, 

Andern wir jetzt durch Hinzufügung eines äufseren Anstofses die 
Dimensionen von Kugel und Ellipsoid ein wenig ab, so entsteht alle- 
mal eine Kuiwe, welche sich von dem ursprünglichen Berührungspunkte 
um ein endliches Stück entfernt. Die beiden Berührungspunkte (zu- 
sammen mit den hindurchgehenden Kreisen) lösen sich je in zwei Ovale 
auf, welche auf dem abgeänderten Ellipsoide die Endpunkte der gröfsten 
oder die der kleinsten Hauptaxe umgeben. Man vergleiche hierzu die 
liguren 19 und 20. In diesen ist die äufsere Störung speziell derart 
vorausgesetzt, dafs das EUipsoid smne Gröfse behält und nur die Kugel 



Fig. 18. 
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veräiidert wird 5 u. zw. ist in Figur 19 die Kugel gegen früher ver- 
gröfsert {a^>2'kB)^ in Fig. 20 verkleinert (G^ < 2 hB), 

Auf Grund des hiermit geschilderten Verhaltens der Impulskurve 
können wir bereits den interessanten Satz aussprechen: 

Jbie gleichförmige Botation des allgemeinen Kreisäs um die Axe des 
mittleren Hai^Urägheitsmomentes ist eine instabile Sewegungsform. 



rig. 19. Fig. 20 . 


Wir woUen auch noch das Verhalten der Polhodie- und der Her- 
polhodiekurve kurz betrachten. Die Gestalt der Polhodiekurve ist 
natürKch der unserer Impulskurve ganz analog. Im Falle = 2 ÄJ? 
besteht die Polhodiekurve aus einem Punkte^ während der >Schnitt der 
Ellipsoide 3) und 4) von pag. 124^ auf welchen die Polhodie verläuft, 
zwei kongruente Ellipsen ergiebt. (Sie entstehen aus den oben ge- 
nannten Kreisschnitten des Ellipsoides 1 ) durch die Deformation 
p = Lj A, q — M/Bj r — N/O), Machen wir nun durch einen 
äufseren Anstois G^^2hB, so lösen sich die beiden Ellipsen in zwei 
Ovale auf, welche sich von der punktförmigen Polhodie des Falles 
G^ ^ 2h B um endliche Stücke entfernen, wie klein auch der störende 
Anstofs war. 

Aus diesem Verhalten der Polhodiekurve schliefsen wir sofort, 
dafs auch die Herpolhodiekurve, welche wir ja durch Abwickelung der 
Polhodiekurve erhalten haben, ihre Gestalt unstetig verändern wird. 
Während diese Kurve im Falle == 2hB aus einem einzelnen Punkte 
besteht, erhält sie im Palle G^^2hB sogleich endliche Dimensionen, 
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welche durch Verkleinerung der Differenz (r® — 2}iM nicht beliebig 
klein gemacht werden können. Auf die hierbei auftretenden interessanten 
Einzelheiten*) können wir an dieser Stelle nicht näher eingehen* 

Wir gehen nun zu dem symmebrisclim Krmd über. Bei dem sym- 
metrischen Kreisel gielt es ersichtlich mencßich viele permanente JDrehungs- 
axen; es sind dieses aufser der Figur enaxe die sämtlichen Axen der 
Äquatorebene. Wir stellen auch hier die Frage nach der Stabilität der 
betr. Bewegungsformen, 

Bei der Eotation. um die Figwrmaxe erledigt sich die JVage da- 
durch, dafs wir den symmetrischen Kreisel als Grenzfall des allgemeinen 
Ki'eisels auffassen. Der Figurenaxe entspricht beim aUgemeinen Kreisel 
jedenfalls die Axe des grölsten oder kleinsten Hauptträgheitsmomentes 
(je nachdem der symmetrische. Kreisel ein verlängerter oder ab- 
geplatteter ist). Daher werden wir sagen können: 

Die Rotation um die Figurenaxe ist eine stäbüe Bewegungsform des 
symmetrischen Kreisels. , 

Bei der Rotation um eine uixe der Äquätorehene dagegen läfst uns 
der Vergleich mit dem allgemeinen Ereisel im Stich. Eine solche Axe 
kann nämlich ebensowohl als Grenzfall der mittleren wie als Grenzfail 
einer der beiden extremen Hauptträgheitsaxen des allgemeinen Kreisels 
angesehen werden. Dementsprechend zeigt die folgende spezielle Unter- 
suchung, dafs die Stabilitatsverhältnisse des symmetrischen Kreisels bei 
der gedachten Rotation in gewisser Weise die Mitte halten zwischen 
der vollständigen Stabilität oder Instabilität des um eine Axe von 
extremem oder mittlerem Hauptträgheitsmomente rotierenden allgemeinGii 
Kreisels. 

Beti’achten wir hier zunächst die Herpolhodielcurve. Wir stützeii 
uns dabei auf unseren früheren Satz, dafs die allgemeinste Bewoguiig 
des symmetrischen Kreisels eine reguläre Präcessionsbewegung um die 
.^e des Impulses ist. Zuvörderst falle der Impuls genau in eine 
Äquatoraxe. Die Herpolhodiekurve besteht dann aus einem Punkt, 
welcher auf derselben Axe liegt. Darauf fügen wir einen kleinen Zu- 
Satzimpuls hinzu, wodurch die Lage des Impulses im Raum und im 
Körper momentan ein wenig abgeändert wird. Die Lage des Drehungs- 
vektors ergiebt sich durch die uns geläufige Konstruktion. Jedenfalls 


) Die Herpoiiiotokurve nimmt unter Umständen eine Spiralenfom an 
Dies tritt ein wenn der Anstofs speziell so abgepaist wird, dafs die oben ge- 
k“ der Ellipsoide S) und 4) (bestehend aus unsere« beiden 

on^uenten Ellipsen) als solche nicht geändert wird und dafs nur der Drehpol 

ZfrTviv'''' * der Schnittfcurve aus auf der einen oder der 

anderen Ellipse ein wenig verschoben wird. 



§ 8. Die sog. Stabilität der Dreliangsaxe. 133 

ist der abgeänderte Drehiingsvektor nach Gröfse und Richtung Yon 
dem ursprünglichen sehr wenig verschieden. ^ Die Gestalt der Herpol- 
liodiekurve erhalten wir nun^ indem wir den Endpunkt des so kon- 
struierten Drehungsvektors auf einem Kreise um die abgeänderte Axe 
des Impulses herumführen. Dieser Kreis wird um so kleiner, je kleiner 
der störende Anstofs war. Also verändert die Herpolhodiekurve ihre 
Gestalt beliebig wenig — im Gegensatz zu der Herpolhodiekurve bei 
der entsprechenden Bewegung des allgemeinen Kreisels. 

Trotzdem müssen wir . aber die fragliche Bewegung des symmetrischen 
Kreisels nach unserer obigen Stabilitätsdefinition als labil bezeichnen. 
Betrachten wir nämlich die PolhodieJcurve. Bei der ursprünglichen Lage 
des Impulses besteht die Polhodiekurve aus einem einzelnen Punkt. 
Diese Angabe scheint im. Widerspruch zu stehen mit dem früher ge- 
fundenen Resultate, dafs die Polhodiekuiwe allemal ein Kreis um die 
Pigurenaxe ist. Der Widerspruch löst sich dadurch auf, dafs wir uns 
Yorstellen : Auch bei der gleichförmigen Rotation um eine Äquatoraxe 
hat der Endpunkt des Drehungsvektors die Tendenz, auf einem Kjreise 
um die Pigurenaxe fortzuwandern; hierbei kommt er aber nicht von 
der Stelle, weil die Herpolhodiekurve aus einem einzelnen Punkte be- 
steht. Die durch unsem Anstofs abgeänderte Gestalt der Polhodiekurve 
erhalten wir jetzt, indem wir den abgeänderten Endpunkt des Drehungs- 
vektors auf einem Kreise um die Pigurenaxe herumwandern lassen. 
Die Polhodiekurve verändert also bei Hinzufügung unseres kleinen 
Anstofses ihre Gestalt in unstetiger Weise — in Übereinstimmung mit 
der Polhodiekurve bei der entsprechenden Bewegung des allgemeinen 
Kreisels. Das Gleiche gilt von der Kurve, welche der Impuls im 
Körper beschreibt. 

Jedenfalls müssen wir nach dem Vorangehenden sagen: 

Die gleichförmige Doi-ation des Kreisels um eine Axe sekwr Äquator- 
ebene ist eine labüe Bewegungsform, 

Schliefslich betrachten wir den KugelkreiseL Bei diesem ist jede 
Axe Haiiptaxe des Trägheitsellipsoides, woraus zu folgern ist: 

Bei dem Kugelhreisel ist jede Axe durch 0 eine permanente 
Drehungsaxe, 

Die allgemeinste Bewegung des Kugelkreisels besteht in einer gleich- 
förmigen Botation um eine im Baume feste Axe, 

Man überzeugt sich überdies leicht, dafs jede solche Rotations- 
bewegung einen stabilen Charakter besitzt. 

Nehmen wir den zu Anfang dieses Pai*agraphen angestellten Ver- 
gleich zwischen der Kinetik des Kreisels und der des einzelnen Massen- 
punktes noch einmal auf, so können wir sagen: 
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n. BinfäluriDg in Kinetik des Kjeisels. 

Der KiigeVcreisd um nkU nur in Bezug auf das Verhalten des 
ImimlsveMors smdern auch hinsichtlich des GesclmindigJceitsveJctors das 
genaue Änahgon zu dem einseinen Massenpunkte; es hläbt nämlich auch 
dieser Vektor lei der kräftefreien Bewegung des Kwjelkreisels nach Fdchtung 
und Gröfse m Raume Jconstant - 

Häufig gebraucht man das Wort ,,Stabilität^^ nach dem Vorgänge 
von Foiicault noch in einem anderen Sinne als oben geschehen. 
Man versteht darunter nämlich die scheinbare Tendenz gleichförmig 
rotierender Körper, gegenüber äufseren Störungen die Richtung ihrer 
Rotationsaxe im Raume beizubehalten. Die Erscheinungen, um welche 
es sich bei diesen Versuchen handelt, sind bekannt genug. Wir denken 
etwa an unser in der Einleitung geschildertes Demonstrationsrnodeli 
eines Kreisels, welches wir durch Übergewichte so ausbalancieren 
mögen, dafs der Schwerpunkt in den Unterstützungspunkt zu liegen 
kommt. Indem wir den Kreisel durch Abwickelung einer Schnur in 
Bewegung setzen, erteilen wir ihm eine ziemlich starke Rotation, 
welche die Figurenaxe zur Rotationsaxe hat. Ohne grofse Anstrengung 
wird man es emichen, dafs der Kreisel 20 Umdrehungen in der 
Sekunde macht. Wenn wir jetzt die Neigung der Figurenaxe er- 
kennbar ahändem wollen,* so müssen wir eine erhebliche Kraft auf- 
wenden. Kleinere Störungen, z. B. eine Erschütterung des Gestelles, 
ein leichter Schlag auf die Oberfläche des Kreisels, bringen kaum eine 
merkliche Änderung des Bewegungszustandes hervor. Hiermit ver- 
gleichen wir die Thatsache, dafs der nicht rotierende Kreisel auf jeden 
beliebigen Anstofs offenbar mit einer deutlichen Bewegung reagiert. 
Wir werden dann in der That geneigt sein, an eine gewisse 'Wider- 
standsfähigkeit zu glauben, welche der Kreisel vermöge der Rotation 
gewinnt. 

Analoge Verhältnisse beobachtet man sehr häufig bei frei be- 
weglichen Körpern*). Wenn man ein Ziel mit einem geworfenen 
Körper treffen will, so erteilt man letzterem beim Abschleuderu stets 
eine möglichst starke Rotation. Dadurch allein kann man einen 
regelmäfsigen und im Voraus bestimmbaren Gang des Körpers be~ 
wirken. Im anderen Falle würden allerlei Nebenumstände, die Wirkung 
des Luftwiderstandes, zufällige Strömungen in der Luft etc. die Bahn 
erheblich stören. Dies kommt z. B. für das Diskuswerfen der Alten 
oder für das heute übliche Reifenspiel in Betracht. Im Grofsen findet 

*) Zaiilreiche Beispiele dieser A.rfc finden sich in der populär gelialtenen 
Sckrift von Perry: Spinning tops. London 1890; wir möchten dieses anregende 
und durch seine amüsante Darstellung ausgezeichnete Büchlein angelegentlichst 
empfehlen. 
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etwas ähiiliclies statt bei der EiDrichtung der modernen Artillerie- und 
Infanteriewaifeii; nämlich bei der Benutzung gezogener Läufe, worauf wir 
später zurückkommen (Kap. IX, § 10, Fr. 9). 

Das Verständnis der meisten dieser Erscheinungen ist, wenn man den 
Begriff des Impulses voraussetzt, nicht schwierig. Wir können dabei an 
den Kreisel oder eines der zuletzt genannten Beispiele denken (nur der 
ballistische Fall liegt etwas komplizierter). Durch den ursprünglichen 
Antrieb haben wir einen Impulsvektor geschaffen, welcher nahezu in 
die Richtung der Figurenaxe fällt und eine erhebliche Länge hat. 
Mit diesem Impuls setzt sich der Impuls der äufseren Störung nach 
dem Parallelogramm der Kräfte zusammen. Ist letzterer erheblich 
Heiner, als ersterer, so wird der ursprüngliche Impuls nach Lage 
und örofse nur wenig abgeändert. Mithin ist auch der abgeänderte 
Bewegungszustand von dem ursprünglichen nur wenig verschieden; die 
Rotationsaxe behält ihre Lage im Raume nahezu bei und auch die 
Figurenaxe bleibt in der Fähe ihrer früheren Lage. 

Um ein numerisches Beispiel zu geben, mögen wir etwa die oben 
genannte Zahl von 20 Umdrehungen in der Sekunde zu Grunde legen. 
Die Winkelgeschwindigkeit beträgt dann 2:7r . 20 (sec"*^). Ihr ent- 
spricht nach unseren Festsetzungen ein Drehnngsvektor von . 20 cm 
Länge. Um den zugehörigen Impulsvektor zu berechnen, müssen wir 
uns ein Urteil über die Grölse des Trägheitsmomentes um die Figuren- 
axe bilden. Wir denken uns zu dem Zwecke den glockenförmigen 
Hauptteil unseres Modelles etwa durch eine Kreisscheibe von 1 cm 
Dicke und 10 cm Radius ersetzt. Die Dichte des Materiales beträgt 
ca 8 (gr. (nämlich 7,6 für Eisen, 8,5 für Kupfer). Für das 

Trägheitsmoment findet man daraufhin leicht den Wert (gr. cm^); 

der Impulsrektor bekommt daher nach unseren früheren Verabredungen 
die Länge von (4?5:)'^ 10^ gleich ca 16 . 10^ cm. Der Impulsvektor ist 
also etwa 150 Kilometer öder 20 deutsche Meilen lang. Sodann be- 
rechnen wir die Gröfse des ZusatzimpHses in einem konki*eten Beispiel, 
Wir wollen etwa von der Höhe eines halben Meters einen Körper von 
der Masse eines Grammes auf den Rand der Ej:eiselscheibe herabfallen 
lassen. Die Geschwindigkeit, mit welcher jmser Körper unten an- 
komrat, ist nach den Fallgesetzen gleich y2g}b d. h. für h == 50 cm, 
g ^ 900 (cm sec"^) gleich 300. Der ausgeübte Stofs beträgt also 

300 (gr. cm sec”^). Das Drehmoment desselben ist, da ^^r Radius der 
Kreiselscheibe zu 10 cm angenommen wurde, gleich 3000. Unser 
Zusatzimpuls hat hiernach die Länge von 30 m und ist, wenn die 
Figurenaxe vertikal steht, horizontal gerichtet. Es ist klar, dafs dieser 
Zusatzimpuls gegenüber der stattlichen Länge des ursprünglichen 
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Impulses nur eine relativ geringe Änderung bedeutet. Die zugehörige 
Äudernng des Bewegungszustandes wird daher kaum beobachtet werden 
können. Zusammenfassend können wir sagen: 

Die fraglklien ErscMmmgen sind an sich nicht inerlcwürdiger als 
die dwcJiaus selbstverstmdliche Thatsadw dafs ein in scJmeUer Vorwärts- 
bewegung iegrijfene^ Emtjict durch einen seitlichen Anstofs wn so weniger 
aus sdner Bichkmg ahgelenU wird, je gröfser sein ursprünglicher Trans- 
lationsimpuls oder, was dasselbe ist, seme Translatmisgeschwindfiglceitwar.^^ 

Etwas anders stellt sich die Sache, wenn wir statt einer einmaligen 
oder kurzen Störung eine kontinuierliche Einwirkung haben. Offenbar 
kann eine ganz kleine aber anhaltende Abänderung des Impulses selbst 
gegenüber einem sehr grofsen A.iifaugsbetrage eine erhebliche Wirkung 
erzielen, falls wir nur die Beobachtung über ein genügend grofses Zeit- 
interyall ausdehnen. Dieses ist auch in der That der Pall, wie das 
im Folgenden zu besprechende Beispiel der Schwerewirkung zeigt. 

Nachdem wir die Erscheinungen . selbst qualitativ verstanden 
haben, wollen wir schliefslich noch die Ausdruchsweise von der Stabilität 
der JRotationsaxe präcisiereii^ durch welche man diese Erscheinungen 
häufig beschreibt. 

Zunächst werden wir dem Worte „Stabilität^^ seinen spezifischen 
Sinn reservieren wollen, in dem es zu Anfang dieses Paragraphen vor- 
kam und in dem es den Gegensatz zu dem Worte „Labilität^*' bildet. 
Wir werden daher statt Stabilität der Rotationsaxe lieber , ^Erhaltung 
der Eotationsaxd^ sagen. Sodann möchten M/ir hier überhaupt nicht von 
der Rotationsaxe, sondern von der Impulsaxe sprechen. Nicht der 
BrehungsveUcn*, sondern der ImpulsveJctor ist es, auf den cs dynamisch 
in erster Linie anhommi Haben wir die Lage des Impuls vektors er- 
mittelt, so folgt die Lage des Drehungsvektors unmittelbar, z. B. auf 
Grund der Konstruktion von pag, 101. Es ist durchaus falsch, datb 
zur Verlegung des Drehungsvektors eine äufsere Ursache, eine Kraft, 
erfordert wird. Die Kraft tvird nicht zur Verlegung des Drehungs- 
veTäors sondern zur Verlegung des Impulsvektors gebraucht. Denken wir 
z. B. an die allgemeine Bewegung des kräftefreieu Kreisels. Hier ändert 
die Drehungsaxe fortgesetzt ihre Richtung, indem sie auf dem llerpol- 
hodiekegel entlang wandert, ohne dafs eine äufsere Kraft wirkt, 
während andrerseits der Impulsvektor fest bleibt. Die Änderung der 
Drehungsaxe findet eben deshalb und in solcher Weise stoft, dafs die 
Impulsaxe ungeändert bleiben kann. 

Und nun gilt (wie wir wissen) das „Gesetz von der Erhaltung 
der Impulsaxe'' gegenüber äufseren Störungen nicht genau. Wie klein 
auch der hinzukommende Impuls gegen den ursprünglichen sein mag, 
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immer bringt er eine enrlliclie Änderung bei'vor. Diese genügt, um 
die anfangs etwa zusammenfaUenden Axen der Eotation und des 
Impulses zu trennen. Infolgedessen stebt die Drehungsaxe fortan 
im Raume nicht mehr still, sondern beschreibt (bei dem symmetrischen 
Kreisel) einen dünnen Kreiskegel um die Impulsaxe. Das Gleiche gilt 
von der Bewegung der Figurenaxe. 

Hiernach werden wir das vermeintliche Gesetz von der Stabilität 
der Rotationsaxe dahin korrigieren müssen, dafs wir sagen: 

Der ImpulsveJctor wird unter gewissen ^ in der Praxis häufig vor- 
liegenden Verhältnissen durch äufsere Stoni'tigGn relativ wenig geändert 
Infolgedessen werden^ wenn die Bewegung anfa'ngs um die Figürenaxe 
stattfandy der Herpolhodiekegel und der von der Figurenaxe hei der ah- 
geänderten Betvegung hesehriehene Kegel auch nach dei' Storung eine 
sehr Meine Öffnung hehalten. 



Kapitel IIL 

Die Eulcrsclien Gleichungen nebst weiteren AnsführMgen zur 
Kinetik des Kreisels. 

§ 1. Ableitung der ütdersclien Öleichungen. 

Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die geometrischen und 
mechanischen Grrundlagen der Kreiseltheorie kennen gelernt haben, 
wollen wir in diesem zunächst die analytische Behandlung des Problems 
vorbereiten. In erster Linie gilt es, die berühmten JEulerschen Gleichungen 
abzuleiten. 

Wir beginnen mit einer kinematischen Betrachtung, indem wir 
an unsere früheren Eesultate über die unendlich kleinen Drehungen 
anknüpfen 

Es handle sich um einen beliebigen Vektor J, den wir einerseits 
auf ein festes, andrerseits auf ein um 0 bewegliches System beziehen. 
Die Koordinaten seines Endpunktes mögen im ersten Pall mit m, n, 
im zweiten mit L, M, Nj bezeichnet werden. Die Bezeichnungen sind 
mit Rücksicht darauf gewählt, dafs wir unseren Vektor sogleich mit 
dem Impulsvektor identifizieren werden, Richtung und Gröfse des Vektors 
seien beliebig variabel. Seine Veränderung in der Zeit dt, relativ zu 
dem festen System, sei mit di, die davon verschiedene relativ zu dem 
beweglichen System mit dJ bezeichnet. Die Komponenten von di 
nach den festen Koordinatenaxen sind dl, dm, dn, die Komponenten 
von dJ nach den beweglichen dL, dM, dN. Schiiefslich wollen wir mit 
dX, diL, dv die Komponenten von di nach den beweglichen Koordinaten^ 
axen bezeichnen. Das bewegliche System erfahre in jedem Momente die 
unendlich kleine Rotation B, deren Komponenten im beweglichen System 
wie früher mit p, q, r bezeichnet werden mögen. 

Wir ziehen nun das Schema (3) von pag. 41 heran. Dieses Schema 
können wir so auffassen, dafs es die Koordinaten eines im Raume festen 
Punktes F in Bezxig auf zwei successive Lagen des beweglichen Koor- 
dinatensystems mit einander in Verbindung setzt. Der Endpunkt des 
Vektors J fällt zur Zeit t mit Punkt P zusammen. Dieser hat 
im beweglichen System zur Zeit t die Koordinaten L, M, N; es 

*) In den Zusätzen zu Heft IV, pag. 944 wird die folgende Betrachtung 
kürzer und übersichtlicher zusammengefafst. 
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fragt sich, welche Koordinaten demselben Raumpnnkte zur Zeit 
ziikommen. 

Es sind dieses nicht etwa die Koordinaten L + dL^ M -f- dM, 
N -f- dN. Diese kommen vielmehr dem Endpunkte P' des während 
der Zeit dt abgeänderten Vektors J zu. Wir kommen aber von dem 
Punkte P' zu P zurück, wenn wir die Änderung di unseres Vektors 
wieder rückgängig machen. Da nun die Komponenten von di im be- 
weglichen System mit dlj day dv hezeich.net wurden, so werden die 
Koordinaten von P im beweglichen System zur Zeit i+ die folgenden 
werden: 

L^dL — dk, M+dM—dii, Nrj-dN—dv. 

Unser Schema (3) liefert nun, von oben nach unten gelesen, für 
die Koordinaten des Punktes P folgende Relationen: 

Jj dL — dX == L T Ji£dt — Q^Ndtj 

M-{-dM — dyL = — rLdt M pNdty 
N^dN—dv= qLdt—pMdt+ N , ■ 

Hierfür können wir auch schreiben: 

dN dv -r n/r 

[-W--dT- iL-pM 

Der Sinn dieser Gleichungen wird sehr viel deutlicher, wenn wir uns 
der Schreibweise der Vektoranalysis bedienen. Benutzen wir nämlich 
den pag. 61 erklärten Begriff des vektoriellen Produktes, so können 
wir die vorstehenden Gleichungen folgendermafsen zusammenfassen: 

da dXy d^ij dv nichts anderes als die Komponenten von di im beweglichen 
System waren. 

Die geometrische Differenz der Änderungsgeschwindigheiten unseres 
Vektors gegen das feste und gegen das bewegliche System ist also nach 
RicMung und Gröfse gleich dem vektoriellen Produkt unseres Vektors J 
und des DreJiungsvektors P. 

Verbinden wir diesen fundamentalen und sehr allgemeinen kine- 
matischen Satz mit den kinetischen Prinzipien des vorigen Kapitels, 
so ergeben sich die Eulerschen Gleichungen mit einem Schlage. 

Es handle sich erstens um die kräftefreie Bewegung. Der Vektor 
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des vorigen Satzes sei der Impnls des Kreisels; das Koordinatensystem 
XYZ Tra-nn zunäclist eine beliebige Lage gegen den Kreisel haben. 

Bei der kräftefreien Bewegung ist der Impuls im Raume konstant. 
Wir haben also 


Die Grleichung (i) ergiebt nun 


(2) / 

Wir haben damit eine erste veltorielle Form der E^üerschen Gleichungen 
des Jcräftefreien Kreisels abgeleitet. 

Zn einer zweiten Form derselben Gleichungen gelangen wir^ wenn 
wir von der Vektorgleichung (2) zu ihren Komponentengleicbungen 
nach den Koordmatenaxen zurückgehen. Es ist dieses derselbe Über- 
gang im umgekehrten Sinne, der uns oben von (1) zu (1 ) führte. 
Unsere meite Form der Eulersclien Gleichungen des Jcräftefreien Kreisels 
ist daher die folgende: 

rM — 


(20 


A-L 

dt 

dM 

dt 

dN 


-tL 


^ T 


Wir kommen schlielslich zu einer dritten Form derselben Glei- 
chungen, wenn wir einen der beiden Vektoren J und li vermöge der 
zwischen ihnen bestehenden Relation eliminieren. Die Elimination 
wird besonders einfach, wenn wir das X FZ- System speziell mit dem 
Hauptträgheitskreuz zusammenfallen lassen. Dann können wir nämlich 
die Komponenten von «7 einfach durch die Werte ersetzen: 

N^Cr 


und erhalten für die Komponenten von It die Differentialgleichungen: 


( 3 ") 


bII-( 0 -A)rp, 


Dies sind die Eulersclien Gleichungen der Jcräftefreien Bewegung in der 
gewöhnlich hemt^ten Form. 

Die letzte Formulierung der Eulerschen Gleichungen ist ersichtlich 
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weniger allgemein,. wie die vorangehenden, weil sie eine spezielle Lage 
des Koordinatensystems voranssetzt* Die Gleichungen (2') gelten für 
eine ganz beliebige Lage des’ im Kreisel festen Systems und ändern 
ihre Form überhaupt nicht, wenn wir das Koordinatensystem drehen. 
Die Gleichung (2) ist aber offenbar der vollkommenste Ausdruck der 
Eulerschen Gleichungen, weil sie überhaupt keine Beziehung auf ein 
Koordinatensystem enthält. Diese Gleichung setzt am unmittelbarsten 
die folgende Tatsache in Evidenz: 

Die Eulerschen Gleichungen d&/' Icräftefreien Bewegmig sind nichts 
anderes als der analytische Ausdruck dafür ^ dafs der Impuls im Baume 
konstant ist 

Ebenso ergeben sich die Eulerschen Gleichungen beim Hinzutreten 
beliebiger äulserer Kräfte. Die letzteren setzen wir zunächst hin- 
sichtlich des Bezugspunktes 0 zu einer einzelnen Drehkraft zusammen, 
welche wir mit A bezeichnen und welche in dem (beliebig gelegenen) 
System die Komponenten A, M, N besitzen möge. Die Änderung 
dij welche der Impuls im Raume beim Hinzutreten der äufseren Kräfte 
während der unendlich kleinen Zeit dt erfährt, wird alsdann nach dem 
Pundamentalsatze II a von pag. 115 gleich dem unendlich kleinen Stofse 
Adt Wir haben also die Gleichung: 



Mit Rücksicht darauf ergeben sich die Eulerschen Gleichungen beim 
Vorhandensein äufserer Kräfte wieder direkt aus der kmematischen 
Gleichung (!'). 

Als eine erste Form dieser Gleichungen erhalten wir 
(3) §-V(J,X) + A. 


Gehen wir wie oben zu den Komponentengleichungen über, so 
entsteht eine zweite Form dieser Gleichungen, welche bei beliebiger 
Lage des Koordinatensystems X^YZ gilt, nämlich 


(3') 


rM~qN+h, 

= qL-$M + N. 


Wollen wir einen der beiden Vektoren J oder B eliminieren, so 
ist es wieder bequem das X FF- System mit dem Trägheitskreuz zu- 
sammenfallen zu lassen. Dann kommen wir auf die geivöhnliche Farm 
der Eulerschen Gleichungen heim Vmdiandensein äufserer Kräfte: 
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= A, 

C^^={A-B)n+ N. 

Die Formen (3) und (3') der Eulersclien Grleichungen yerdienen 
wieder vor (3") den Vorzug, weil sie unabhängig von der Wahl des 
Koordinatensystems sind. Die Gleichungen (3) zeigen besonders deutlich: 

Seim Vorhandensein äufserer Kräfte sind die Eulerschen Gleichungen 
der analytische A.usdruck für die Thatsachcj dafs die JLfiderungsgeschwin"' 
digheit des Impulses im Raum nach Richtung und Gröfse gleich ist der _ 
den äiifseren Kräften entsprechenden Drefikraft 

Bei Euler treten die nach ihm benannten Gleichungen zum ersten 
Male in der Abhandlung auf: „Mouvement de rotation des corps solides 
autour d’un point fixe^^*). Die vektorielle Schreibweise kommt bei 
Hrm Tait in seiner Arbeit** ***) ): „On the rotation of a body about 
a fixed point^^ vor. Die hier vorgetragene Auffassung der Euler- 
schen Gleichungen ist zuerst von Saint Guilhem’^^'*), (1851, 64) und 
bald darauf von Haywaidf) (1856) gegeben worden. Sie operiert 
mit dem mechanischen Systeme als mit einem Ganzen und läfst an Ein- 
fachheit nichts zu wünschen übrig. Die P o ins ot sehe Ableitung derselben 
Gleichungen ff), welche wir sofort näher wiedergeben werden, ist viel 
weniger durchsichtig. 

Wir wollen die diesbezüglichen Poinsotschen Betra chtungen hier 
nur soweit reproduzieren, als sie uns mit einer neuen Auffassung des 
in den Eulerschen Gleichungen auftretenden vektoriellen Produktes aus 
Impuls- und Drehungsvektor ausstattet. Dieser bei unserer Ableitung 
kinematisch definierte Term besitzt, wie wir zeigen wollen, eine ein- 
fache kinetische Bedeutung. 

Wir wollen uns zu dem Zwecke einmal vorsteUen, dafs die Drehlings- 
axe im Körper fest sei, und dafs der Kreisel um diese mit konstanter 
Geschwindigkeit rotiere. Alsdann wmrde in jedem Massenpunkte des 
Kreisels eine Centrifugalkraft angreifen, deren Gröfse und Richtung 

*) Abhandlungen der Berliner Akademie vom Jahre 1758. 

*^) Vgl. Transactions of the E, Soc. of Edinburgh, Vol. 25, 1869, pag. 279, 
280. Der Vektor welcher bei Tait sowie früher bei Hamilton (Elemente 

der Quaternionenrechnung, Band 2, pag. 350 der deutschen Ausgabe) durch eine 
ziemlich komplizierte Vektorgieichung mittelst des Eotatioiisvektora E definiert 
wird, ist unser Impuls. 

***) Journ. de math. (1) 16, p. 347 (1851) u. (1) 19, p. 346 (1854). 

t) Vgl. oben pag. 113. ft) Vgl. Theorie nouvelle . . . , Hr. 53 u. ff. 
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sich nack den Regeln der elementaren Punktmeckanik bestimmt. Wir 
werden darauf alle diese Centrifugalkräfte kinsichtlick des festen Punktes 
O Bezugspunkt zu einer resultierenden ,jCentrifugalm DreMraß ’G 
zusamiaensetzen. Diese Drehkraß^ bekaupten wir^ ist gerade gleich dem 
in Rede stehenden vektoriellen Produkt: 

(4) G^[JR\ 

Beim Beweise- wollen wir ähnlich yerfahren, wie pag. 94 geschehen^ 
als wir aus dem System der zu den einzelnen Massenteilchen gehörigen 
Einzelimpulse den Gesamtimpuls des Kreisels zusammensetzten. Wir 
wollen nämlich die (als fest gedachte) Drehungsaxe zur X-Axe nehmen^ 
so dafs wir die (als konstant vorausgesetzte) Rotationsgeschwindigkeit 
mit JO bezeichnen können. Jedes Massenteilchen dm des Kreisels wird 
alsdann auf einem Kreise um die X- Axe mit der konstanten Winkel- 
geschwindigkeit p herumgeführt. Der Radius des Kreises wird, wenn 
die Koordinaten von dm X YZ sind, ]/ Z^. 

Bei dieser Bewegung wird das einzelne Massenteilchen von eiuer 
Centrifugalkraft angegriffen, deren Vektor wir mit X bezeichnen wollen. 
Wir werden den Begriff der Centrifugalkraft im fünften Paragraphen 
vom Standpunkte der Impulstheorie aus entwickeln. Hier entnehmen 
wir den dortigen Ausführungen die wohlbekannte Thatsache, dafs der 
Vektor der Centrifugalkraft nach Richtung und Sinn radial vom Mittel- 
punkte des Kreises nach aufsen gerichtet ist und dafs der Gröfse 
nach in unserem Falle 

j K\ = dm *) 

ist. Die Komponenten von K nach den Koordinatenaxen werden dahei*, 
wie man leicht erkennt, bez.: 

p^ Ydm, = p^ Zäm. 

Aus dem System der Einzelkräfte K berechnet sich die centri- 
fugale Drehkraft C nach den Regeln der Statik. Aus den Gleichungen 
(1) von pag. 85 ergeben sich die Komponenten von C folgender- 
mafsen : 

= XYdm. 


*) Die Bezeicbnuüg |JSr| für die Gröfse des Vektors K entnehmen wir der 
in der Funktionentheorie üblichen Schreibweise (vermöge deren man ja den 
absoluten Betrag der komplexen Zahl z na iy y d. h. die Länge des zwei- 
gliedrigen Vektors x -j- iy mit \3\ bezeichnet). Die Einführung dieses Zeichens 
wird uns im Folgenden häufig bequem sein, weil sie uns der Mühe überhebt, 
in jedem Falle Richtung und Sinn der betr. Vektoren in unsern Formeln zum 
Ausdruck zu brine-en. 


(5) 


C^=0, C^^—p^JZXdm, 
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Erinnem wir uns andrerseits der Ausdrücke, welcke pag. 94 bei 
gleicher Lage des Koordinatensystems für den resultierenden Impuls 
abgeleitet wurden- Wir fanden für die Komponenten desselben: 


(5') L=pJ M = — pJ XTdm, N— — pJ' ZXdm. 


Mit Rücksicht auf diese Grleichungen können wir die Gleichungen 
(5) folgendermafsen schreiben: 


Die rechterhand stehenden Gröfsen sind aber nach der analytischen 
Definition des vektoriellen Produktes von pag. 62 direkt mit den 
Komponenten von [J R] identisch, da bei unserer Wahl des Koordi- 
natensystems zwei Komponenten des Vektors jß verschwinden (^—r—Oy 
Unsere obige Behauptung ist mithin erwiesen. 

Auf Grund der 1. c. erwähnten geometrischen Bedeutung des 
vektoriellen Produktes können wir sodann folgenden Satz* aussprechen, 
welcher natürlich richtig bleibt, auch wenn wir die oben der Be- 
quemlichkeit halber getroffene spezielle Wahl des Koordinatensystems 
fallen lassen: 

Da5 Moment der Zentrifugalkräfte wird durch einen Vektor dar- 
gestellt y welcher) gleickmtig auf dem Drehungsvektor und dem Impulsvektor 
senkrecht) nach derjenigen Seite hin errichtet ist) von der aus der letztere 
in den ersteren durch eine positive Drehung auf kürzestem Wege 
geführt wird. Der Gröfse nach ist unsere Drehkraft bei durchgehender Zu- 
grundelegung des absoluten Mafssystems gleich dem Inhalt des aus Impuls- 
und Drehungsvektor zu konstruierenden Parallelogrammes. 

An diese kinetische Auffassung des in den Eulerschen Gleichungen 
auftretenden Termes [J schliefst sich eine yteue Interpretation der 

Eulerschen Gleichungen an. Wir betonen aber ausdrücklich, dafs wir 
dieser neuen Interpretation gegenüber unserer ursprünglichen, nach 
welcher die Eulerschen Gleichungen die Konstanz des Impulses im 
Raume aussagten, nur ein sekundäres Interesse beimessen. 

Bemerken wir zunächst, dafs wir die Eulerschen Gleichungen der 
kräftefreien bez. der von der äufseren Drehkraft A beeinflufsten Be- 
wegung mit Rücksicht auf (4) folgendermafsen schreiben können: 


dJ 

dt 


0 bez. 




Daraufhin können wir als Ergänzung zu den Impulssätzen la und 11 a 
von pag. 112 und pag, 115 zwei neue Sätze ausspreehen, welche sich 
auf die Änderung des Impulses relativ zu dem Kreisel beziehen: 



§ 1. Ableitung der Eulerschen Gleicbungen. 145 

Satz Ib. Bei der hräftefreien Bewegung ändert sich der Impuls 
relativ m dem Körper in jedem, Momente so, dafs er sich mit dem 
von den soeben hetrachteten Centrifugallcräften herruhrenden unendlich 
Meinen Drehstofs msammensetd. 

Satz II b. Bei der unter dem Einflufs äufserer Kräfte stehenden 
Betvegung wird die Änderung des Impulses relativ zum Körper in jedein 
Momente gleich dem von unseren CentrifugaTkräften herrührenden Drehstofs 
vermehrt um den den äufseren Kräften entsprechenden Drehstofs. 

Diese Impulssätze zeigen, dafs man die umgekehrte Bewegung, 

dif 

welche durch den Impuls J und seine Änderung bestimmt ist, in 

derselben Weise behandeln kann wie die direkte Bewegung, falls man 
nur die bei der direkten Bewegung in Frage kommenden äufseren 
Kräfte um die Centrifugalkräfte vermehrt, welche bei konstant ge- 
dachter Drehung in den einzelnen Massenteilchen angreifen würden. 

Besonders plausibel wird der Inhalt unserer Impulssätze in dem 
dd 

speziellen Falle = 0, wo der Impuls im Körper fest ist Die ent- 
sprechende Bewegung besteht offenbar aus einer gleichförmigen Drehung 
um eine (im Körper und im Raume) feste Axe. Hier ist es ganz klar, 
dafs wir — in Übereinstimmung mit dem Impulssätze 11 b — von 
aufsen her eine Drehkraft A == — C aufwenden müssen, welche der 
centrifugalen Drehkraft entgegengesetzt gleich ist. 

Die in Aussicht gestellte neue Interpretation der Eulerschen Glei- 
chungen besteht nun einfach darin, dafs wir die Reihenfolge der letzten 
Betrachtungen umkehren und sagen: Die Eulerschen Gleichungen sind 
der direkte analytische Ausdruck unserer Impulssätze Ib und Ilb. 

Bei Poinsot steht die zuletzt genannte Auffassung der Eulerschen 
Gleichungen im Vordergründe. Seine Behandlung der kräffcefreien 
Kreiselbewegung beruht geradezu auf dem axiomatisch hingestellten 
und nicht ganz klar formulierten Impulssätze Ib. Offenbar ist aber 
dieser Impulssatz viel weniger leicht verständlich, wie unsere früheren 
Sätze, welche sich auf die Änderung des Impulses im Raume bezogen. 
Man bemerke vor allen Dingen, dafs die Centrifugalkräfte, von denen 
unsere jetzigen Impulssätze handeln, nur dann wirklich fühlbar werden, 
wenn man die Drehungsaxe im Körper festgehalten denkt, dafs sie 
also bei der wirklichen Bewegung des Kreisels, (bei welcher die 
Drehungsaxe fortwährend wechselt), überhaupt nicht auftreten. Es 
scheint uns daher nicht richtig, mit Poinsot diese neuen Impuls- 
sätze als selbstverständliche Axiome vorauszusetzen und die Ab- 
leitung der Eulerschen Gleichungen darauf zu basieren. Dement- 
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sprechend sehen auch die meisten Lehrbücher*) von der Poinsotschen 
Ableitung der Bulersclien Gleichungen ab und geben eine Betrachtung, 
welche dem Sinne nach mit unserer ursprüngUchen Ableitung identisch 
ist und nur deshalb weniger einfach erscheint, weil die prinzipielle 
Bedeutung des Impulsbegriffes nicht immer genügend Idargestellt 


Zum Schlüsse mögen noch einige Heinere Bemerkungen Platz finden, 
welche mit dem Begrifle der eentrifugalen Drehkraft C in Zusammen- 
hang stehen. 

Es handle sich zunächst um die Rechtfertigung des Wortes 
„Centrifugalmoment", mit welchem wir pag. 98 die Integrale 



YZdm, 


J ZXdm, J XYdm 


belegten. Die oben gegebene Bei*echnung von C zeigt^ dafs diese 
Gröfsen direkt oder bis auf das Vorzeichen den Komponenten der aus 
den einzelnen Centrifugalkraften entspringenden Drehkraft gleich sind, 
falls wir den Körper mit der Winkelgeschwindigkeit 1 um eine der 
Koordinatenaxen drehen. Bie als Centrifugalmomente bezeichneten Gröfsen 
treten also unter gewissen Verhältnissen wirklich als Drehmomente der 
CentrifugaTkräfte cmf. 

Wenn die etwa mit der X-Axe zusammenfallende Drehungsaxe 
eine Hauptaxe des Körpers ist, so werden nach Definition der Haupt- 
axen die beiden Centrifugalmomente 


fzXdm ond J XYdm 


gleich Null; infolgedessen verschwinden nach (5) alle drei Komponenten 
von 0- Um die Haujptaxen herum sind also die Massen des Körpers 
so ausbalanciert ^ dafs die Cenirifugalkräfte der einzelnen Massenteilchen 
sich gegenseitig kompensieren. In diesem Balle liegt bei der kräftefreien 
Bewegung kein Grund vor, warum der Impuls seine Lage gegen den 
Körper verändern sollte. Wir kommen von hier aus zu der uns ge- 
läufigen Thatsache, dafs die Hanptaxen permanente Impuls- und also 
auch permanente Drehungsaxen sind. 

In allen anderen Fällen besitzt die resultierende centrifugale Dreh- 
kraft eine von Null verschiedene Gröfse und ist senkrecht gegen die 
Impuls- und Drehungsaxe gerichtet. Sie bewirkt alsdann nach unserem 
Impulssätze Ib während der Zeit dt im Falle der kräftefreien Bewegung 
relativ zum Kreisel eine ümlagerung des Impuls vektors, bei welcher 
der Endpunkt desselben um das Stück Cdt verschoben wird. Der 


0 YgL z. B. Despeyrous-Darboux, Appell etc. 
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I^npids- Endpunkt schreitet also im Körper stets gleicfuseiiig senkrecht mm 
instantanen Drehungsvektor und mr insiantanen Impulsaxe fort mit einer 
Geschwindigkeit, die dem ParaMehgra/>nm aus beiden Vektoren gleich ist — 
Endlicli eine letzte wichtige Bemerkung über die Eulerschen Glei- 
chungen. Die Eulerschen Gleichungen bestimmen die Lage des Impuls- 
vektors (oder die des Drehungsvektors) gegen den Kreisel. Um andrer- 
seits die Lage des Kreisels im Raume zu bestimmen, ist ein weiteres 
Gleichungssystem erforderlich, welches rein kinematischer Natur ist 
und von der Beschaffenheit der auf den Kreisel vrirkenden äufseren 
Kräfte nicht abhängt. Je nachdem wir die Lage des Kreisels durch 
die Parameter a, ß, y, S oder durch die ipy ^ beschreiben wollen, 
werden wir hiezu die Gleichungen (4) von päg. 43 oder die Gleichungen 
( 9 ) von pag. 45 benutzen. Die vollständigen Differentialgleichungen des 
Kreiselproblems werden daher durch die Eulerschen Gleichungen einer-- 
seits und durch eines der mletzt genannten Gleichungssysteme andrerseits 
dargestellt 


§ 2. Analytieclxe Behandlung der kräftefreien Bewegung des Kreisels. 

Wir wollen jetzt die bereits im vorigen Kapitel besprochene 
Theorie der kräftefreien Kreiselbewegung noch einmal analytisch ab- 
ieiten und vervollständigen. Dabei gehen wir von den Differential- 
gieichiingen des Problems aus, d. h, von den Eulerschen Gleichungen 
einerseits und von den etwa in den 9 , d' geschriebenen kinema- 
tischen Gleichungen andrerseits. Wir haben also erstlich: 


(1) 

ferner aber: 


(2) 


( dJj 
dt 
dM 
dt 
dN 
( dt 


— Jfr — Nq, 
~ Np — Lr, 
= Lq — Mr, 


dw cos ^ . , \ 

S= ii^Osin^ + SCOsqp), 

_== (jp COS9 — g sm g>). 


Es handelt sich darum, dieses Gleichungssystem zu integrieren. 
Wir bemerken vorab, daXs sich das Integrationsgeschäft in zwei Schritte 
zerlegt. Wir können nämlich die Gleichungen (1) für sich behandeln 
und aus ihnen p, q, r als Funktionen der Zeit bestimmen. Mit den 
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so gefundenen Ausdrücken gehen wir in die Differentialgleichungen (2) 
ein, welche die Werte von qt, ip, liefern. 

Die Eulerschen Gleichungen (1) integrieren heifst: drei von ein- 
ander unabhängige Relationen finden, welche t und die p, q, r, aber 
nicht mehr ihre Differentialquotienten nach der Zeit enthalten. Zwei 
solche Relationen können sofort in algebraischer Form aufgestellt 
werden. 

Wenn wir die Gleichungen (1) bez. mit jp, r oder mit L, Mj N. 
multiplizieren und addieren^ so entstellt rechts beidemal Null. Wir 
haben also 

{päL-^- qdM-\- 

[LdL + MdM+ NdN = 0. 

Die Bedeutung dieser Gleichungen ist uns wohlbekannt. Sie ent- 
sprechen der pag. 146 hervorgehobenen Thatsache, dafs die Fort- 
schreitungsrichtung des Impuls-Endpunktes im Körper dauernd gleich- 
zeitig auf dem Drehungsvektor und dem Impulse senkrecht steht. 

Die Gleichungen (3) lassen sich nun mit Rücksicht auf die Rela- 
tionen zwischen dem Impuls- und dem Drehungsvektor sofort integrieren; 
in den p, q, r geschrieben lautet das Resultat der Integration: 

^ ^ -f 4- CV* == G\ 

in Übereinstimmung mit pag. 124. 

Durch (4) wird die Polhodiekurve als eine Baumlcurve vierter Ord- 
nung definiert. Stellen wir aus den vorstehenden Gleichungen eine in 
den p, q, r homogene Relation her, so liefert uns diese die Gleichung 
des Polhodiekegds. Zu dem Zwecke multiplizieren wir die erste Gleichung 
mit G*, die zweite mit 2h und erhalten durch Subtraktion 

(ÄG^ — 2hÄ ^) + (RGä - 2ÄR^) g* -f (CG^ — 2hC^) = 0. 

Der Polbodiekegel wird also in unserem Falle ein Kegel m'citen Grades. 

Zur vollständigen Integration fehlt uns noch eine dritte Gleichung 
zwischen p, q, r und t. Der Symmetrie halber wollen wir die.selbe in 
der Weise aufstelien, dafc wir die instantane Rotationsgescbwindigkeit 
Q in ihrer Abhängigkeit von t ausdrücken. Diese Abhängigkeit ist 
aber nicht algebraischer Natur, sondern führt, wie wir sogleich sehen 
werden, auf die elliptischen Transcendenten. Wir werden es daraufhin 
begreiflich finden, dafs unsere frühere elementargeometiische Behandlung 
hinsichtlich des zeitlichen Ablaufs der Poinsot- Bewegung unvollständig 
bleiben mnfste, und dafs sie speziell zur Darstellung der Winkel- 
geschwindigkeit in jedem Augenblicke nicht völlig ausreichte. 
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Am einfachsten verfahren wir folgendermafsen. Wir kombinieren 
die Grieichnngen (4) mit der folgenden Identität 

(4') -j- 

in welcher u eine Hülfsvariable bedeutet. Aus (4) und (4') berechnen 
sich und rf als lineare Funktionen von u und zwar findet man 

durch eine kleine Determinantenrechnung 

2 __ uBC— 2h(S + 0 + 

^ {Ä — B)(A — C) > 

^2 'u>CA — 2h{C 4- -A) + 

8 _ UÄB -- 2h(A + B) + 

V {Ö-Ä)(Ö~S) 

Insbesondere wird also das Produkt pqr gleich der Quadratwurzel ans 
einem Ausdruck dritten Grades in i*. 

Gehen wir nun auf die Gleichungen (1) zurück. Wir multiplizieren 

dieselben mit und erhalten durch Addition 

dp . da ' dr\ du 

WO zur Abkürzung 

, G — A , ^ — 

c 2 


gesetzt ist. 

( 6 ) 


Infolgedessen wird 


dt 


1 du 
c pqr 


oder t — 



Das hier auftretende Integral haben wir nach dem, was soeben 
über die Abhängigkeit des Produktes pqr von u gesagt wurde, als 
eliiptisches Integral zu bezeichnen, insofern der Nenner die Quadrat- 
wurzel aus einem Ausdruck dritten Grades in u bedeutet. Genauer auf 
die Theorie der elliptischen Integrale wollen wir indessen erst im folgenden 
Kapitel hei dem Probleme des schweren symmetrischen Kreisels eingehen. 
Wir bemerken hier nur, dafs durch die Gleichung (6) t als Funktion 
von u und also auch umgekehrt u bez. Q" als Funktion von ^ bestimmt 
ist, Mittels der Gleichungen (5) können wir dann auch j), g', r als 
Funktionen von t berechnen. 

Betrachten wir nun die Gleichungen (2), indem wir in ihnen p, r 
als bekannt ansohen. Die direkte Integration dieser Gleichungen können 
wir umgehen, wenn wir uns auf die Thatsache stützen, dafs der Impuls 
im Raume konstant ist. Die feste Axe des Impulses können wir zur 
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wählen^ wobei der Endpunkt des Impulses die Koordinaten 
x=^0, y = 0 , -= Cr und X =» Äp, Y = Bq, Z Gr erhält. 

Die Richtungscosinus der gegen die Äxen X, h, Z, welche 

früher mit c, c, c" bezeichnet wurden, sind daher 

c" — 

andererseits haben wir nach den Gleichungen ( 6 ) von pag, 20 
c == sin ^ sin <p, c — sin ^ cos 9 , c' = cos d'. 

Mithin wird 

/ns • n • -^P • r. -Bs a. Cr 

(7) sin '3' sin 9 = sin# cos 9 = coa#==-^- 

Diese Gleichungen bestimmen tp und # für jeden Wert ron falls, 
Tvie wir voraussetzen, die p, g, r bekannte Funktionen der Zeit sind. 
Sie müssen natürlich, mit den Gleichungen ( 2 ) verträglich sein und 
stellen zwei Integrale derselben dar. 

Über die an und für sich willkürlichen Integrationskonstanten 
haben wir dadurch ünplicite verfügt, dals wir die Irapulsaxe speziell 
zur Axe e nahmen. 

Der Winkel ^ berechnet sich alsdann durch eine biofse Quadratur. 
Die mittelste der Gleichungen ( 2 ) liefert nämlich mit Rücksicht auf ( 7 ): 

dtp ^ 

dt~ ^ G* > 

wofür wir nach Gleichung (4) auch schreiben können: 

dj! ^ Äp*+Bq* ^ ih — Cr* 

Da wir p, q, r als bekannte Punktionen von t ansehen, kann hiernach 
^ durch eine Quadratur für Jeden Wert von t gefunden werden. 

Durch die vorstehenden in den Dehrbüchern vieifiach entwickelten 
Formeln wird es möglich, sämtliche Elemente der kraftefreien Kreisel- 
bewegung numerisch auszurechnen. Wm könnten daher jetzt z. B. die 
früher aufgeworfene Frage nach der Gestalt der Herpolhodiekurv« im 
Einzelnen beantworten, wenn wir nicht wie gesagt, das Studium der 
elhptischen Integi’ale einstweilen noch zurückschieben möfsten. 

Übrigens würde man bei einer ausführlichen analytischen Be- 
handlung mit Vorteil statt der gi, # unsere Parameter / 3 , j/, S 
zu Grunde legen. Es würde sich dabei zeigen, dafs, wie wfr es spater 
bei der Theorie des schweren symmetrischen Kreisels schüdern werden, 
die Formeln in den a, ß, y, 8 nicht nur symmetrischer, sondern auch 
in funktiouentheoretischer Hinsicht erheblich einfacher werden, als in 
den gewöhnKch benutzten <p, #. Man bemerke, dafs schon die in 
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den oj, ßj y, d gescliriebeiien tinematisclieii Differentialgleicliiingen vor 
den entsprecliendeii Gleiclmngen in den q>^ ipy ^ einen .Vorzug haben. 
Während diese ein nicht reduzierbares System von drei simultanen 
Differentialgleichungen erster Ordnung darstellen^ zerfallen jene in zwei 
Paare von zwei simultanen linearen Differentialgleichungen, welche die 
Grröfsen a und ß einerseits und die GrröJfeen y und d andrerseits für 
sich zu bestimmen gestatten. 

Von hier aus würden auch die schonen Resultate von Jacobi*), 
welcher direkt die neun Richtungscosinus a, h, c, ... in ihrer Ab- 
hängigkeit von t als 'Ü'“ Quotienten darstellt, sowie die anschliefsenden 
wichtigen Untersuchungen von Hermite****) eine neue Beleuchtung 
erfahren. 

Wir wollen nun auch die, wie wir wissen, sehr einfache Jcräfte- 
freie Bewegung des symmetrischen Kreisels von den Differentialgleichungen 
aus untersuchen. Wir legen wiederum die Gleichungen ( 1 ) und ( 2 ) 
zu Grunde, indem wir dort A = B setzen. Alsdann ergiebt sich aus 
den Integralen (4) durch geeignete Kombination 

2,2 U 

+g °=const. = ^.^ - ^_^^ , 

a I 2hÄ — 

r* _const.==-^^- 3 ^. 

Diese Gleichungen zeigen, dafs die Polhodiekurve jetzt in be- 
kannter Weise aus einem um die Figurenaxe beschriebenen Ereise be- 
steht. Gleichzeitig sehen wir, dafs die Gröfse 

u = 

jetzt ihrerseits eine Konstante wird. Infolgedessen ist die obige Methode 
zur Auffindung eines dritten Integrales, bei welcher nach der Variaheln 
u integriert wurde, nicht mehr anwendbar. Wir finden aber das noch 
erforderliche dritte Integral sehr leicht aus den Gleichungen (1) direkt. 
Wir multiplizieren die beiden ersten Gleichungen ( 1 ) bez, mit 1 und 
+ i] dann ergiebt sich durch Addition: 

(5') A^-^~^^=^±i(C—Ä)r(p±iq) 

oder 

(6') P± k = (Po + ko) 

WO ^0 und ^0 die Werte von p, q und r zur Zeit ^ *s» 0 bedeuten. 

*) Vgl. Sur la rotatdon d’un corps, Grelles Joiirnal Bd. S9, 1850. Hier in 
Kap. VI, § 7 d arges teilt. 

Sur Quelauesanulicationsdesfonctionsellintiqiies. Paris 1883. S.a. Kap. VI, S9. 



|g2 m/ Die Eulerschen Gleichungen, 

Es bleibt noch die Integration der Gleichungen (2) übrig. Aus 
den in (7) enthaltenen Integralen dieser Gleichungen schliefsen wir jetzt; 


sin^'ei*^ = ± i ^ (jp + ^2)- 

Aus der letzten Gleichung folgt sodann durch logarithmische Differen- 
tiation mit Rücksicht auf (5') und (7'): 


G-A 


r == const. 


A—C 


oder 

( 8 ') 

wenn wir zur Abkürzung 

rc^r/\ A — - G 

(8") = 

setzen und annehnxen, dafs dem Zeitpunkte t~0 der Winkel 9 = 0 
entspricht. 

Endlich haben wir nach (8) 

dif) G . 

= = const., 

dt A ^ 

also 

(90 ‘p = vt, 

falls wieder zur Abküi-zung 


gesetzt und angenommen wird, dafe für t=0 auch = 0 ist. Btirch 
die Gleichungen (7'), (8') und (9') ist die allgemeine Bewegung des 
Iräfkfreien symmetrischen Kreisels als reguläre Präcession charakterisiert. 

Als Konstanten der regulären Präcession werden wir, wie früher, in 
erster Linie die Gröfsen g, v und ansehen. Durch diese lassen sich 
die Konstanten jp,, go) »o Gleichungen (4) von pag. 50 

folgendermäfsen ausdrücken: 

(10) J?o"ö, 2(, = i;sin#, j-q = ft -f v cosö'. 

Andrerseits sind aber die drei Gröfeen ft, t' und ^ den zwei früheren 
Integiationskonstanten h und G äquivalent; es wird daher zwischen 
jenen eine Relation bestehen, welche wir aufsteiien wollen. Nach 
Gleichung (8") haben wir 

~fiA = (C — Ä)r = (0 — A)r^, 
also mit Rücksicht auf (10): 
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— /aAL=(C — -<1) (/i + y cos '9') 

oder 

(11) C/Lt 4“ (0 — Ä) vöOS d^ — 0. 

Bei dem einzelnen hräftefreien symmetrischen Kreisel hann also 
immer nur eine speisielle Art von regulärer Fräcession staUjinden^ hei 
welcher die Konstanten y, v, d' der Belation (11) genügen. 

Schliefslicii wollen wir noch die reguläre Präcession des sym- 

metrischen Kreisels nach den Werten von im Sinne von pag. 51 
klassifizieren. Die Gleichung (11) liefert uns 

V __ öl . 

fl A — C cos d' 

Da wir den Winkel d' im allgemeinen kleiner als ^ voraussetzen 

dürfen (vgl. pag, 51), so wird die rechte Seite positiv, wenn ^ > 0, 
negativ, wenn A<C C ist. Infolgedessen .können wir auf Grund der 
Tabelle von pag. 63 sagen: 

Bei dem verlängerten Kreisel (A'> G) ist die in Bede stehende 
Präcession eine progressive, hei dem abgeplatteten (A< G) eine retrograde. 


Im letzteren Falle läfst sich der Wert von noch genauer in 


Grenzen einschhefsen. Wir haben nämlich, wenn C > ist: 

cos '9' — = Ti — 

fl C — . 

oder 


> 1 


< 


cos 


Bei dem abgeplatteten Kreisel {A<G) ist also die „frerlet^. Präcession 
notwendiger Weise eine pericyTdmäische, hei dem verlängerten Kreisel 
(A > C) eine epicyMoidische. 

Von den pag. 51 unterschiedenen vier Interfalien des Werte- 


gebietes ~ kommen also für die kräftefreie Kreiseibewegung nur die 

beiden äufsersten in Betracht. Demgegenüber werden wir bei der 
Betrachtung des schw^eren Kreisels (vgl den sechsten Paragraphen dieses 
Kapitels) sehen, dafs für seine Pracessionsbewegungen auch die beiden 
mittleren Intervalle zugänglich sind. 

In dem Grenzfalle A~ C wdrd 



der Kreisel rotiert dann nach pag. 51 gleichförmig um die Vertikale, 
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d. h. die Impulsaxe henam. Wir kommen also zu dem bekannten 
Resultate: 

Bei dem Kugelhmsel {A=C) geht die gläAßrmige Präcession in 
eine gleichförmige Botation nm die Me des Impulses über. 


% 3. 'über die Bedeutung der Eulerschen Gleichungen und ihr 
Verhältnis zu den Gleichungen von Lagrange. 

Die Eulersehen Gleichungen nehmen in dem System der Mechanik 
eine ganz singuläre Stellung ein und ordnen sich dem allgemeinen 
Typus der mechanischen Differentialgleichungen, wie er von Lagrange 
aufgestelit ist, nicht unter. Auch ist es nicht möglich, bei be- 
liebigen mechanischen Systemen Gleichungen aufzustellen, welche ähn- 
liche Vorteile darbieten, wie die Eulerschen Gleichungen bei dem 
starren Körper.*) Es wird daher interessant sein, in diesem Paragraphen 
den Grund für die Besonderheiten der Eulerschen Gleichungen zu be- 
sprechen und ihre Vorzüge gegenüber den allgemeinen Gleichungen 
von Lagrange MarzusteEen. 

Wir setzen zunächst die allgemeinen Lagrangeschen Gleichungen 
für den Pall des Kreisels her. Die Lage des Kreisels denken wir uns 
etwa durch die drei Lagenkoordinaten 9 ?, den Geschwindigkeits- 

zustand dxrrch die zugehörigen Geschwindigkeitskoordinaten gp', ip', 
dargesteUt. Unter T verstehen wir den Ausdruck der lebendigen Kraft 
in den genannten Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaten geschrieben, 
unter dÄ die Arbeit, welche das am Kreisel angreifende System der 
äufseren Kräfte bei der unendlich kleinen Verrückung (dg), dijj, <?#) 
leistet. 


Die Ghi(dmngen nehmen nun genau dieselbe Fonn an, welche wir 
aus dein vot'igm Kapitel vom einzelnen Massenpmhte her kennen (vgl. 
pag. 79 und ff.); wir haben näiplich einerseits; 

tm 

Äi S m ^ > 


und andrerseits; 



dT 

~dr 

dcp 

dm 

dT 

dt 

dtp 

dm 

dl 

. dt 

d^ 

", m 

( 

c 


= ^ 


) indeaseD Hatnel; Die Dagrange-Eiilersohen Gleichungen der Mechanik, 
Ztschr. f. Math. n. Ph-r« SO ^9na^ 
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§ 3. Die Lagrangeschen G-leicliuiigen. 

In der Tliat hat man nach Lagrange bei jedem System Ton drei 
Freiheitsgraden immer dasselbe Grleichiingssystem^ wie man auch die 
drei Parameter <p, t, einführen"mag, und schliefslich auch bei einem 
System von n Freiheitsgraden das entsprechende Gleichiingssystem, 
wobei nur statt unserer drei Parameter deren n zu benutzen sind. 

Unsere Schreibweise der Lagrangeschen Grleicbungen weicht nur in- 
sofern von der gewöhnlichen Schreibweise ab, als wir den Begriff des 
Impulses eiplicite darin zum Ausdruck bringen. Dies empfiehlt sich 
durchaus, weil hierdurch die Bedeutung der Gleichungen viel klarer 
wird. Durch die Gleichungen ( 2 ) werden ersichtlich die Komponenten 
des Impulses bestimmt, welche zu einer gegebenen Lage des Kreisels 
und zu einem gegebenen Geschwindigkeitszustand gehören, sowie die 
Komponenten der äufseren Ki*aft, welche einer gegebenen Lage ent- 
sprechen. (Die Differentialzeichen dabei in demselben 

uneigentlichen Sinne zu verstehen, wie oben pag. 77 erläutert wurde.) 
Die Gleichungen ( 1 ) gehen darauf an, wie sich die Komponenten des 
Impulses während des Zeitelementes dt abändern. Die Gleichungen ( 1 ) 
sind daher im .Falle des Kreisels mit den Eulerschen Gleichungen 
äquivalent und müssen wie diese der Thatsache Ausdruck geben, dafs 
die Änderung des Impulses jederzeit gleich dem von den äufseren 
Kräften herrührenden Drehsto&e ist. 

Wir wollen die Umrechnung der Eulerschen Gleichungen in die 
Lagrangesche Form hier wirklich durchführen und damit eine Ab- 
leitung der letzteren für den besonderen hier vorliegenden FaU aus 
dem Impulsprinzipe geben. Da aber die Rechnungen sonst etwas 
umständlich werden, wollen wir uns hierbei auf den Fall des sym- 
metrischen Kj-eisels beschränken. 

Wir drücken zunächst den Drehungsvektor (p, q, r) durch die 
Geschwindigkeitskoordinaten (p\ aus und in entsprechender Weise 

die in den Lagrangeschen Gleichungen vorkommenden Komponenten 
[ct>], [M^], [ 0 ] und 0, V, 0 des Impulses und der äulseren Kraft durch 
die in den Eulerschen Gleichungen vorkommenden Komponenten L, M, N 
und A, M, N. Dies geschieht nach den Gleichungen (7) von pag. 45, 
sowie nach pag. 108 in folgender Weise: 

(p = sin 9 ? sin • i^' -j- cos (p • 


(3) 


J q == cos 9 sin # • — sin 9 * 



[y* = 9 ' -j- cos '9’-^'; 


(W = 


(4) 

m = 

sin 9 * sin 9 * L -fr sin ff cos 9 * Af -f* cos ff • 


l[ 0 ] = 

cos q)^L — sin 9 ‘J!f; 
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|0 = 

( 5 ) 

10 = 
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N, 


sin ■ 9 ' sin ip- A + sin S' cos ^ • M -(- cos#- N, 

OOS g) • A — sin 9 ) • M. 

Wir werden ferner die Ausdrücke der lebendigen Kraft und der 
Arbeit nötig haben, welche nach. pag. 108 und 109 bez die folgende 
Form annehmen: 

(6) (Ä{p^ + 3^ -f Or^) = Y(sin®#-tf»'®-f #'^) + •^(9 + cos#-j^»')2, 

(#) = M?+Nr)d< = 0dy 

Ans den Gleichungen (4) bis ( 6 ') schliefsen wir sofort auf das 
Bestehen der Gleichungen (2); diese Gleichungen sind also eine un- 
mittelbare Folge aus der TOrstehenden Definition der Impulskom- 
ponenten [ch], [0] und der Kraftkomponenten < 1 >, V, 0 . 

Wir nehmen nun die Eulersehen Gleichungen etwa in der Form 
(3') von pag. 141 her, nachdem wir in ihnen B — Ä gesetzt haben. 
Zunächst sehen wir, dafs die dritte der Eulerschen Gleichungen 


dt ' 


N 


mit der auf die 9 -Koordinate bezüghchen Lagrangeschen Gleichung 

. <^[»1 8 T 

dt dq> ~~ ■ 

direkt identisch ist. In der That haben wir nach (4), (5) und ( 6 ): 

jf-tn N-®, If-o. 

XJm die auf die ^-Koordinate bezügliclie Lagrangesche Gleichung 
zu erhalten^ multiplizieren wir die Eulersclien Gleichungen der Reihe 
nach mit den Koeffizienten ron i, If, N in dem Ausdrucke ( 4 ) 
für [W]. Dabei entsteht nach ( 4 ) und (5): 


a) 


sin S' sin g) sin d' cos (p -j- cos d" 


äm 

dt 


dt 

d sin ^ sin ® ^ d sin ^ cos cp 

~w~L 


dt 

d cos 0- 


dt 


N 


(Ä — C) sin S" (sin gi — cos 9 ? • p) r -f- 


Nun erkennt man aber, wenn man L = Ap, M — Äq, N Cr 
setzt und die Gleichungen (3) in Anwendung bringt, dals 

d sin a- sin qp , d sin -9' cos «p „ . dcos9’,_ 

dt — ^ + — dt — ^+-sr^ 

= (C — A) sin# (sin y • q — cos qp • ^ r 
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wird. Mitiiü ergiebt sich aas (7) einfach 

dm. 


dt 


= V. 


Diese Gleicliung ist aber mit der zweiten Lagrangeschen Gleichung 
des Kreiselproblems identisch, da nach ( 6 ) gilt: 

■ 

SiA 

Um endlich die auf die /O'-Koordinate bezügliche Gleichung aus 
unseren Eulerschen Gleichungen abzuleiten, verfahren wir ähnlich. 
Wir multiplizieren die Eulerschen Gleichungen der Reihe nach mit 
cos 93 , — sin (p und 0 , d. h. mit den Koeffizienten von JO, M und N 
in der dritten der Gleichungen (4). Dann bekommen wir 


( 8 ) 


r dL 
[cos 9 -^ 


dM d[0] dcoBq> y , d8m<p njp 

= — r- = 1j -j M 


dt ~ dt ^ dt ^ Ht 

= (A — C) (cos 9 ) • + sin 9 ) *i>) r + 0. 

Nun ist aber nach (3) 

M ==« A(aingp-p + coap-q) 9 « Aain& 'ip'q)' 


d cos 9 y , sin 9 


dt 

und andrerseits 

(A — C) (cos (p • q -j- ain q) -p) r — (A — (7) sin ^ ( 9 ' -f- cos ^ • i/j'). 

Infolgedessen können wir statt ( 8 ) schreiben 


m 

dt 


(JL cos -d* sin Q' • — C sin '9' • tl^^tp' + cos 9’ • ^')) = 0. 


Diese Gleichung ist aber mit Rücksicht auf den Ausdruck der leben- 
digen Kraft wieder nichts anderes als die dritte der Lagrangeschen 
Gleichungen. 

Neben den schon besprochenen Lagrangeschen Gleichungen (oder 
den Gleichungen „zweiter Art‘^ benutzt man in der analytischen 
Mechanik bekanntlich auch sog. Lagrangesche Glmhungm erster Art 
Bei einem System von n Punkten und k Graden der Freiheit bestehen 
diese aus 3« Differentialgleichungen für die Koordinaten der Punkte, 
in welche noch 3^ — k verfügbare Parameter, Lagrangesche Mzdti- 
plikatoren genmnty eingehen, welche so zu bestimmen sind, dafs die 
durch die Differentialgleichungen definierten Koordinatenänderungen mit 
der dem System, eigentümlichen Bewegungsfreiheit verträglich sind. 

Nun können wir allerdings nicht daran denken, im Palle des 
Kreisels die Lagrangeschen Gleichungen erster Art direkt benutzen zu 
wollen. Wir müfeten sonst — entsprechend den unendlich vielen 
Massenpunkten, aus denen unser Kreisel besteht, — unendlich viele 
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Gleicliungen mit imendlicli vielen Lagrangeschen Multiplikatoren unter- 
einander schreiben. Wohl aber können wir für den Ki-eisel Differential- 
gleichungen herstelten, welche sozusagen in der Mitte stehen zwischen 
den Lagrangeschen Gleichungen erster und zweiter Art und welche 
wir als LagrangeseJie QMckmgen von gemischtem Typis bezeichnen 
mögen. 

Das öemeinsame, welches diese gemischten Gleichungen mit den 
Gleichungen erster Art verbindet, besteht in der Einführung ül&r- 
mhliger Komdmatm. Man bestimmt die Lage des Systems durch mehr 
Koordinaten als die Anzahl der Freiheitsgrade beträgt: Benutzt man 
als überzählige Koordinaten die 3n rechtwinkligen Koordinaten der 
n Punkte des Systems, so kommt man, wie wir sagten, zu den 
Lagrangeschen Gleichungen erster Art. Benutzt man dagegen 3w — 1, 
3^_2 ..., jk-j-l Koordinaten, so entstehen jedesmal Gleichungen 
unseres gemischten Typus. Hat man nur die Mindestzahl von h Koordi- 
naten verwandt, so ergeben sich die Lagrangeschen Gleichungen 
zweiter Art. 

Den überzähligen Lagenkoordinaten entsprechend wird man als 
überzählige Geschwindigkeitskoordinaten die Differentialquotienten der 
Lagenkoordinaten nach der Zeit einführen. Es wird ferner aber auch 
nötig, den Geschwindigkeitskoordinaten entsprechende Kraft- und Impuls- 
koordinaten zu definieren. Dabei wird man, wie früher (vgl. pag, 92) 
von dem Ausdrucke für die Arbeit des Systems bez. für seine lebendige 
Kraft auszugehen haben. Diese Ausdrücke sind aber in ihrer Ab- 
hängigkeit von den überzähligen Koordinaten nicht völlig bestimmt, 
sondern können durch Hinzufügung beliebiger Multipla der zwischen 
jenen bestehenden Relationen formal modifiziert werden. Infolgedessen 
bleiben die in Rede stehenden Kraft- und Impulskoordinaten in gewisser 
Weise unbestimmt; sie enthalten willkürliche Parameter, deren Auf- 
treten von unserem Standpunkte aus die Notwendigkeit der Lagrange- 
sehen Multiplikatoren erklärt. Die Gleichungen, welche die Änderungen 
dieser überzähligen Impulskoordinaten bestimmen, lassen sich im übrigen 
nach dem Schema der aUgemeiuen Lagrangeschen Gleichungen hin- 
schreiben. 

Zu diesem gemischten Typus werden offenbar die in den ciyß,y, 8 
bez. in den Quatemionengröfsen A, B, C, D geschriebenen Differential- 
gleichungen des Kreiselproblems gehören. In der That benutzen Ivir 
bei Zugrundelegung der genannten Parameter zur Bestimmung der 
Lage und des Geschwindigkeitszustandes überzählige Koordinaten. Die 
so entstehenden Differentialgleichungen werden noch einen Lagrange- 
sehen Multiplikator enthalten, welcher so zu bestimmen ist, dafs die 
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aus den Differentialgleichungen folgenden Änderungen der y, 6 

bez. der Ä, G, D dauernd mit der Bedingung 

aS — ßy bez, = 1 

verträglicb sind. Übrigens bekommen diese Differentialgleichungen eine 
aufserordentlich übersichtliche Iform. Wir woEen indessen ihre Ent- 
wicklung an eine spätere Stelle yerschieben (vgl Kap. VI, § 9), weil wir 
dann ausführlicher auf die Definition der überzähligen Impulskoordinaten 
eingehen müssen. 

Wir kommen nun auf die am Anfänge dieses Paragraphen auf- 
gestellte Aufgabe zurück: die Besonderheiten der Eulerschen Glei- 
chungen gegenüber den Gleichungen von Lagrange zu studieren. 

Warum sich die Eulerschen Gleichungen formal von den Lagrange- 
sehen Gleichungen unterscheiden, ist leicht zu sehen. In den Euler- 
schen Gleichungen bestimmen wir den Geschwindigkeitszustand durch 
die Komponenten des Drehungsvektors j), r nach den Axen X, Y, Z, 
Es sind dieses, wiepag.46 hervorgehoheu,„nichtholonome Gesch windigkeits- 
koordinaten^^^, d. h. keine Differentialquotienten irgend welcher räum- 
licher Abmessungen nach der Zeit. Nun bleibt die Lagrangesche Form 
der mechanischen Differentialgleichungen, wie pag. 155 betont, aller- 
dings bei Einführung beliebiger Lagenkoordinaten bestehen. Als Ge- 
schwindigkeitskoordinaten sind dann aber notwendig die Ableitungen 
der gewählten Lagenkoordinaten nach der Zeit, also jedenfalls exakte 
Differentialquotienten zu benutzen. Hiernach können wir sagen: Die 
Eulerschen Gleichungen sind kein Spezicdfall der Lagrangeschen, insofern 
wir hei jenen den Geseh windigkeitsmstand durch nichtholonome Koordinaten 
hestimmenj ivährend diese die Benutzung holonomer Geschwihdigkeitskoordi- 
naten voraussetzen. 

Wir werden aber ferner fragen, worin die besonderen Vorzüge 
der Eulerschen Gleichungen gegenüber den allgemeinen Differential- 
gleichungen der Mechanik bestehen. Diese treten hauptsächlich bei 
der kräftefreien Bewegung des Kreisels hervor, auf welche wir uns 
zunächst beziehen wollen. 

Aus dem vorigen Kapitel wissen wir, und es ist auch von vome- 
herein selbstverständlich, dafs die Bestimmung des Impulses relativ 
zum Kreisel in jedem Augenblicke nur von dem instantanen Ge- 
schwindigkeitszustand des Kreisels abhängt und von der Lage des 
Kreisels im Baume gänzlich, unabhängig ist. In der That konnten wir 
die Lage des Impulses im Körper analytisch durch die Differential- 
quotienten des nur von den Komponenten p^gfr des Geschwindigkeits- 
zustandes abhängigen Ausdrucks der lebendigen Kraft oder auch 
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geometrisch durch eine mit dem Trägheitsellipsoid operierende Kon- 
struktion bestimmen, bei welcher die Stellung des Trägheitseliipsoides 
im Raume in keiner Weise in Frage kam. Wir bekommen also relativ 
zum Kreisel (bei gleicher relativer Lage und Gröfse des Drehlings- 
Vektors) immer denselben Impulsvektor, welche Stellung wir auch dem 
Kreisel im Raume geben mögen. 

Ferner ist auch die Änderungsgeschwindigkeit des Impulses relativ 
zum Kreisel bei der kräftefreien Bewegung allein durch die Lage von 
Impuls- und Drehungsvektor gegen den Kreisel, sowie durch die Gröfse. 
dieser Vektoren bestimmt und hängt von der absoluten Stellung des 
Kreisels im Raume in keiner Weise ab, wie unmittelbar aus dem Satze 
von der Konstanz des Impulses hervorgeht. 

. Die Bestimmung des Impulses und der Impulsänderung oder, was 
dasselbe bedeutet, des Drehungsvektors und der Änderung des Drehüngs- 
vektors gegen, den Kreisel bildet also bei der kräftefreien Bewegung 
ein Problem,. , für welches die Lage des Kreisels im Baume nicht in 
Frage kommt. Das Problem bleibt dasselbe, wie wir auch die An- 
fangslage des Kreisels im Raume wählen mögen. 

Man wird von voiuherein vermixten dürfen, dafs eine analytische 
Formulierung unseres Problems möglich ist, welche seine Unabhängigkeit 
von der absoluten Lage des Kjreisels im Raume in Evidenz setzt, in 
welcher also die Lagenkoordinaten des Kreisels überhaupt nicht Vor- 
kommen. Diese Formulierung wird nun gerade durch die Euler'schen 
Gleichungen der Iträftefrekn Bewegung geleistet In der That kommen 
in diesen Gleichungen nur die Gröfsen p, r (oder L, M, N) und 
ihre Differentialquotienten nach der Zeit vor, welche eine von der 
Lage des Kreisels unabhängige Bedeutung haben. 

In den Lagrangeschen Gleichungen dagegen zerlegen wir den 
Drehungsvektor bei Benutzung der Lagenkoordinaten q), ^ die 

Komponenten ff', welche sich zum Teil auf Axen beziehen, die 

nicht im Kreisel fest sind, so dafs die zugehörigen Werte der qp', ff' 
bei einer Änderung der absoluten Lage des Kreisels geändert werden. 
Infolgedessen lassen die Lagrangeschen Gleichungen nicht ohne weiteres 
die Thatsache hervortreten, dafs die Bestimmung des Drehungsvektors 
und seiner Lage gegen den Kreisel von der Lage des Kreisels im 
Raume unabhängig ist. 

Die Unabhängigkeit der Eulerschen Gleichungen von den Lagen- 
koordinaten bringt aber (bei der kräftefreien Bewegung) eine erheb- 
liche Vereinfachung des Integrationsverlaufes mit sich. Wir können 
nämlich zunächst, wie im vorigen Paragraphen geschehen, die Differential- 
gleichungen in den p, r für sich integrieren und damit alle Fragen 
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erledigen, welche sich auf die Lage von Impuls- und Drehungsyektor 
relativ gegen den Körper beziehen. Die Bestimmung der absoluten 
Lage im Raum erfordert dann als zweiten Schritt die Integration der 
j^kinematischen^^ Grleichungen, wobei wir noch in der Wahl der Lageti- 
koordinaten volle Freiheit haben. 

Eine entsprechende' Zerlegung der Integrationsschwierigkeiten ist 
bei den Lagrangeschen Gleichungen nicht mögiichj es sei denn^, dafs 
man gerade diejenigen linearen Funktionen der 'i!/, hei der Inte- 
gration zu Grunde legt^ welche bez. den p, q, r gleich sind. Dies 
würde aber nichts anderes bedeuten, als den nachträglichen Ü'hergang 
zu den Eulerschen Gleichungen, 

Wenn äufsere Kräfte die Kreiselbewegung beeinflussen, wird der 
Vorteil, den die Eulerschen Gleichungen vor den Lagrangeschen bieten, 
allerdings allgemein zu reden illusorisch. Da nämlich die äufseren 
Kräfte von der Lage des Kreisels im Raume abhängen werden, fällt 
auch die Änderung des Impulsvektors nicht mehr unabhängig von diesem 
aus. Infolgedessen Mlden jetzt (sofern nicht besondere Symmetriever- 
hältnisse betreffs der äufseren Kräfte vorliegen, worauf wir an dieser 
Stelle nicht eingehen können) d/le Eulerschen Gleichmigen mit den kine- 
matischen ein nicht reduzierbares simultanes System von Differentialglei- 
chungen. Wir werden also, wie es im folgenden Kapitel thatsächlich 
geschehen wird, bei der Integration ebenso gut von den Lagrangeschen 
wie von den Eulerschen Gleichungen ausgehen können. 

Die vorhergehenden Betrachtungen lassen sich kürzer und präciser 
fassen, wenn wir uns gestatten, einige Begriffe aus lAes Theorie der 
Transformationsgruppen vorauszusetzen. Wir können dann nämlich 
sagen: Das Problem, Gröfse und Lage des Drehungsvektors bei der 
kräftefreien Kreiselbewegung zu bestimmen, gestattet eine dreifach 
unendliche Gruppe von Transformationen, nämlich die sämtlichen 
Drehungen des Koordinatensystems y, z um den Punkt 0*). Dabei 
spielen die Komponenten p, q, r die Rolle von Invarianten der Gruppe. 
Die Zerlegung der mechanischen Differentialgleichungen in ein Glei- 
chungssystem (die Eulerschen Gleichungen), welches sich gegenüber 
den Transformationen der Gruppe invariant verhält, und ein zweites 
Gleichungssystem (unsere kinematischen Gleichungen), welches durch 
diese Transformationen geändert wird und gerade die Abhängigkeit 
des Kreisels vom System x, z vorstellt, läfst sich aus der Lieschen 
Theorie vorhersehen. 

♦) Aueführliclieres Herüber findefe man bei H. Liebmann: Bemerkungen über 
integrable Fälle der Kreiselbewegiing, Math. Ann. Bd. 50. Vgl. auch Hamei, l. c. 
(p. 154) 
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Mit Hülfe dieser Theorie läXst sich auch die aUgemeine Frage 
heantworten, wann hei anderen mechanischen Systemen, wie dem 
starren Körper, Gleichungen mögMch sind, welche den Eulerschen 
Gleichungen analog sind und denselben Vorteil der Zerlegung des 
Integrationsverlaufes in zwei einfachere Schritte mit sich bringen, 
wie jene. Solche Gleichungen wird es nur in dem besonderen Falle 
geben, wo das mechanische System und die dasselbe angreifenden 
Lfseren Kräfte eine geeignete Gruppe von kontinuierlichen Trans- 
forniatioiien gestatten. 


§ 4. Führung des Kreisels auf vorgeschriebener Bahn. 

Das D’Alembertsche Prihsaip. 

Bei unserer Ableitung der Kinetik des .starren Körpers konnten 
wir das D’Alenibertscbe Prinzip durch die Hilfsvorstellung zentral wir- 
kender Reaktionskräfte ersetzen. Für die Behandlung allgemeiner me- 
chanischer Systeme gilt aber mit Recht das D'Alembertsche Prinzip 
zusammen mit dem Lagrangeschen Prinzip der virtuellen Arbeit als 
das eigentliche Fundament, Wenn wir dasselbe auch nicht systematisch 
darstellen werden, so werden wir es doch im Folgenden am Beispiel 
des Kreisels erläutern. 

Nachdem wir im zweiten Paragraphen dieses Kapitels die „natürlichem^ 
Bewegung des kräffcefreien Kreisels erledigt haben, würden wir nun nach 
der Bewegung zu fragen haben, die der Kreisel auf Grund gegebener 
Kräfte, insbesondere auf Grund der Schwerkraft ausführt. Statt dessen 
werden wir uns zunächst eine einfachere Aufgabe stellen und die Ver- 
hältnisse bei einer beliebigen „erzwungenenmm Bewegung ins Auge fassen. 

Wir wollen uns vorstellen, dafs wir den Kreisel etwa mit unserer 
Hand in vorgeschriebener Weise bewegen, indem wir eine Gerade des 
Kreisels einen Kegel mit der Spitze in 0 beschreiben und im übrigen 
den Kreisel um diese Gerade in beliebig vorgegebener Weise rotieren 
lassen. Dabei werden wir zunächst annehmen, dafs äufsere Kräfte, 
aufeer den von unserer Hand ausgeübten, nicht vorhanden sind. Wir 
werden also insbesondere wieder den Schwerpunkt mit dem Unter- 
stützungspunkte zusammenfallen lassen. 

Zur Erzeugung unserer erzwungenen Bewegung wird in jedem 
Momente eine gewisse Kraft erforderhch sein. Wir haben die Em- 
pfindung, als ob der Kreisel gegen die Führung einen Widerstand leistet 
und spüren dementsprechend einen Druck auf unsere Hand. Wir 
können diesen Widerstand allgemein den TTäg%eitswid&rstand nennen. 
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Es soll sich im folgenden darum Jmndeln, den Trägheitswiderstand nach 
Michtmig und Grofse anzugehen. 

Um an Bekanntes anznknüpfen^ wollen wir Ton der entsprechenden 
Frage beim einzelnen Massenpunkte ausgehen. Wir denken uns also 
einen sonst keinen äufseren Kräften unterworfenen Punkt Yon der Masse 
m auf einer beliebigen Kurve mit beliebiger Greschwindigkeit entlang 
geführt und fragen nach dem Widerstande^ den der Punkt dieser Be- 
wegung entgegensetzt. 

Vor allem konstruieren wir uns für jede Stelle der Bahn den 
Impuls des Punktes, den wir mit i bezeichnen. Wenn die Bewegung 
nicht gerade die „natürliche Bewegung^^ ist, d. h. aus einer gleichmäfsigen 
geradlinigen Fortschreitung besteht, so wird sich der Impuls von Ort 
zu Ort ändern. Nun setzt aber, nach Newtons lex secunda, jede 
Änderung di des Impulses eine Kraft P voraus, von solcher Be- 
schaffenheit, dafs Pdt — di ist. Diese Kraft P haben wir mit der 
Hand auszuüben; die entgegengesetzt gleiche Kraft bedeutet den Wider- 
stand den wir zu überwinden haben und welchen wir den Trägheits- 
widerstand nennen. Mithin wird 


( 1 ) 



Geometrisch können wir hiernach den fraglichen Widerstand 
folgendermafsen bestimmen. Wir konstruieren für zwei benachbart-e 
Zeitpunkte und den Impuls der erzwungenen Bewegung, bringen 
durch Parallelverschiebung die Anfangspunkte der beiden Vektoren 
zum Zusammenfallen und vervollständigen sie zu einem Dreieck. Dann 
liefert uns die dritte Seite des Dreiecks, durch dividiert, den 

gesuchten Widerstand. 

Wollen wir die Komponenten Wx, Wy, Wz unseres Widerstandes 
nach di-ei rechtwinldigen Koordinatenaxen berechnen, so ergeben sich 
dieselben natürlich sofort, indem wir die Gleichung (1) in Komponenten 
zerlegen. Wir können diese Komponenten von W aber auch direkt 
aus unseren früheren Bewegungsgieichiingen des einzelnen Massen- 
punktes ablesen. Bei der Aufstellung dieser Gleichungen (s. päg. 77) 
dachten wir uns die äufsere Kraft (X. F, Z) gegeben und fragten 
nach der „natürlichen^^ Bewegung, welche sich unter ihrem Einflüsse 
einsieRt. Wir können uns aber auch die Bewegung, d. h. die successiven 
Änderungen des Impulses irgendwie gegeben denken und nach der 
zugehörigen Kraft fragen, welche wir ausühen müssen, um die betr. 
Bewegung zu erzwingen. Der Widerstand, um welchen es sich handelt, 
ist dieser Kraft entgegengesetzt gleich. Wir schliefsen daher aus den 
angezogeneii Gleichungen (9) von pag. 77 
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( 2 ) 




X 


. 

dt ’ 

W, = — Z- 


W« 


dt ’ 


.iS. 

dt 


Dies stimmt ersic]i.tlich mit Gleiehting ^1) überein. 

Wenn auf unseren Massenpunkt eine äufsere Kraft P einwirkt, 
so wird die zur Erzeugung der erzwungenen Bewegung erforderliche 
Kraft offenbar um deren Betrag rerringert. Dementsprechend wird 
der Widerstand, welchen wir dann zu überwinden haben und den 
wir mit W' bezeichnen, statt durch (1) durch die folgende Gleichung 
gegeben: 

(3) TT.-g + P. 


Seine Komponenten ergeben sick ans den Bewegungsgleickungen 
des einzelnen Massenpunktes, wenn wir die gesamte zür Erzeugung der 
Bewegung erforderlicke Kraft mit ,(X 4 " X -j- Y', Z -j- Z') be- 
zelcknen, wobei (Z, die von aufsen wirkende Kraft P, (X', Y', Z') 
die bei der Fiikrung des Punktes aufzuwendende Kraft bedeutet, wie 
folgt: 


( 4 ) 


dt 




w;. 


WJ: 


T 


. d[Y] 






Die vorstehenden, nach den Grundgesetzen der allgemeinen Mechanik 
durchaus selhstverständlichen Bemerkungen übertragen wir nun auf den 
Pall des allgemeinen Tcräftefreien Kreisels* 

Wir konstruieren uns vor allem für jedes Bewegungsstadium den 
Impuls und bekommen so einen von 0 auslaufenden im allgemeinen 
variabelii Vektor. Jede Änderung di des Impulses erfordert aber, 
wie wir aus der pag. 115 gegebenen Übertragung des zweiten Newton- 
sehen Bewegungsgesetzes wissen, eine Drehkraft I) von solcher Be- 
schaffenheit, dafs JDdt — di ist. Die Drehkraft J9 haben wir mit der 
Hand bei der Führung des Kreisels auszuüben; mit der entgegengesetzt 
gleichen Kraft widerstrebt der Kreisel der Bewegung. Der gesucJde 
Widerstand ist also nach Richtufig, Grofse und Sinn gegeben durch die 
VeMorgleichung: 

(10 

dt 

Geometrisch finden wir den Widerstand abermals dadurch, dafs 
wir uns den Impuls im Raume für zwei benachbarte Zeitpunkte L und t* 
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konstruieren und die Endpunkte der beiden Vektoren verbinden. Dann 
liefert uns das Verhältnis der Verbindungslinie zu dem Zeitintervalle 
Gröfse, Richtung und Sinn von W in dem Zeitpunkte 

Um die Komponenten Wx, Wt, Wz unseres Widerstandes nach 
den im Kreisel festen Koordinatenaxen X YZ zu berechnen, ziehen wir 
die Eulerschen Gleichungen heran. 

In der That können wir diese Gleichungen, wie oben die Bewegungs- 
gleichungen des einzelnen Massenpunktes und ebenso wie die mecha- 
nischen DifFerentialgleichungen überhaupt, in doppelter Weise auffassen. 
Wir können uns entweder die äufseren Kräfte gegeben denken und nach 
derjenigen Bewegung fragen , welche das System von einem gegebenen 
Anfangszustande aus auf Grund dieser Kräfte ausführt. Wir können 
uns aber auch andrerseits die Bewegung des Systems willkürlich gegeben 
denken und nach denjenigen Kräften fragen, welche zur Erzeugung dieser 
Bewegung erforderlich sind. Während die erstere Aufgabe die Inte- 
gration der mechanischen Differentialgleichungen nötig macht, ist die 
letztere durch die in den Gleichungen angedeuteten Differentiationen 
zu erledigen. In diesem Paragraphen betrachten wir die Eulerschen 
Gleichungen von dem zuletzt charakterisierten Standpunkte. 

Der gesuchte Trägheitswiderstand ist offenbar nach dem Gesetz 
der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung der zur Erzeugung 
der Bewegung erforderlichen Kraft entgegengesetzt gleich. Entnehmen 
wir also die Komponenten A, M, N dieser Kraft aus den Eulerschen 
Gleichungen von pag. 140, so erhalten wir für die Komponenten des 
Widerstandes, bezogen auf das im Körper feste Koordinatensystem, die 
folgenden Werte: 


( 2 ') 


Wx= - h = + Mr - Nq, 

TFr= — M= — Np — Lr, 

= - Lq - Mp. 


Dafs diese Bestimmung von W mit dem. in (1') enthaltenen Werte 
zusammenfällt, ist nach unserer Ableitung der Eulerschen Gleichungen 
evident. 

Wir wollen nun ferner annehmen, dafs auf unseren Kreisel von 
aufsen her ein irgendwie gegebenes Kraftsystem wirkt, welches, in 
gewohnter Weise zusammengesetzt, eine Drehkraft D ergiebt. Ihre 
Komponenten nach den Koordinatenaxen seien A, M, N. 

Alsdann wird ein Teil der Impulsänderimg durch diese Drehkraft 
D kompensiert. Der übrig bleibende, nicht kompensierte Teil ergiebt 
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negativ genommen nacli Richtung, GrSihe und Sinn den Widerstand, 
den -wir hei der erz-wungenen Bewegung des Kreisels zu überwinden 
haben. Dieser Widerstand W' unterscheidet sich also jetzt von dem 
Trägheitswiderstande W des Kreisels um den Betrag der Drehkraft D 
und ist dementsprechend durch die folgende Vektorgleichung zu be- 
rechnen: 

(8') W'-W==D oder W' = -^^ + D. 


Seine Eomponenten nach den Koordinatenaxen folgen abermals 
aus den Eulerschen Grleichungen. Bezeichnen wir die Komponenten 
der gesamten K.raft, welche zur Erzeugung der fraglichen Bewegung 
erforderlich ist, bez. mit A + A', M + M', N -J- N', so erhalten wir: 



+ Nq+A, 

■ PT; = - M' = — ^ 4- Wi? — iv -f M, 
TTi == - N' -Mp + N. 


Von hier aus gelangen wir zu einem sehr einfachen und sehr be- 
kannten Kriterkm, durch welches wir die unter dem Einfluß gegehenen 
Kräfte staUfmdende natürliche Bewegung des Kreisds gegenüber beliebigen 
erzwungenen Bewegungen charodderisieren können. Wir wollen auch 
hierbei zuerst vom einzelnen Massenpunkte sprechen. Die natürliche 
Bewegung, welche der Punkt unter dem Einflufs der Kraft P ohxio 
äufseren Zwang axisfühi-t, ist offenbar diejenige Bewegung, bei welcher 
der oben eingeführte Widerstand W verschwindet. Bie Bedingung 
für die natürliche Beivegung lautet also nach (3) 

(5) -|i + P===o. 


Diese Gleichung ist im Grunde vollständig trivial; sie ist nichts anderes 
als dei fundamentale Impulssatz, welcher der Mechanik von N^ewton 
als zweites Axiom zu Grunde gelegt ist. 

"Wir können nun aber diesem Satze eine neue Formulierung geben, 
Indern^ wir die Frage nach der natürlichen Bewegung des Punktes auf 
eine Gleichgewichtsfrage zurückführen. Diese Formulierung liegt nahe, 
sobald man, wie oben geschehen, die negativ genommene Änderungs- 
geschwindigkeit des Impulses als eine besondere Kraft eingeführt und 
mit einem besonderen Namen („Trägheitswiderstand“) belegt hat. Wir 
können nämlich die Gleichungr ('5') fol£rendfirTnn.rsA« Jn 
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Bei der natildichen Bewegimg eines Bunlctes hält sich der TrägTmts- 
widerstund des Punktes mU der aufseren Kraft dauernd das GldcJigewichL 

In dem Yorliegenden emfachsten Falle ist natürlicli mit dieser 
Formulierung nichts gewonnen. Wir erwähnen dieselbe nur deshalb^ 
weil die entsprechende Aussage als sog. JD^ Älemhertsches Prin^i^ die 
natürliche Bewegung beliebiger mechanischer Systeme regelt^ worauf 
wir sofort zurüctkommen. 

Charakterisieren wir vorab die natürliche Bewegung des allgemeinen 
Kreisels ‘in entsprechender Weise. Es ist dieses oiffenbar wieder die- 
jenige Bewegung^ gegen welche der Kreisel keinen Widerstand leistet^ 
bei welcher also W in Gleichung (3') verschwindet. Unser Kriterium 
für die unter dein Ein flu f$ der äufseren JDrehkraft JD siattfl/ndende natür- 
liche Bewegung des Kreisels lautet also, gam ähnlieh wie heim Punkte: 

(5') _|1 + D_0. 

Im. Grunde fallen wir damit wieder auf unsem fundamentalen Impuls- 
satz; von pag. 115 zurück bez. auf die mit jenem äquivalenten Enler- 
schen Gleichungen. 

Um nun die hier in Betracht kommende Formulierung dieser Glei- 
chung zu finden^ gehen wir auf die einzelnen Masseiipunkte zurück^ welche 
den Kreisel konstituieren und denken uns dementsprechend den Ge- 
samtimpuls i sowie die resultierende Drehkraft D in die zu den 
Massenpunkten gehörigen Einzelimpulse und Einzelkräfte aufgelöst. 
Alsdann können wir die Gleichung (5') als eine Gleichgewichtsbedingung 
im Sinne der elementaren Statik aussprechen und können folgenden 
Satz foi-malieren^ welcher sich mit dem DAlembertsehen Prinzipe im 
PaHe des Kreisels deckt: 

Bei der natürliehen Bewegung steht das System der Tfägheiis%m.d&r- 
sUmh aller einzelnen 3£assenteilchen mit dem System der in dm Punkten 
afigreifmäen äufseren Kräfte vermöge der starren Verhindmig de)" 3Iassen- 
pirnkte beständig im GlekhgewicMe. 

Diese A.u.ssage überträgt sich nun, wie gesagt, auf beliebige 
mechanische Systeme mit beliebigen, nicht notwendig starren Ver- 
bmdungen. Die Frage.!! der Bewegung erscheinen somit auf Gieichge- 
wichtsfragen zurückgeführt In der Begrün du-ug dieser statischen 
Auffassung der dynamischen Gesetze liegt die eigentliche 
Leistung D'Alemberts und das Charakteriaticum seines 
PriB.zip6S, 

Wir können schliefslieh sozusagen ein Mittelding mnschen der 
natürlichen und der &rmm,mgemn Bewegung des Kreisels b6tra(ihten. Wir 
wollen etwa, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, eine 
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Hanptaxe .1? des Kreisels in bestimmter Weise einen Kegel mit der 
Spitze in 0 beschreiben lassen bez. im besonderen festgehalten denken, 
während wir die Drehnng um diese Äxe durch äiüseren Zwang nicht 
beeinflussen. Der letztere Teil der Bewegung ist dann als natürliche, 
der erstere als erzwungene Bewegung zu bezeichnen. Alsdann wird 
die Komponente des Widerstandes W' in Richtung von H verschwinden 
müssen, weil diese durch die Führung von H nicht kompensiert werden 
kann. Dagegen wird die zu H senkrechte Komponente von W einen 
von Kuir verschiedenen Wert haben, welcher uns eben den bei der 
Führung aufzuwendenden Druck anzeigt. Dementsprechend ist nur die 
zu H senkrechte Komponente von W' nach Grieichung (3') zu berechnen. 

Die Ausdrucksweise des D’Alembertschen Prinzipes läfst sich auch 
für diesen Typus von Bewegungen vollkommen aufrecht halten. Gerade 
in dieser Vielseitigkeit, kann man sagen, beruht der wesentliche Nutzen 
des Prinzipes. 

Achten wir nur auf denjenigen Teil der Bewegung, welchen wir so- 
eben als natürliche Bewegung bezeichneten, so haben wir sozusagen einen 
Kreisel von nur einem Grade ncdürlicher Bewegungsfreiheit An diesem 
halten sich dann die Trägheitswiderstände der einzelnen Massenpunkte 
mit den äufseren Kräften nach der für uns in Betracht kommenden 
Komponente von Gleichung (5') ersichtlich das Gleichgewicht, das DAlem- 
bertsche Prinzip ist für diesen Teil der Bewegung ohne äufseren 
Zwang erfüllt. Ziehen wir aber auch die erzwungene Bewegung 
von H in Betracht, so haben wir einen Kreisel von einem Grade 
natürlicher und zwm Graden erzwungener Bewegungsfreiheit Das Gleich- 
gewicht zwischen den Trägheitswiderständen und den äufseren Kräften 
wird bei diesem hergestellt, wenn wir zu den äufseren Kräften noch 
die Kraft hinzurechnen, welche wir bei der Fühning des Kreisels aus- 
zuüben haben. Die so entstehende Betrachtungsweise ist der vorher- 
genannten deshalb vorzuziehen, weil sie nicht nur den Ablauf -der 
natürlichen Bewegung sondern auch den für die erzwungene Bewegung 
erforderlichen Druck zu bestimmen gestattet. 

In der gewöhnlichen Sprache der analytischen Mechanik würde 
man die hier vorgenommene Beschränkung der natürlichen Bewegungs- 
freiheit so formulieren, dass man den Kreisel gewissen Bedingungs- 
gleichmigen unterwirft, welche im obigen Beispiel (bei beliebiger Führung 
dei Axe fl) noch die Zeit enthalten würden. Der Nutzen des D’Alem- 
bertschen Prinzipes besteht, analytisch gesprochen, gerade darin, dafs 
man miRek dieses Prinzipes von derartigen Bedingungsgleichungen so 
viele eliminieren kann, als man gerade will, um dann die übrigen 
durch geeignete Kräfte zu ersetzen. 
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Wir werden im letzten Paragraphen dieses Kapitels für die hier 
nur angedeutöten Anwendungen des D’Alembertschen Prinzipes auf 
Bewegungen von teilweise erzwungenem Charakter einige Beispiele 
bringen. 

§ 5. Spezielle Ausfährungeii für den Kugelkreisel. Zerlegung des 
Gesamtwiderstandes in einen Aceelerations- und einen Deviations- 
widerstand. 

In der Punktmechanik kann man die Betrachtung des Trägheits- 
widerstandes, welche der einzelne Massenpunkt einer erzwungenen Be- 
wegung entgegensetzt, noch etwas weiter führen, als es im vorigen 
Paragraphen geschehen ist. 

Wir wollen, wie üblich, den Trägheitswiderstand, indem wir ihn 
auf die Tangente an die Bahnkurve projizieren, in zwei Komponenten 
zerlegen, eine in Richtung der Tangente fallende Komponente, welche 
Tangentialkraft genannt werden soll, und eine dazu senkrechte Kompo- 
nente, welche Ceni/rifugalkraft heifst und welche bereits im ersten 
Paragraphen dieses Kapitels vorkam. Die Grröfse der Tangentialkraft 
wollen wir mit jff, die der Centrifugalkraft mit K bezeichnen. 

Die Centrifugalkraft können wir auch als denjenigen Bestandteil 
des Widerstandes definieren j m dessen Überwindung keimte Arbeitsleistung 
erforderlich ist Da nämlich nach Definition die Centrifugalkraft auf 
der augenblicklichen Bewegungsrichtung senkrecht steht, so wird, wenn 
wir mit jKa*, Kyj ihre Komponenten nach irgend welchen Koordinaten- 
axen bezeichnen 

. X Kx -f" y “I“ ^ ~ 

andrerseits erfordert die Überwindung der Centrifugalkraft in der Zeit 
dt die Arbeit 

dA ^ {xKx + y K, + dKf) dt 

Diese Arbeit verschwindet also, wie behauptet wurde. 

Um die Berechnung von H und K möglichst einfach zu gestalten, 
verfährt man bekanntlich so, dafs man die vorgegebene Bewegung 
durch eine andere ersetzt, welche jene in dem betrachteten Zeitpunkte 
von der zweiten Ordnung approximiert, d. h. welche für diesen Zeit- 
punkt und einen unmittelbar folgenden dieselbe Öröfse und Richtung 
des Impulses und daher auch dieselbe Tangential- und Centrifugalkraft 
aufweist, wie die ursprüngliche Bewegung. Man konstruiert nämlich 
zu der vorgegebenen Bahnkurve den Krümmungskreis an der be- 
trachteten Stelle und lälst den Massenpunkt m auf diesem mit gleich- 
förmiger Beschleunigung entlang laufen, wobei seine Geschwindigkeit 
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und Besdileuniguiig so zu bemessen sind^ dafs sie an der in Rede 
stellenden Stelle mit der Geschwindigkeit und der Beschleunigung der 
ursprünglichen Bewegung übereinstimmen. 

Alsdann findet man leicht aus der Gleichung (1) des vorigen 
Paragraphen für die Gröfse äey' Tangentiallcraft: 

tt di:> . d|i| jfcN 

( 1 ) 

Die Richtung der Kraft ist nach der ursprüngliclien Definition der- 
selben mit der Richtung der instantanen Geschwindigkeit identisch. 
Rer Sinn ist dem Sinne der instantanen Beschleunigung entgegen- 
gesetzt. 

Desgleichen ergiebt sich für die Gröfse der Centrifugalkraft die 
schon früher benutzte Formel 


( 2 ) 



Ir: 


in welcher U den Radius des Krümmungskreises bedeutet. Die Richtung 
der Centrifugalkraft ist dadurch bestimmt, dafs sie 1) auf der instan- 
tanen Bewegungsrichtung senkrecht steht und 2) in der Schmiegungs- 
ebene der Bahnkurve und also der Ebene des Krümmungskreises liegt. 
Den Sinn der Centrifugalkraft können wir etwa durch folgende Regel 
festlegen: sie sucht den Massenpunkt von dem Centrum des Krümmungs- 
kreises zu entfernen. 

Nach (1) verschwindet die Tangentialkraft nur dann, wenn die 
Beschleunigung verschwindet. Andrerseits verschwindet nach (2) die 
Centrifugalkraft dann, wenn die Krümmung der Bahn gleich Null 
wird, wenn also die Geschwindigkeit eine unveränderliche Richtung 
besitzt. Infolgedessen werden wir behaupten können: Ras Auftreten 
der Tangentialkraft hat seinen Grund in einer Limgenänderung . das der 
Centrifugalkraft in einer Richtungsänäei'ung des Geschwindigkeitsvektors, 

Wollten wir mm im IMe des allgemeinen Kreisels eine ähnliche 
Zerlegung des Trägheitswiderstandes in zwei zu einander senkrechte 
Komponenten vornehmen, so würde sich alsbald zeigen, dafs diese 
Zerlegung ihr MilsUches hat. Wir müssen vielmehr bis zu dem Spezial- 
falle des Sjugelkreisels hinäbsteigen, um die Begriffe der Tangential- 
und Centrifugalkraft glatt übertragen zu können. Es bestätigt sich 
dabei, was schon pag. 134 bemerkt wurde, dals der Kugelkreiael 
(vermöge der Koincidenz von Impuls- und Geschwindigkoitsaxe) in 
kinetischer Hinsicht eme volle Analogie mit dem einzelnen Massen- 


*) tiber die Bedeutung des Zeichens |ij als Ausdruck für die Länge des 
Vektors i vgl. eine Bemerkung auf pag. 143. 
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punkte darbietet. Übrigens hat diese Beschränkung der Allgemeinheit 
für die weiterhin in Aussicht genommenen Entwickelungen nicht viel 
zu sagen^ da wir in den nächstfolgenden Kapiteln ohnehin unser Haupt- 
interesse dem Kugelkreisel zuwenden werden. 

Der Trägheits widerstand W des Kugel kreiseis wird natürlich, 
ebenso wie der des allgemeinen Kreisels, durch die Gleichung (1') des 
vorigen Paragraphen gegeben. Wir projizieren nun W senkrecht auf 
die Axe der instantanen Rotation und erhalten dadurch eine Drehkrafb, 
welche den instantanen Drehungsvekt.or zur Axe hat und welche wir 
den Accclemtionsividerstand nennen wollen, und eine zweite, deren Axe 
zum Drehungsvektor senkrecht steht und welche der Deviatiofiswider- 
stand heifsen soll. Der Grund für diese Benennungen wird sofort klar 
werden. Die Gröfse des Accelerationswiderstandes bezeichnen wir mit 
IIj die des Deviationswiderstandes mit K, 

Wir erwähnen zunächst eine wichtige Eigenschaft des Deviations- 
widerstandes, welche dieser mit der Centrifugalkraft gemein hat: Zur 
Überwindung des JDeviationswiderstandes ist Jceine Ärbeifsleistimg er- 
forderlich. In der That besagt die Definition des Deviatiöiis Wider- 
standes, dafs die Axe desselben fortgesetzt auf der instantanen Rotatioiis- 
axe |), r senkrecht steht. Bezeichnen wir also mit Kx, -K’r? die 
Komponenten unseres Widerstandes nach denselben Koordinatenaxen, 
auf welche sich die ^ beziehen, so haben wir 

pKx + qKy + rKz == 0. 

Infolgedessen wird die zur Überwindung des Deviationswiderstandes 
erforderliche Arbeit während der Zeit dt: 

dÄ = (pKx+ qKj + rKz) dt = 0. 

Bei der Berechnung von Accelerations- und Deviationswiderstand 
werden wir nun ähnlich verfahren, wie oben beim einzelnen Massen- 
punkte. Wir konstruieren uns nämlich zu der vorgegebenen eine ein- 
fachere Bewegung hinzu, welche jene an der in Rede stehenden Stelle 
von der zweiten Ordnung approximiert. Nach pag. 54 leistet dieses 
bereits eine richtig gewählte gleichförmig heschleunigfe Präcession^^. 
Wir wurden auf diese Bewegung geführt, indem wir an die vor- 
gegebenen Polhodie- und Herpolhodiekegel die Krümmungskegel legten, 
welche jene in der instantanen Rotationsaxe oskulieren, sowie die auf 
den Krümmungskegeln spiralig verlaufenden Kurven der Polhodie und 
Herpolhodie unserer Präcessionshewegung markierten, welche bez. die 
Polhodie- und Horpolhodiektirve der ursprünglichen Bewegung im End- 
punkte des instantanen Drehungsvektors berühren. Diese neue Be- 
wegung besitzt in zwei benachbarten Zeitmomenten nach Richtung 



172 


m. Die Bulerschen Gleichungen. 


und Gröfse denselben Eotations- und also auch denselben Impulsvektor, 
wie die vorgegebene Bewegung. Infolgedessen werden auch die Acce- 
lerations- und Deviationswiderstände bei beiden Bewegungen bez. 
gleich sein. 

Wir haben nun zur Berechnung von H und li die Verschiebung 
di zu betrachten, welche der Endpunkt des Impuls vektors im Raume 
während der Zeit dt bei unserer gleichförmig beschleunigten Präoession 
erfährt. Bezeichnen wir mit ds die zugehörige Verschiebung des 
Drehungsvektors im Raume, d. h. das Bogenelement der Herpolhodie- 
kurve, und mit A das für aUe Axen gleiche Trägheitsmoment des 
“ Kugäkreisels, so wird offenbar 


di — Ads. 


Sodann zerlegen wir ds in zwei Komponenten parallel und senkrecht 
zur Richtung der instantanen Rotationsaxe, welche bez. ds' und dd 
heifeen mögen. Alsdann haben wir nach der Definition des Accelerations- 
und des Deviations Widerstandes: 


R = A- 


ds’ 


dt '■ 


K- 


de 

dt 


: Sun ist ds' nichts anderes, als die Änderung der Drehgeschwindig- 

keit ^ während der Zeit di Mithin erhalten wir für die Größe des 
'Accelerjxtionswiäerstandes die Formel: 


( 1 ') 

oder auch 
( 1 ") 


H=A^ 

at 

dt 


Die Äxe des Accelerationswiderstandes fällt mit der Axe der instari- 
taneii Drehgeschwindigkeit zusammen; dem Sinne nach ist er dem Sinne 
der instantanen Drehbeschleunigung entgegengesetzt. Der Accelerations- 
widerstand tritt hiernach immer dann auf, wenn wir die Drehung des 
KugeVcreisels' beschleunigen. Eine Richtungsänderung des Drehvektors bei 
unveränderter Länge desselben hat auf den Accelerationswiderstand 
keinen Einflufs. Diese Bemerkung dient zur Erklärung der von uns 
gewählten Bezeichnung. 

Wichtiger ist für uns der andere Bestandtheil von W, der Deviations- 
widerstand (in Heft IV kurz Kreiselwirkung genannt). 

Um die Gröfse K desselben zu berechnen, bemerken wir, dafs 
wir da auffassen können als ein Bogenelement auf der Herpolhodie- 
kurve deijenigen gleichförmigen Präcession, welche mit unserer gleich 
förmig beschleunigten Präcession die Richtung und Gröfse der Drehungs- 
axe in dem betrachteten Momente gemein hat. Bezeichnen wir die 
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Konstanten dieser Präcession mit i/, so wird nach den Gleichungen 
(3) und (5) von pag. 50 

diS — yidicy + (ß^y + (^ 9 )^ — psm pv sin # dt. 

Mithin haben wir für die Gröfse des Deviatiofiswiderstandes beim Kugel- 
kreisel die einfache Formel: 

(2') K—\ÄpvBmd'\. 

Was sodann die Axe des JOeviationsividerstandes betriflPt, so folgt 
aus der Definition desselben zunächst, dafs diese Axe auf der instan- 
tauen Drehungsaxe senkrecht steht; andrerseits ergiebt sich aus der 
vorhergehenden Betrachtung, dafs dieselbe in die durch den instan- 
tanen Drehungsvektor gelegte Tangentialebene an den Herpolhodie- 
kegel der gleichförmig beschleunigten Präcession oder, was dasselbe 
ist, an den Herpolhodiekegel der ursprünglichen Bewegung fäUt. Eine 
ganz analoge Eigenschaft haben wir oben bei der Centrifugalkraffc 
konstatiert, deren Richtung, wie erwähnt, in der Schmiegungsebene an 
die Bahnkurve; d. h. in der durch zwei benachbarte Geschwindigkeits- 
richtungen hindurchgehenden Ebene liegt. Der Schmiegungsebene ent- 
spricht aber im vorliegenden Palle die genannte Tangentialebene, in- 
sofern sie durch zwei benachbarte Drehungsaxen hindurchgeht. 

Auf die eigentümlichen experimentellen Folgerungen, welche sich 
aus der Axenrichtung unseres Widerstandes ergeben, werden wir im 
letzten Paragraphen dieses Kapitels noch näher eingehen. 

Wir wollen schliefslich den Smn des Deviationswiderstandes durch 
eine leicht zu handhabende geometrische Regel festlegen. Ursprünglich 
ist der Sinn natürlich der Gleichung (!') entsprechend dadurch be- 
stimmt, dafs er dem Sinne der zur Drehungsaxe senkrechten Kompo- 
nente von di entgegengesetzt ist. Statt dessen können wir aber auch 
folgendermafsen sagen: Der Deviationswiderstand wirht stets in solchem 
Sinne, dafs er den DothodieJcegel an den Het'polhödieJcegel anprefst. 

In der That: Fassen wir ein Bogenelement der Herpolhodiekurve 
bei unserer erzwungenen Bewegung ins Äuge. Unsem Standpunkt im 
Raume wollen wir so wählen, dafs die Richtung, in welcher unser 
Bogenelement von dem Endpunkte des Drehungsvektors durchlaufen 
wird, auf uns hin .gerichtet ist. Da der Drehungsvektor verabredeter- 
mafsen stets nach derjenigen Seite der Drehungsaxe abgetragen wird, 
von der aus die Drehung im Sinne des Uhrzeigers stattzufinden scheint, 
so liegt der Polhodiekegel bei der Wahl unseres Standpunktes not- 
wendig rechts von dem Herpolhodiekegel. Nun ist beim Kugelkreisel 
die Änderung des Impulsvektors der Änderung des Drehungsvektors 
proportional. Unser Widerstand, welcher dem Sinne nach der Impuls- 
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änderung entgegengesetzt ist, wirkt daher von unserem Standpnokte 
gesehen entgegen dem Sinne des Uhrzeigers. Er sucht; also den 
rechterhand gelegenen Polhodiekegel nach links überzudrehen und prefst 
mithin diesen, wie behauptet wurde, an den Herpoihodiekegel an. 

Da es bei der Berechnung des DoTiationswidervstandes lediglich auf die 
zur Drehungsaxe senkrechte Komponente der Impulsänderung ankommt, 
so hat eine gleichzeitige Beschleunigung der K>otationsgeschwindigkeit 
auf die Ctröfse unseres Widerstandes überhaupt keinen Emflufs. Viel- 
mehr tritt derselbe nur bei solchen Bewegungen auf, welche mit einer 
Richtungsänderung der Drehungsaxe verbunden sind. Dm Ursprung 
des Dexnationswiderstandes hohen wir alsO:, ähnlich ivie den der Gentri- 
fugalhraft, in defh^ ümlagerung des G-eschwindiglceitsvehtors zu suchen. 
Dieser Thatsache wollten wir durch die Wahl der Benennung Aus- 
druck geben. 

Die Erörterungen dieses Paragraphen lassen sich auf den all- 
gemeinen Kreisel^ wie erwähnt, nicht gut übertragen. Allerdings 
können wir selbstverständlich den Trägheitswiderstand W auch bei 
diesem in einen Bestandteil zerlegen, welcher die Richtung der in- 
stantanen Drehung zur Axe hat, und einen zweiten, welcher darauf 
senkrecht steht und welcher daher keine Arbeitsleistung absorbiert. 
Indessen würden schon die Namen Accelerations- und Deviations- 
widerstand für diese beiden Bestandteile nicht gerechtfertigt sein. Da 
nämlich die Richtung von Impuls- und Drehungsaxe jetzt im all- 
gemeinen auseinander fallen, so würde unser erster Bestandteil nicht 
ausschliefslich von den Längenänderungen, der letztere nicht aus- 
schliefslich von den Richtungsänderungen des Drehungsvektors her- 
rühren. Auch läfst sich die Gröfse dieser beiden Bestandteile nicht 
durch so einfache Formeln bestimmen, wie oben beim KugelkreiseL 
Wir ziehen es daher vor, bei dem allgemeinen Kreisel, wie im vorigen 
Paragraphen geschehen, schlechtweg von dem Widerstande zu sprechen 
und von einer weiteren Zerlegung desselben abzusehen. 

§ 6. Der Deviationswiderstand bei der reguLj-ären. PraoossionöbawogiiBg 
des syimnetriselien Kreisels. 

Die Erörterungen des vierten . Paragraphen ” enthalten im be- 
sonderen Alles, was über die erzwungenen Bewegungen dos sym- 
metrischen Kreisels zu sagen ist. Wenn wir auf letztere hier aus- 
führlicher eingehen, so geschieht dieses nur deshalb, weil sich speziell 
bei der regulären Präcession des symmetrischen Kreisels besonders 
einfache Resultate ergeben, welche uns eine ei*ste Orientierung über 
die Bewegung des symmetrischen schweren Kreisels verschaffen. 
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Wir nelimen zunäclist an, dafs keine äufseren Kräfte wirksam sind, 
und erteilen unserm Kreisel mit der Hand eine beliebige reguläre 
Präcession um die Vertikale. Der Impulsvektor wird dabei auf einem 
Kreise um die Vertikale berumgefülirt; sein Endpunkt schreitet in jedem 
Momente senkrecht zur augenblicklichen Drehungsaxe fort; seine Länge 
wird nicht geändert. Der Widerstand^ welcher aus dieser Impulsändenmg 
resultiert, rührt also lediglich von den Umlagerungen des Impulses 
her und soll dementsprechend wieder speziell als Deviationswiderstand 
bezeichnet werden. 

Die Aice dieses Deviationswiderstandes steht nach dem, was soeben 
über die Richtung der Impulsändeningen bemerkt wurde, sowohl auf 
der Di-ehungsaxe wie auf der Vertikalen senkrecht; sie fallt also, wie 
wir kurz sagen können, in die Dichtung der Knotenlinie. 

GrÖfse und Sinn des Widerstandes, . welche wir durch die Gröfse 
und das Vorzeichen des Buchstabens JST bezeichnen, ’ergiebt sich darauf 
aus den Werten von W_x, Wy, Wz in den Gleichungen ( 2 ') von pag. 165. 
Es wird nämlich, da die Knotenlinie (vgl. etwa die Figur 3 von pag. 18) 

mit der X-Axe den Winkel 9 ?, mit der Z-Axe den Winkel y 4’ 9 
einsohliefst: 

K — Wx cos (jp — Wy sin (p. 

Hier haben wir in den Ausdrücken von Wx nnd TVr, da es sich um 
eine reguläre Präcession handelt, für p, q, r die Werte aus den 
Gleichungen (4) von pag. 50 einzutragen und für L, Jf, N die zu- 
gehörigen Werte Äp, Äq, Cr. Alsdann erhalten wir nach einer 
kleinen Rechnung: 

( 1 ) K == — Ggv sin d' — (C — Ä)v^ sin d' cos d'. 

Man bemerke, dafs die Bedeutung des Buchstabens K gegen den 
vorigen Paragraphen etwas abgeändert ist, insofern wir K jetzt ein 
bestimmtes Vorzeichen beilegen. Ein positiver Wert von K besagt, 
dafs unser Deviationswiderstand von dem Halbstrahle der Knotenlinie 
aus gesehen im Sinne des Uhrzeigers, ein negativer, dafs er im ent- 
gegengesetzten Sinne wirkt. Den so bestimmten Widerstand werden 
wir bei der Führung des kräftefreien Kreisels als Druck auf unsere 
Hand spüren. 

In dem speziellen Falle C — A reduziert sich unsere Gleichung 
( 1 ) natürlich auf die pag. 173 für den Kugelkreisel abgeleitete Gleichung 
( 2 '’), indem dann der zweite Term der rechten Seite in ( 1 ) verschwindet. 
Dieser zweite Term rührt daher von der Abweichung des Trägheits- 
ellipsoides von der Kugelgestalt her und soll etwa als „ellipsoidischer 
Bestandteil des Deviationswiderstandes^^ bezeichnet werden. Der erste 
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Term, welcher den Wert- des Widerstandes beim Kngelkreisel be- 
zeichnet, soll dementsprechend der ^jSpMrische Bestandteil^ heifsen. 

Es giebt noch zwei andere Fälle, in denen sich der Deviations- 
widerstand auf seinen sphärischen Bestandteil reduziert. Dies findet 
erstens, offenbar statt, wenn & — ^ Pigurenaxe also auf der 

Axe der regulären Präcession senkrecht steht. Ferner aber gilt etwas 
Ähnliches, wenn die Teildrehung fi im Verhältnis zu allen sonst in 
unserer Formel vorkommenden Gröfsen aufser ordentlich üb er wiegt. 
Letzteres ist in den Anwendungen sogar die Regel, weil man durch 
die gewöhnlich benutzten Antriebsvorriehtungen einen Impulsvektor 
von sehr gröfsem Betrage erzeugt, welcher nahezu in die Richtung der 
Figurenaxe fällt. 

Wir kommen hier noch einmal auf Axe natürliche Präcession z\xTn.Qk^ 
welche der kräftefreie symmetrische Kreisel ohne äufseren Zwang aus- 
führt. Die Bedingung für diese Bewegung lautet offenbar (man vgl. 
die Ausführungen auf pag. 167) K^O oder 

0 = (Gfi (G — Ä)v cos ff) V sin ff. 

Durch die vorstehende Gleichung wird unter allen möglichen Präcessions- 
bewegungen eine ganz bestimmte Klasse als natürliche hräftefreie Prä- 
cession ausgeschieden. Auf dieselbe Bedingung wurden wir schon im 
zweiten Paragraphen (s. GL (11) von pag. 153) geführt. 

Wir betrachten nun einen schweren symmetrischen Kreisel und er- 
teilen diesem eine reguläre Präcession um die Vertikale von beliebigen 
Konstanten. Aus der Statik wissen wir (vgl. pag. 87), dafs die an 
den einzelnen Massenteilchen angreifenden Schwere Wirkungen eine resul- 
tierende Drehkraft ergeben, deren Axe bei dem symmetrischen Kreisel 
die Knotenlihie ist und deren GrÖfse und Sinn durch P sin ff bestimmt 
ist. Dabei bedeutet P>0, dafs der Schwerpunkt oberhalb, P < 0, 
dafs er unterhalb des ünterstützungspunktes liegt. 

Der Widerstand, Welchen wir bei einer erzwungenen regulären Prä- 
cession unseres schweren Kreisels zu überwinden, haben, — wir können 
ihn abermals speziell als Deviationswiderstand bezeichnen, — fällt der 
Richtung nach wieder in die Knotenlinie, weil sowohl das Drehmoment 
der Schwere wie nach Obigem die Impulsänderung bei der regulären 
Präcession um die Vertikale die Knotenlinie zur Axe haben. Gröfse 
und Sinn unseres Widerstandes ergeben sich jetzt aus der Gleichung 
(3') des vierten Paragraphen. Tragen wir liier für D den soeben 
angegebenen Wert P sin ff und für die Änderungsgeschwindigkeit des 
Impulses, die oben berechnete Gröfse — K ein, so folgt: 

(-') Tr = A'+Psinff. 
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Der Widerstand^ den wir bei der Führung des schweren Kreisels 
spüren werden^ ist also ein anderer wie der bei gleicher Führung des 
kräfiefreien Kreisels. 

Wir werden auch hier den Übergang zu der natürlichen Bewegung 
des schweren Kreisels machen, also nach solchen Präcessionsbewegungen 
fragen, welche der schwere Kreisel ohne äuTseren Zwang auszuführeu 
imstande ist. Die Bedingung für diese Bewegungen lautet (in Über- 
einstimmung mit dem D'Alemberfcschen Prinzipe) W' — 0. Mit Rück- 
sicht auf ( 1 ) und ( 2 ) können wir hierfür schreiben, wenn wir an- 
nehmen, dafs ' 0 ’ Yon Null verschieden ist, dafs also die Präcession nicht 
speziell in eine blofse Rotation um die Vertikale ausgeartet ist: 

(3) F = C^v -|- (G — A) cos 0 ’. 

Der schwere symmetrische Kreisel vermag hiernach (bei gegebener 
'Massenverteilung, cl h. bei gegebenen Werten von C und P) ohne 
äufseren Zwang wieder nur eine bestimmte Klasse von regulären Frä- 
cessionsbeivegungen auszuführen , nämlich nur solche, deren Konstanten 
/Lt, V , 0 ’ durch die Belatim (3) verknüpft sind. 

Im ganzen hängt diese natürliche Präcession des schweren Kreisels 
von vier willkürlichen Parametern ah. Es sind dieses etwa die An- 
fangswerte der Winkel 9 p, 0 und die Winkelgeschwindigkeiten g 

und V, welche letzteren aber wegen (3) nur einen willkürlicben Para- 
meter repräsentieren. Wir drücken diese Thatsache so aus, dafs 
wir sagen: Es giebt beim eimeinen symmetrischen schweren Kreisel 00 ^ 
mögliche Präcessionsbewegungen. 

Dagegen bängt die allgemeine natürliche Bewegung des schweren 
Kreisels von sechs willkürlichen Parametern ab. Da nämlich der 
Kreisel ein System von drei Graden der Freiheit ist, so können 
wir aufser den Anfangswerten der tp, 0 noch ihre Anfangs- 
geschwindigkeiten willkürlich vorschreiben, worauf der weitere Verlauf 
der Bewegung durch die mechanischen Differentialgleichungen bestimmt 
sein wird. Es giebt also 00 ^ mögliche natürliche Betvegungen des schweren 
Kremls. 

Wir schliefsen hieraus, dafs die reguläre Präcession nur eine 
spezielle Bewegungsform des schwer ert Kreisels, eine partikuläre Lösung 
seiner Eifferentialgleiehungen ist. 

Machen wir dieselbe Abzählung beim symmetrischen schwerelosen 
Kreisel, so haben wir aufser den Anfangswerten der Winkel <pj ijj, 0 und 
den durch die Relation K—0 verbundenen Winkelgeschwindigkeiten g 
und V zu berücksichtigen, dafs die Axe der Präcession jede beliebige 
Lage durch 0 haben kann, (während dieselbe bei dem schweren Kreisel 
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wegen der EicMung der Scliwerewirkung notwendig mit der Vertikalen 
Zusammenfällen mufs). Dieser Umstand erhöht die Zahl der willkür- 
lichen Konstanten bei der regulären Präcession des kräftefreien Kreisels 
auf 6. Es gieU also hd diesem oo® natürliche Präcessionsbewegungen. 
Wir verstehen aus diesem Grunde ganz wohl^ warum die reguläre 
Präcession die allgemeinste Bewegungsform des schwerelosen symme- 
trischen Kreisels sein kann. 

Die reguläre Präcession wird als einfachste, wenngleich partikuläre 
Bewegung des schweren Kreisels für uns später wichtig werden. Wir 
wollen daher auf die möglichen Werte der Präcessionskonstanten noch 
näher eingehen, indem wir diese aus den Konstanten der Präcession 
beim kräftefreien Kreisel durch kontinuierlichen Übergang entstehen 
lassen. 

Dabei werden wir ^ und ^ festgehalten denken und werden 
fragen, wie der Wert von v durch Hinzutreten der Schwerewirkung’ 
abgeändert wird. Den Wert von (v werden wir überdies als positiv 
voraussetzen. 

Nehmen wir zunächst P = 5 = 0, so liefert die in v quadratische 
Gleichung (3) zwei Werte dieser Konstanten, nämlich 

a) 1 ; == 0, h) V — ^ x • 

^ ^ ' {A — 0) cos -0- 

Der Wert a) entspricht einer einfachen Rotation des Kreisels um die 

Pigurenaxe, der Wert b) gehört zu einer wirklichen Präcessions- 

bewegung- Setzen wir darauf P von Null verschieden voraus. Dann 

finden wir als Wurzeln von (3) die beiden folgenden Werte: 


( 4 ) 


qp j/Cy» — 4P(JL — Q cos ^ 
2{A — Ö) cos '9’ 


E$ giebt also (bei gegebener Massemertdlung und gegebenen Werten 
von fl und entweder zwei Fälle von regulärer Präcession oder keinen, 
je Mchdem nämlich die Quadratimrzel im vorstehenden Ausdruck reell oder 
imaginär ist Die beiden reellen Fälle wollen wir nach der Gröfse von 
V als Jangsamd^ und j^schnelle Präcession^^ unterscheiden. Bei genügend 
kleinen Werten von P ist die langsame Präcession diejenige, welche 
sich durch stetigen Übergang aus der einfachen Rotation des schwere- 
losen Kreisels um die Figurenaxe entwickelt, deren Präcessionskonstante 
also der oben mit a) bezeichneten 'Wurzel entspricht. 

Eine besondere Betrachtung macht der Fall des Kugelkreisels 
(C = nötig. Die Gleichung (3) wird in diesem Falle in 1 / linear 
und liefert den Wert 
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Der Vergleicli mit dem abgeplatteten oder verlängerten Kreisel be- 
rechtigt uns aber auch in diesem Palle noch von. einer zweiten Wurzel 
zu sprechen^ welche allerdings unendlich grofs geworden ist = + <^)- 
Die zu der zuerst genannten Wurzel gehörige Präcessionsbewegung 
werden wir • als langsame Präcession bezeichnen können, da sie für 
P = 0 in die einfache Rotation a) übergeht; die Wurzel ^ ^ 

stellt jedenfalls eine schnelle Präcession dar. 

Das folgende Schema, dessen Richtigkeit man leicht aus den 
Gleichungen (4) und (5) verifizieii, veranschaulicht die Lage der 
Wurzeln a) und h) für P = 0 sowie (durch den Sinn der beigefügten 
Pfeile) die Richtung, in welcher a) und h) heim Bänzutreten der Schwere- 
wirkung im Falle des abgeplatteten, des verlängerten und des Kugel- 
kreiseis wandern. Dabei beziehen sich die Pfeile oberhalb bez. unter- 
halb der Geraden auf die Fälle P > 0 bez. P < 0. 


Peri - Anti - Hypo Epi - Cykloidenbewegung 


«+-«b) 

Abgeplatteter Kreisel: 

a)»-^ 


+ ! 

^h-f- 

1 * 

Verlängerter Kreisel: 


... . . 1 _ _ 

I - * 


.... j... ,, 

j ' ^ 

Kugelkreisel: 


1 

i * 





Im Anschlufse hieran bemerken wir, dafs die Werte von welche 

beim kräftefreien Kreisel auf das Gebiet der Epi- und Pericykloiden- 
bewegung beschränkt waren (vgl. pag. 153) im Falle des schweren 
Kreisels auch in die Gebiete der Anti- und Hypocykloidenbewegu.ng 
eindringen können, dafs also durch den schweren Kreisel alle kine- 
loatisch möglichen Präcessionsbewegungen auch kinetisch realisiert 
werden können. 

EsS könnte zunächst vielleicht übeiTaschen, dafs die in vertikaler 
Richtung wirkende Schwerkraft überhaupt eine reguläre Präcession 
des Kreisels um die Vertikale unterhalten kann, d. h. eine Bewegang, 
bei welcher die einzelnen Massenteilchen durchaehnittlich in horizon- 
taler Richtung fortschreiten. Indessen ist dieser Sachverhalt keines- 
wegs merkwürdiger, wie die aus der Punktia.echanik bekannte Thafc- 
sach.o, dafs ein Massenpunkt, welcher sich unter dem EinfliiTs einer 
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Centralkraft bewegt, bei geeignetem Anfangsimpulse auf einem Kreise 
um das Anzieliungscentrum berumlaufen, also beständig genau senk- 
recht zur Richtung der äufseren Kraft fortschreiten kann. Ebenso wie 
die Möglichkeit dieser Bewegung durch die Bedingung gegeben ist, 
dafs die . Centrifugalkraft mit der Anziehungskraft dauernd im Gleich- 
gewichte stehen mufs, so lautete die Bedingung, durch welche wir 
die reguläre Präcession als eine mögliche Bewegung des schweren 
Kreisels erkannten, dahin, dafs der Trägheitswiderstand bei der regu- 
lären Präcession dem von der Schwerkraft berrührenden um eine hori- 
zontale Axe wirkenden Drehmomente dauernd das Gleichgewicht halten 
sollte. Dabei ist zu bemerken, dafs weder die Kreisbewegung des 
Punktes noch die reguläre Präcession des Kreisels die allgemeinste 
Bewegung von Punkt oder Kreisel darstellen, sondern dafs beide Be-, 
wegungen nur bei geeigueter Wahl des Anfangszustandes auftreten. 

Zum Schlüsse mögen wir die reguläre Präcession des schweren 
Kreisels unter dem Gesichtspunkte der im vorigen Kapitel besprochenen 
sog. Stabilität der Drehungsaxe betrachten. Nach obigem kann sich 
aus der einfachen Rotation (v = 0) heim Hinzutreten der Schwere- 
wirkung eine reguläre Präcession (v ^ O) entwickeln, bei welcher die 
Rötationsaxe allmählich auf einem Kreiskegel um die Vertikale herum- 
geführt wird. Wir sehen also in Übereinstimmung mit einer Be- 
merkung auf pag. 136, dafs eine kontinuierhch wirkende äuftere Kraft 
im Laufe der Zeit eine völlige TJmlagerung der Drehungsaxe bedingen 
kann, wie grofs auch die ursprüngliche Rotationsgeschwindigkeit ^ bez. 
wie klein auch die äufsere Einwirkung P sein möge. Von einem 
FestUeihen der Drehungsaxe im Baume wird daher heim Hinmtretm 
einer hontinuierlichen äufseren Störung gewifs nicht die Bede sein können. 


% 7. Ein© neue Ableitung des Deviations Widerstandes bei der regu- 
lären Präcession des symmetrischen Kreisels. Die Coriolisscho Kraft. 

Da der Begriff des Deviationswiderstandes bei der regulären 
Präcession des symmetrischen Kreisels im folgenden eine nicht un- 
erhebliche Rolle spielen wird, so wollen wir uns seine Entstehung 
noch auf eine andere Weise klar machen, indem wir uns den Kreisel 
in seine einzelnen Massenpunkte aufgelöst denken und nach den Kräften 
fragen, mit welchen diese der eiwungenen Bewegung widerstreben. 
Wir werden uns dabei der Einfachheit halber auf den speziellen Pall 
^ == 90® der regulären Präcession beschränken, in welchem sich nach 
pag. 176 der Deviationswiderstand auf seinen sphärischen Bestandteil 
reduziert. 



181 


§ 7. Die Coriolissclte Kraft. 

Wir betrachten zunächst einen einzelnen Massenpuntt P und 
zwingen diesen^ eine aus zwei kreisförmigen Bewegungen zusammen- 
gesetzte Bahn zu durchlaufen. Der Punkt soll in einer vertikalen 
Ebene E mit konstanter Geschwindigkeit auf einem Kreise vom Radius 
B und Mittelpunkte 0 fortschreiten*, gleichzeitig soll die Ebene E 
mit gleichförmiger Geschwindigkeit um eine durch 0 gehende vertikale 
Axe J. gedreht werden. 

Wir wollen den Widerstand berechnen, mit welchem der Punkt 
dieser zusammengesetzten Bewegung widerstrebt. Jedenfalls werden 
wir als. Bestandteile dieses Widerstandes die beiden Centrifagalkräffce 
vorfinden müssen, welche den Teilbewegungen von P, nämlich dem in 
der Ebene E vor sich gehenden Umlauf um 0 und dem im Raum 
stattfindenden Umlauf um A, entsprechen. Es zeigt sich aber, dafs 
aufserdem noch eine aus dem Zusammenbestehen beider Teilbewegungen 
hervorgehende Kraft existiert, die man nach ihrem Entdecker Coriölis- 
sehe Kraft oder auch msammengeseMe Cenfrifugalhraft (force cenfrifuge 
composee) nennt. 

Die Lage des Punktes P in der Ebene E bestimmen wir durch 
den Winkel go, welchen seine Verbindungslinie mit 0 gegen die An- 
fangslage dieser Linie bildet. Wir wollen annehmen, dafs zu Anfang 
die Verbindungslinie OP senkrecht auf der Axe Ä steht. Bezeichnen 
wir noch mit fi die konstante Winkelgeschwindigkeit, mit welcher P 
in der Ebene E umläuft, so haben wir 

(p — g>t. 

Andrerseits bestimmen wir die Lage der Ebene P im Raume durch 
den Winkel um welchen E aus der Anfangslage Eq herausgedreht 
ist. Bedeutet ferner v die konstante Winkelgeschwindigkeit, mit welcher 
sich E um Ä dreht, so haben wir 

^ = vt 

Auf kürzestem Wege dürften wir zur Berechnung der Coriölisschen 
Kraft durch die nachstehende kleine Koordinatenrechnung gelangen. 
Eine direkte geometrische Ableitung werden wir am Schlüsse des 
Paragraphen geben, (vgl. pag. 186 und 187). 

Die Drehungsaxe Ä nehmen wir zur eines räumlichen 

Koordinatensystems, dessen Mittelpunkt in 0 liegen und dessen 
Ebene mit Eq zusammenfallen möge. In diesem System werden die 
Koordinaten von P ersichtlich: 

'[iC = P COS 9 cos ^, 

y — B cosq) sin 7p j 

Z = P sin 


( 1 ) 
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Der Impds i des Punktes bei unserer zusammengesetzten Be- 
wegung hat alsdann, wenn wir noch die Masse des Punktes mit m 
bezeichnen, die folgenden Komponenten: 

[X] = mx' — — my,B sin <p cos f — mvR cos 9 sin 
[ J] = my = — mfiB sin 9 sin ^ + mvB cos 9 cos f , 

[Z] = m/ = myB cos 9. 

Der Widerstand W, welchen der Punkt der erzwungenen Bewegung 
entgegensetzt, bestimmt sich wie früher durch die Vektorgleichung: 


seine 


( 2 ) 


Komponenten werden also die folgenden: 

Wx — — = Wfi.^J?cos9 cos^ — 2 m\ivB sin9 sin-^ 

•-1- mv^B cos €p cos 

= my?B cos 9 sin -f- 2 m(ivB sin (pcoailf 

mv^B co&(p sinip^ 

TT, == — ^^ == sin 9. 


In diesen Aiisdrücken entsprechen offenbar die Terme mit dem 
Faktor fi* der Centrifugalkraft, welche aus dem Umlauf von P in der 
Ebene E entspringen würde, sofern wir uns die letztere im Raume 
still stehend denken. In der That sind diese Terme die Kompoxienten 
einer Kraft, deren QrÖfse 

(3) 

beträgt und deren Richtung gegen die Koordinatenaxen durch die 
Richtungscosinus 

(3') a = cos cos h — cos (p sin c = sin 

bestimmt wird. Es sind dieses nach den Grleichungen (1) gerade die 
Riehtungscosinusse der Verbindungslinie OP. 

Andrerseits entsprechen die Terme mit dem Faktor i/® der Oentiri”- 
fiigaikröft, welche- sich aus dem Umlauf von P ixm die Axe A. er- 
geben würde, sofern wir den Punkt P in der Ebene E als ruheiid 
ansfehen. In der That geben diese Terme eine Kraft von der Grofe 

(4) 

wo Bj == P cos 9 den Abstand des Punktes P von der Axe Ä bo- 
deutet. Ihre Richtuugseosinus gegen die Koordinatenaxen sind 

(4') a = cos ^ mitpf e — 0, 
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d. h. die einer durch P hindureligelienden, zur Axe A senkrechten 
Geraden. 

Es bleiben noch die mittleren Teme mit dem Faktor pp übrig, 
welche ihren Ursprung dem Umstande yerdanken, dafe weder die Ebene 
E im Raume, noch der Punkt P in der Ebene E fest ist. Setzen 
wir die bez. Komponenten zusammen, so entsteht eine Kraft Ton der 
öröfse 

(5) — 2mpvR8iiiq)^ 

welche die Richtungscosinus 

(.5') a" = sin^, = — cos^, c" = 0 

gegen die Koordinatenaxen bildet. Sie steht sowohl auf der Richtung 
(3') wie auf der Richtung (4') senkrecht und liegt in der Normalen 
von E». Diese Kraft ist es, die man als Coriolissche Kraft bezeichnet. 

Schreiben wir der Ebene E Starrheit und eine gewisse Dicke zu 
und denken wir uns den Kreis, welcher P beschreiben soll, als eine 
Rinne in E eingegraben, so wird die Kraft (3) durch die Starrheit 
von P, die Kraft (4) zum Teil durch diese, zum Teil durch die 
Führung aufgehoben, mittelst welchen P in der Rinne gleichförmig 
entlang geschoben wird. Die Kraft (5) dagegen drückt senkrecht 
gegen die Ebene E und wird fühlbar, wenn wir die Rotation dieser 
Ebene um die Axe A mit der Hand besorgen. Diese Kraft wirkt, je 
nach dem Quadranten, in welchem sich P gerade befindet, beschleunigend 
oder hemmend auf die Rotation von E. 

Bemerken wir noch, dafs wir durch die Einführung der Coriolis- 
schen Kraft im Grunde nichts Neues lernen. Ebenso wenig, wie das 
Auftreten der Oentrifugalkraft etwas besagt, was wir nicht aus der 
Theorie des Impulses ohnehin wissen, ebenso wenig erfahren wir aus 
der Betrachtung der Coriolisschen Kraft etwas, was nicht ia -der all- 
gemeinen Theorie der Centrifugalkrafte enthalten wäre. Die Notwendig- 
keit des Coriolisschen Termes folgt einfach daraus, dafs die Tmg- 
heitskraft, welche der thatsachlichen Bewegung des Punktes im Raum 
entspricht, nicht einfach gleich der Resultante aus den beiden Centri- 
fugalkräften ist, die sich ergeben, wenn wir einerseits P in der ruhenden 
Ebene E und andrerseits E bei fester Lage von P rotieren lassen. 

Die selbständige Einführung der Coriolisschen Kraft erklärt sich 
überhaupt nur von einem besonderen Standpunkte aus, welchen man 
der oben beschriebenen zusammengesetzten Bewegung gegenüber ein- 
nehmen bann und welchen wir als den StandpwnM der Relativheiveg'wng 
bezeichnen wollen. Man möchte, um bei dem obigen Beispiel zu 
bleiben, die Bewegung des Punktes P in der Ebene E so behandeln, 
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dass man bei der Betrachtung aus der Ebene E nicht heraustritt. Wenn 
diese Ebene in Ruhe wäre, würde man die erste der obigen Centrifugal- 
kräfte zu berücksichtigen haben. Wegen der Rotation der Ebene E aber 
mufs vor allem noch ein Korrektionsglied in Gestalt des Coriolisschen 
Termes hinzugefügt werden, welches seinen Ursprung dem Zusammem 
bestehen der beiden Bewegungen verdankt. Den dritten Term, welcher 
von der Ordnung ist, wird man im Verhältnis zu den ersteren unter 
Umständen vernachlässigen können, nämlich immer dann, wenn die Be- 
wegung von E im Raume verhältnismälsig langsam vor sich- geht, wenn 
also V im Verhältnis zu ft genügend klein ist. 

Übrigens geht der Coriolissche Ansatz****) viel weiter als unsere 
Darstellung desselben. Während wir einen einzelnen Massenpunkt be- 
trachteten, welcher eine vorgeschriebene Kreisbewegung in einer gleich- 
förmig rotierenden Ebene ausführt, bezieht sich der Coriolissche Ansatz 
auf ein beliebiges System von Massenpunkten, welches eine beliebige 
Bewegung gegen ein seinerseits willkürlich bewegtes Äxensystem be- 
schreibt. — 

Zur Klasse der Relativbewegungen gehört oJffenbar jede Bewegung 
auf unserer Erdoberfläche. Eine solche wird man immer so behandeln, 
als ob die Erdoberfläche in Ruhe wäre, und wird den Einflufs der 
Erddrehung nachträglich durch Hinzunahme der Coriolisschen Kraft 
und der Centrifugalkraft der Erdrotation in Rechnung setzen. Wenn 
insbesondere der bewegte Körper gezwungen wird, sich gleichfömig 
fortschreitend auf einem Meridiane zu bewegen, so haben wir genau 
die oben vorausgesetzten Verhältnisse. 

Wir kommen nun zu den Anwendungen der vorhergehenden Be- 
trachtung auf die Kreiseltheorie. Dabei sei es uns gestattet, eine 
geographische EinUeidmig zu wählen und an der zuletzt erwähnten 
Vorstellung einer auf der Erdoberfläche vor sich gehenden Bewegung 
festzuhalten. 

Wir wollen uns denken, dafs die Erde Tangs eines Meridianes 
von einer Röhre mit überall gleichem, rechteckigem Querschnitt um- 
zogen ist, in welcher wir Wasser mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
zirkulieren lassen, während sich gleichzeitig die Erde mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit um ihre Axe dreht. Den Erdmittelpunkt, welchen 
wir im Raume fest denken, bezeichnen wir mit 0. Die Geschwindig- 
keit der Erdrotation sei v] die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher das 
Wasser von 0 aus gesehen in unserer Rohre fortströmt, heifse g. Die 

*) Man vgl. seine Abhandlung im 24. Hefte des Journal de l’Ecole Foly- 
techoique vom Jahre 1835; Sur les e'qmtions du nwuvement rilatif des sgstmes 
de eor^s. 
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Erde dreht sich vom Nordpol aus gesehen entgegen dem Sinne des 
Uhrzeigers, wie in der nebenstehenden Figur durch einen Pfeil an- 
gedeutet ist. Das Wasser möge auf der in der Figur vorderen Erd- 
hälfte von Süden nach Norden strömen. Die 
Bezeichnungen „rechtes^' und „linkes Ufer^^ 
sollen bei unserer Röhre, wie es in der 
Geographie üblich ist, vom Standpunkte eines 
in der Strömungsrichtung blickenden Beobach- 
ters gewählt werden. Die Ebene unseres Me- 
ridianes werde kurz mit E bezeichnet. 

Übrigens wollen wir, um nicht auf 
hydrodynamische Fragen eingehen zu müssen 
und um das Vorangehende direkt verwenden 
zu können, unsere Röhre unendlich dünn 
voraussetzen und unseren Wasserstrom so 
behandeln, als ob er aus einer Reihe einzelner aufeinander folgender 
diskreter Massenteilchen bestände. 

Da kein Grund vorliegt, weshalb ein Wasserteilchen in unserer 
Röhre das andere überholen sollte, so werden die Abstände der einzelnen 
Teilchen bei der Bewegung dauernd erhalten bleiben. Das Wasser, 
können wir sagen, schiebt sich in seiner Rinne genau so wie ein 
starrer Körper fort. Infolgedessen werden auch die Ehäfte, welche auf 
die einzelnen Wasserteilchen wirken, dieselben sein, wie bei einem 
starren Körper von entsprechender Massenverteilung, welcher sich um 
den festen Punkt 0 dreht, d. h. wie bei einem Kreisel. Und zwar 
würde die Masse unseres Kreisels, welche in diesem Sinne dem Wasser 
unserer Röhre entspricht, auf einem Kreise konzentriert zu denken 
sein, der zum Radius den Erdradius J? und zum Mittelpunkte den 
Erdmittelpunkt 0 hat. Da wir uns überdies die Masse gleichförmig 
über den genannten Kreis verteilt zu denken haben, so werden wir 
unsern Kreisel speziell als symmetrischen Kreisel bezeichnen müssen; 
seine Figurenaxe ist die auf der Meridianebene E senkrechte Gerade. 
Die Kreiselbewegung, welche der aus der Eigenzirkulation und der 
Erddrehung zusammengesetzten Bewegung des Wassers entspricht, stellt 
dabei einfach eine reguläre Präcession vor, bei welcher die Figurenaxe 
in senkrechter Neigung gegen die Erdaxe mit der Winkelgeschwindigkeit 
V um diese umgedreht wir4, während gleichzeitig der Kreisel um die 
Figurenaxe mit der Winkelgeschwindigkeit ^ rotiert. 

Wir gehen wieder zu dem geographischen Bilde zurück und fragen 
nach der Eraftj mit welche^' das Wasser auf die seiÜieJien MÖhreti- 
wmde drückt 
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Die gesamte Kraft, welche das einzelne Wasserteilchen P der 
hier vorausgesetzten Bewegung entgegensetzt, d. h. der oben berechnete 
Widerstand TT, besteht aus drei Teilen. Wir haben erstens eine 
Centrifugalkraft, welche von der Zirkulation des Wassers allein her- 
rührt und in der Eichtung OP wirkt, zweitens eine Centrifugalkraft, 
welche durch die Erddrehung allein hervorgerufen wird und von der 
Erdaxe senkrecht fortgerichtet ist. Diese Kräfte ergeben offenbar 
keinen Seitendruck auf die Röhrenwände, wenigstens sofern wir uns, wie 
oben verabredet, den Wasserstrom als eine einfache Reihe diskreter 
Massenteilchen vorstelleh. Sie äufsem sich lediglich in einer schein- 
baren Gewichtsabnahme des Wassers, oder, was dasselbe bedeutet, in 
einem Druck gegen die obere Wand der Röhre. (Bei der heran- 
gezogenen Kreiselbewegung würden sie direkt durch die Starrheit des 
Materiales aufgehoben werden). 

Aufserdem haben wir aber noch die Coriolissche Kraft zu be- 
rücksichtigen. Diese beträgt nach ( 5 ) 

( 6 ) dm, 

wo tp die geographische Breite, dm die Masse von P bedeutet. Sie 
ist nach obigem senkrecht zu der Meridianebene P, also senkrecht 
gegen die Seitenwände der Röhre gerichtet und ändert ihren Sinn, 
wenn sin 9 das Vorzeichen ändert. Auf der nördlichen Hdlbimgel drückt 
sie durchweg gegen das rechte, auf der südlichen gegen das linke Ufer. 
Qröise und Sinn dieser Kraft an den verschiedenen Stellen unserer 
Röhre sind in der vorstehenden Figur durch Pfeile angedeutet. 

Den Ursprung der Kraft (6) können wir uns in unserem geogra- 
phischen Bilde durch folgende Überlegung noch weiter veranschaulichen, 
welche wir in 2 Schritte gliedern. 

1) Ein Wasserteilchen, weiches längs unseres an der Erdrotation 
partizipierenden Meridianes fortschreitet, besitzt an jeder Stell© eine 
Geschwindigkeitskomponente, welche in Richtung des Meridianes, und 
eine zweite, welche in Richtung des Parallelkreises fallt. Diese beiden 
Komponenten sind offenbar bez. gleich dem Produkte aus der Winkel- 
geschwindigkeit ft in den Radius des Meridianes und gleich dem 
Produkte aus der Winkeigeschwindigkeit v in den Radius des Parallel- 
kreises, Die entsprechenden Komponenten des Impulses werden daher 
hez. gegeben durch 

Bybdm und Rv cos <p dm. 

Während das Teilchen, von dem Äquator ausgehend, nach dem Nord- 
pole wandert, wird die in Richtung des Parallelkreises fallende Impuls- 
komponente successive abgeändert, indem der Abstand unseres Teilchens 
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von <Jer Erdaie successive vermindert wird. Die Änderungsgeschwin- 
digkeit dieser Impnlskomponente beträgt offenbar: 

dir d 

^ jRv cos 9 dm — fl Mv cos cp dm — — fivM sin 9 dm. 

Das Teilchen besitzt, wie wir sagen können, infolge der Erdrotation 
einen Überschufs an seitlicher Geschwindigkeit, welchen es beim Port- 
schreiten längs der Röhre abgeben mnfs. Der zugehörige Überschufs 
des Impulses bedeutet so viel wie einen unendlich kleinen Stols, 
welchen das Teilchen gegen die Röhrenwände ausübt, die entsprechende 
Änderungsgeschwindigkeit des Impulses also eine kontinuierliche, senk- 
recht gegen die Seitenwände wirkende Kraft. 

2) Die so gefundene Kraft steEt, wie wir sehen, nur erst die Hälfte 
der oben angegebenen Coriolisschen Kraft dar. Es ist in der That 
noch ein anderer Umstand zu berücksichtigen, welcher eine gleich 
grofse Änderung des Impulses zur Folge hat.^ Es wird nämlich in 
jedem Momente (aufser in den Punkten des* Äquators) die BicMung 
unserer meridionalen Röhre infolge der Erdrotation abgeändert. Be- 
zeichnen wir die in der Zeit dt statthabende Richtungsänderung mit 
d%, so ergiebt sich während dieser Zeit eine wiederum in Richtung 
des ParaUelkreises fallende Geschwindigkeitsänderung, welche der Grofse 
nach gleich ist dem Produkte aus d%m die meridionale Geschwindigkeits- 
komponente Rfi. Dabei findet man durch eine elementargeometrische 
Betrachtung für d% leicht den folgenden Wert 

d% — — V mitp dt 

Die zugehörige Änderungsgeschwindigkeit des Impulses, welche sich 
als Seitendruck äufsert, wird dementsprechend 

dv 

Rfi “gy dm — — [ivRsmq) dm. 

Die unter 1) und 2) genannten Umstände liefern in der That zu- 
sammen die in ( 6 ) angegebene Kraft. Die vorstehende Betrachtung 
können wir geradezu als die oben in Äussioht gestellte geometrische 
Ifeuableitung der Coriolisschen Kraft ansehen. 

Wir setzen nun die so gefundenen auf die einzelnen Wasser- 
teilchen bezüglichen Kräfte zu einer resultierenden Drehkraft zusammen, 
welche die Erde als Ganzes angreift. Von den gewöhnlichen Centrifugal- 
kräfteii können wir dabei in unserem besonderen Falle absehen, weil 

zu jeder von ihnen eine entgegengesetzt gleiche Centrifugalkraft ge- 
funden werden kann, welche jene bezüglich der Gesamtwirkung auf 
die Erde gerade kompensiert. Es kommt also nur auf die in ( 6 ) 
angegebenen „zusammengesetzten Centrifagalki*äfte^^ an. 
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Zunächst entspricht der Einzelkraft ( 6 ) hinsichtlich des fest ge- 
dachten Erdmittelpunktes eine Drehkraft von der Gröfse 

— 2fiv R^ sinq) dm^ 

welche^ wie man aus der Figur leicht abliest, um den Halbstrahl 
fp — y im positiven Sinne wirkt. Wir werden diese Drehkraft in 

zwei Komponenten zerlegen, indem wir sie einerseits auf die Erdaxe 
und andrerseits auf die „Knotenlinie", d. h. auf die zur Erdaxe senk- 
rechte äquatoriale Grerade 9 p — 0 projizieren. Diese beiden Kompo- 
nenten werden dann bez. 

2 (IV & sing) cos (p dm 

und 

— 2 (IV siv? g dm. 

Machen wir dieselbe Zerlegung für jedes Wasserteilchen dm und 
setzen wir die so entstehenden Drehkräfte zusammen, so erhalten wir die 
gesuchte resultierende Drehkraft. Dieselbe hat, unter %%m die Gesamt- 
masse des strömenden Wassers verstanden, in Richtung der Erdaxe 
die Komponente 

-f- 2(lvR^ I sin g cos g dm === 

. '—7t 


-f- 2(ivmR^ I sin g cos gdg — 0^ 


ihre zweite Komponente in Richtung der Knotenlinie dagegen wird 

+ -f 7t 

— 2(irvB^J sin^ g dm — — 2[iv mR^^ sin^ gdg — — 27tmB^(iv. 


Berücksichtigen wir noch, dafs 

27cmR?^0 

das Tiägheitsmoment unseres Wasserstromes bezüglich des auf der 
Meridianebene senkrechten Erddurchmessers bedeutet, so können wir 
sagen: 

IHe resultierende DreJihraftj welche infolge der vorausgesetzten Wasser - 
iewegung die Erde als Ganzes angreift, ist 

K— — C(iv 

und hat die soeben genannte Knotenlinie zur Axe. 

Denken wir an die mit unserer Wasserbewegung parallelisierte 
reguläre Kreiselpräcession, so können wir diese Drehkraffc. K direkt 
als den Beviationswiderstand unserer Wassermasse bezeichnen. Die vor- 
stehende Formel befindet sich offenbar in voller Übereinstimmunfif mit 
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der Gleiciiung (1) des vorigen Paragraphen, falls wir nur in letzterer 
den hier vorausgesetzten Verhältnissen entsprechend — ^ nehmen. 

Vergleichen war noch die vorstehende Ableitung des Deviations- 
widerstandes init. der früheren, so werden wir finden, dals beide nicht 
so verschieden sind, wie es zunächst scheinen möchte. Soeben gingen 
wir von dem Impuls des einzelnen Massenteilchens aus, von dem aus 
sieh die Coriolissche Kraft durch Differentiation nach der Zeit ergab. 
Es war dann noch eine Integration übfer die Gesamtmasse des Kreisels 
nötig, um den Gesamtwiderstand des Kreisels zu finden. Froher 
operierten wir mit dem Gesamtimpulse des Kreisels, aus welchem 
durch Differentiation nach der Zeit der Widerstand direkt folgte. Der 
Gesamtimpuls wnirde aber seinerseits (im vorangehenden Kapitel) aus 
den Impulsen der einzelnen Massenteilchen durch eine Integration über 
die Masse des Kreisels abgeleitet. Der Unterschied zwischm unserer 
jeteigen und unserer früheren Ableitung besteht also, abgesehen von der 
gröfseren AUgemeinh eit der letzteren, im Grunde in einer ilofsen Ver- 
tauschung der Beihenfotge von Differentiation und Integration, 

Wir müssen betonen, dafs die hier betrachtete Wasserströmung 
auf der gleichförmig rotierenden Erdoberfläche durchaus in die Kategorie 
der erzwungenen Bewegungen gehört, dafs sie strenge genommen nur 
durch einen äufseren Zwang ermöglicht wird. Wenn nämlich die 
Drehungsaxe der Erde dauernd die feste Nord-Südrichtung behalten 
soll, so mufs in jedem Momente von aufeen her der Deviationswider- 
stand der Wasserströmung überwunden werden. Da ein solcher Zwang 
in Wirklichkeit nicht vorhanden ist, würde sich aus der Zirkulation 
des Wassers sofort eine Ablenkung der Nord- Südrichtung mxä. eine 
Änderung in der geographisdien Breite der Örter ergeben. Wir kommen 
auf die hier sich anschliefsenden Fragen später bei den astronomischen 
Anwendungen der Kreiseltheorie zurück. 

Der Druck, weichen nach obigem meridional strömendes Wasser 
gegen die seitlichen Eöhren wände ausüben mufs, ist in der Geographie 
wohlbekannt und hat zur Aufstellung des sog. Beer' sehen Gesetzes A nla f s 
gegeben. Man hat aus diesem — ob mit Recht oder Unrecht, brauchen 
wir hier nicht zu entscheiden — Änderungen im Laufe der Flüsse ab- 
leiten wollen. Entsprechendes würde für einen Eisenbahmug*) gelten, 
welcher mit konstanter Geschwindigkeit vom Äquator nach einem der 
beiden Pole fährt. Dieser müfste, wenn seine Geschwindigkeit nur 
gröfs genug ist, auf der nördlichen Halbkugel von der Fahrrichtung 

’•') Numerische Angaben hierüber findet man bei A. Ritter, Höhere Mechanik, 
1. Teil, pag. Iö3 u. ff; 
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aus gereclxuet uacli rechts, auf der südlichen nacli linlcs je an einem 
bestimmten Punkte der Erdoberfläche umwerfen. Denken mr statt an 
strömendes Wasser an einen meridional zirkulierenden Luftstrom, so 
gelten auch für diesen ähnliche Betrachtungen. Der Druck, den die 
Eöhren-wände auszuhalten hatten, würde sich jetzt in einer Ablenkung 
des Luffcstromes aus seiner ursprüngüehen Richtung äufsem, welcher 
durch das bekannte Buys-Balhtsche (Jesefe näher bestimmt wird. 

Diese und ähnliche Dinge werden ausführlich in einer interessanten, 
popuBr gehaltenen Schrift*) Ton Jouffret besprochen. 


§ 8. Experimenteller Nachweis des Deviationswiderstandes. Der 
Kreisel von ein und zwei Freiheitsgraden. 

Wir werden das Auftreten des Deviationswiderstandes niclit nur 
tlieoretiscli zu verstellen, sondern auch praktisch zu prüfen wünschen. 

Zu diesem Zwecke kann ein einfacher Handkreisel dienen, wie er 
durch die nebenstehende Figur veranschaulicht wird. Er besteht aus 
einem (in der Figur im Querschnitte sichtbaren) 
Schwungrade, welches in einem äufseren Ringe, wie 
wir annehmen wollen, reibungslos gelagert ist. An 
dem Ringe befindet sich eine Handhabe.**) 

Denken wir uns die Handhabe festgehalten, so 
haben wir einen Kreisel von nwr einem Freiheits- 
grade vor uns. Bewegen wir aber, wie es im 
folgenden geschehen soll, die Handhabe in beliebiger 
Weise um einen Punkt ihrer Axe, so realisieren 
wir dadurch den schon im vierten Paragraphen be- 
sprochenen Fall eines Kreisels von nur einem Grade 
natwrlicher nnd zwei Graden erzwungener Bewegungs- 
freiheit In der That sind wir, nachdem wir das Schwungrad in 
Rotation versetzt haben, nachträglich (wegen der vorausgesetzten 

*) Theorie elementaire du mouvement du gyroscope etc. Revue Artillerie, 
Bd. 4, 1874. Wir bemerken jedocb, dafs die Jouffretschen Formeln nicht überall 
zuverläXaig sind. Bei der Berechnung des seitlichen Druckes wird nur der erste der 
pag. 186, 187 erwähnten Umstände berücksichtigt und daher die Gröfse des Wider- 
standes um den Faktor zu klein gefunden. 

**) Wo ein solcher Kreisel nicht zur Hand ist, lassen sich die beschriebenen 
Versuche sehr leicht auch mittels eines Fahrrades anstellen, dessen Reifenmasse 
nicht notwendigerweise über ihren normalen Betrag vergröfsert zu werden braucht. 
Über ausgeführte Modelle dieser Art siehe die Fufsnote auf pag. 1. 
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Eeibungslosigkeit der Lager) nicht mehr imstande, die Winkelge- 
schwindigkeit um die Figurenaxe durch Bewegungen der Handhabe 
zu beeinflufsen. 

Wir woUen annehmen, dafe der dem Kreisel ursprünglich erteilte 
Impuls um die Figurenaxe recht erheblich und jedenfalls sehr viel 
gröfser ist, als die Impulsänderungen, welche wir durch die folgenden 
erzwungenen Bewegungen hervorrufen. Schwenken wir nun den Apparat 
mit der Hand schnell hin und her, so fühlen wir einen kräftigen 
Zug auf unsere Hand, aus welchem wir erkennen, dafs der Kreisel 
bei der ihm aufgezwungenen Bewegung einen Widei'stand leistet. 
Dieser Widerstand gehört offenbar in die Kategorie der in den voran- 
gehenden Paragraphen betrachteten Kräfte und hat seinen Grund in 
den dur’ch die äufsere Bewegung erzwungenen Abänderungen des Eota- 
tionsimpulses. Er darf nicht etwa auf Rechnung des gewöhnlichen 
Trägheitswiderstandes nicht rotierender Körper gesetzt werden, mit dem 
er schon der Richtung nach nicht übereinstimmt und den er der Gröfse 
nach ganz bedeutend übertrifft. 

Im besonderen können wir die reguläre Präcession in der Weise nach« 
ahmen, dafs wir den Kreisel mit ausgestrecktem Arm um unsem 
Körper herumführen. Auch hierbei fühlen wir einen Zug, den wir 
nach § 6 speziell als Deviationswiderstand ansprechen können. Der 
Arm wird ein wenig nach oben oder unten gezogen, wenn wir den 
Kreisel im einen oder anderen Sinne um die Vertikale herumführen. 
Allerdings wird dieser Zug bei normalen Dimensionen des Apparates 
nur im Falle einer sehr schnellen Drehung deutlich fühlbar. 

Auffällig ist dabei namentlich der Sinn des Zuges. Wenn wir die 
Handhabe in horizontaler Richtung führen, wirkt der Zug in vertikaler 
Richtung. Der Kreisel scheint immer senli/reclit gegen die augenblickliche 
Bewegungsrichtung ausweichen zu wollen. Dieses scheinbar paradoxe 
Verhalten, welches uns in ähnlicher Weise noch des öfteren begegnen 
wird, erklärt sich aus dem Begriff des Deviationswiderstandes von 
selbst. In der That: Die Impulsänderung bei unserer regulären 
Präcession findet in horizontaler Richtung statt*, die Drehkraft des 
Deviationswiderstandes wirkt daher um eine horizontale Axe und sucht 
die Handhabe des Ereisels, je nachdem die Präcession eine progressive 
oder eine retrograde ist, zu heben oder zu senken. 

Viel empfindlicher ist folgende Versuchsanordnung. Wir legen 
den Kreisel mit seiner Handhabe einerseits, mit dem festen Ringe 
andrerseits auf zwei Fingerspitzen der rechten und linken Hand. 
Drehen wir nun die Axe des Instruments, indem wir die Fingerspitzen 
in der horizontalen Ebene etwas gogen einander verschieben, so ver- 
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Spüren wir einen dentliclien Druck auf die eine oder andere Hand. 
Die seitliche Bewegung der Fingerspitzen können wir dabei als den 
Beginn einer regulären Präcession auffassen ^ bei welcher die Figuren- 
axe senkrecht zur Axe der Präcession gelegen ist. Der Druck zeigt 
uns die Existenz des Deviationswiderstandes an. 

An Stelle der Fingerspitzen können auch die beiden Schalen einer 
Wage treten. Wir legen den Handkreisel^ nachdem wir ihn in starke 
Rotation versetzt haben, mit seiner Handhabe auf die eine, mit seinem 
Ringe auf die andere Wagschale. Jetzt drehen wir den Tisch, auf 
welchem die Wage steht. Sofort wird die eine Wagschale ein wenig 
zu sinken beginnen, — 

Sodann behandeln wir einen Kreisel, wie er etwa durch die neben- 
stehende Figur dargestellt wird. Die Lagerung des (im Querschnitte 
sichtbaren) Schwungrades, sowie die Lagerung des inneren Ringes 
werden wir als reibungslos, äufsere Kräfte als 
nicht vorhanden ansehen. Über die Massenver- 
teilung machen wir, um unsern Apparat als einen 
einheitlichen starren Körper behandeln zu können, 
die schon in der Einleitung (vgl. pag. 3) erwähnte 
Annahme, dafs die Masse des Schwungrades die 
Masse des inneren Ringes erheblich überwiegt. 

Denken wir uns den Stab , an welchem unser 
Kreisel befestigt ist, im Raume festgestellt, so 
haben wir einen Kreisel von zwei Freiheitsgraden. 
Verdrehen wir aber, wie es später geschehen soll, 
den Stab selbst in der Ebene des äufseren Ringes, 
so kommt zu den leidest Graden natürlicher Be- 
^oegungsfreiheit noch ein Grad erzwungener Be- 
wegungsfreiheit hinzu. In gewissen geistreichen Spekulationen von Lord 
Kelvin bilden Kreisel dieser Art die Elemente, aus denen er seine Mo- 
delle für eine kinetische Theorie der Materie oder sogar des Maxwellschen 
Lichtäthers aufbaut. Allerdings erscheinen uns diese Bestrebungen 
heutzutage nicht mehr so fruchtbar, wie mau zur Zeit ihrer Entstehung 
annahm. 

Wir bezeichnen die Figurenaxe des Schwungrades mit FQj die 
Drehungsaxe des inneren Ringes mit ST. Beide Geraden schneiden 
sich in dem Mittelpunkte 0 des Kreisels. Bezüglich der Axe PQ sei 
das Trägheitsmoment des Schwungrades gleich C, bezüglich der Axe 
ST gleich Ä. Der innere und der äufsere Ring mögen ursprünglich, 
wie in der Figur, in eine Ebene fallen. 

Zunächst wollen wir uns klar machen, dafs die natürliche jBc- 
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wegwvtg unseres Kreisels von zwd Freiheitsgraden (hm fesfgesiellter Sanä- 
hahe) eine reguläre Fräcession ist, lei welcher sich das Schwungrad mit 
gleichtormiger Gesehwmd.ig'keit um die Axe FQ und der innere Fing 
mit davon unabhängiger gleichförmiger GeschtcindigJceit wm die Axe S'T 
dreht. Das Kriterium für die natürliclie Bewegung unseres Kreisels ent- 
nehmen wir dem § 4. Während bei der natürlichen Bewegung des 
bräftefreien Kreisels von drei Freiheitsgraden die Änderung des Im- 
pulses schlechtweg gleich Null sein muls, brauchen hei der natürlichen 
Bewegung unseres kräftefreien Kreisels von zwei Preiheitsgraden nur 
diejenigen Komponenten der Impulsänderung zu verschwinden^ welche 
zu einer möglichen Bewegung desselben gehören^ während eine Impuls- 
änderung, deren Richtung in die Drehaxe des festgesteliten Stabes fällt, 
möglich ist und sich als Druck auf letzteren bemerkbar macht. Dasselbe 
Krifcerium können wir auch, wenn wir uns der Ansdrucksweise des 
F'Älemlertschen Prinzipes bedienen wollen (vgl. pag. 167), folgender- 
inafsen formulieren: Es mufs sich das System der Trägheitswiderstände 
aller Massenpunkte mit dem System der äufseren Kräfte, d. h. in unsefrem 
Falle mit dem die Pesthaltung des Stabes bewirkenden Mechanismus, 
das Gleichgewicht halten. 

Bei unserer regulären Präcession wird nun der Impuls auf einem 
Ereiskegei um die Axe ST herumgeführt und liegt beständig in einer 
Ebene mit den Axen ÄTund PQ. Folglich steht die Impulsänderung 
auf diesen beiden Axen beständig senkrecht. Die Axe der Drehung, 
welche dieser Impulsänderung entspricht, fallt mit der Axe der Impuls- 
änderung selbst zusammen; sie steht also ebenfalls senkrecht auf den 
beiden möglichen Drehungsaxen PQ und ST. Unser obiges Kriterium 
ist folglich erfüllt und unsere Behauptung erwiesen. 

Wir können daraufhin sagen: Haben wir dem Schwungrade be- 
liebige Winkelgeschwindigkeiten ^ und v um die Axen PQ und ST 
erteilt, so behalten diese Winkelgeschwindigkeiten dauernd ihre Ursprünge 
liehen Werte bei. Die negativ genommene Änderungsgeschwindigkeit 
des Impulses, d. h. der Beviationswiderstmd der regulären Präcession, 
mufs dabei durch den die Feststellung des Stabes bewirkenden Mecha-v 
nismus dauenid überwunden werden. Der Grölse nach ist dieser Wider- 
stand in dem vorliegenden Falle d' — ^ P^g' 175): 

(1) l-B^l =» \Giiv\. 

Der Richtung nach steht er, da zu Beginn der Betregung die Ebenen 
des äufseren und des inneren Ringes zusammenfälien sollten, anfangs 
aof der Ebene des äufseren Ringes senlcrecht. Dagegen wird er seine 
Neigung gegen diese Ebene ändern, sobald im Verlaufe der Präcession 
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die Figurenaxe ans der Ebene des äufseren Ringes beransgetreten ist. 
Um ancb den Sinn des Widerstandes anzugeben, nehmen wir an, dafs 
die Winkelgeschwindigkeiten ft und v yoü P und S aus gesehen im 
Sinne des Uhrzeigers erfolgen. Alsdann ist die Impulsänderung zu 
Beginn der Bewegung senkrecht auö der Ebene der Zeichnung heraus 
auf den Beschauer hin gerichtet. Der Deviationswiderstand, welcher 
der Impulsänderung entgegengesetzt ist, wirkt daher um die vordere 
Normale der Zeichenebene entgegen dem Sinne des Uhrzeigers und 
sucht den Stab anfangs so zu bewegen, wie durch die horizontalen 
Pfeile der Figur angedeutet ist. 

Um die Aasdrucksweise zu vereinfachen, woUen wir festsetzen, 
dafs wir überhaupt nur den Beginn der Bewegung in Betracht ziehen, 
d. h. nur diejenige Zeit, während deren die Figurenaxe nahezu in der 
Ebene des äufseren Ringes enthalten ist. Unter dieser Annahme können 
wir jetzt kurzweg sagen, dafs unser Widerstand auf der Ebene des 
äufseren Ringes senkrecht steht und den Stab in dieser Ebene von 
vorne gesehen entgegen dem Sinne des Uhrzeigers zu verdrehen strebt. 

Wir können hier abermals an die vermeintliche Unveränderlichkeit 
der Botationsaxe erinnern. Bei der regulären Präcession unseres Kreisels 
von zwei Freiheitsgraden wird die instantane Drehungsaxe (wenigstens 
bei kleinen Werten von v : ^i) auf einem sehr flachen Kreiskegel um 
die horizontale Axe ST herumgeführt. Die äufsere Einwirkung, weiche 
hierzu erforderlich ist, besteht in der kontinuierlichen Überwindung 
des Deviationswiderstandes. Wir können also lediglich durch Festhalten 
der Handhabe d. h, ohne die geringste Ärieitsleishmg bewirken, dafs die 
Botationsaxe aus einer tersprünglichen in eine nahezu entgegengesetzte 
Lage übergeführt wird. 

Wir werden jetzt umgekehrt annehmen, dafs zu Beginn der Be- 
wegung keine Rotation um die Axe 8T vorhanden ist, wohl aber, 
dafs dem Kreisel eine starke Rotation um die Axe PQ erteilt 
wurae, welche von P aus gesehen im Sinne des Uhrzeigers erfolgt. 
Wir denken uns für einen Augenblick die Arretierung des Stabes gelöst 
und erteilen diesem eine erzwungene Bewegung einfachster Art. Wir 
drehen nämlich den Stab in der Ebene des äiifseren Ringes um einen 
kleinen Winkel v von vorn gesehen im Sinne des Uhrzeigers plötzlich 
herum, um ihn sogleich wieder festzuhalten. 

Der Impuls des Kreisels setzt sich natürlich mit den DrehstÖfsen, 
welche zu unserer Bewegung v gehören, nach dem Paraflelogranimsatze 
zusammen. Nun gehört zur Erzeugung der Bewegung v ein gewisser 
und zu der unmittelbar darauf folgenden Hemmung dieser Bewegung 
der entgegengesetzt gleiche Drehstofs. Im ganzen behält also der 
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ImpulsYektor seine ursprüngliciie Lage im ßaume bei. Gleiclizeitig ist 
aber seine Lage im Kreisel geändert worden: während er der Annahme 
nach ursprünglich in Richtung der Pigurenaxe fiel, bildet er jetzt mit 
dieser Axe den Winkel v. Dabei besitzt die Projektion des Impuls- 
vektors auf die gedrehte Richtung der Figui-enaxe bei genügend kleinem 
V annähernd die G-röfse des ursprünglichen Impulses C^. Die zur 
Pigurenaxe senkrechte, in die Richtung von ST fallende Komponente 
des Impulses dagegen hat die Gröfee Cftr. 

Der letzteren Impulskomponente entspricht eine Drehgeschwindig- 
keit Vf welche um die Axe ST von S aus gesehen im Sinne des Uhr- 
zeigers stattfindet und welche durch die Gleichung bestimmt ist 

(2) Äv = C^v, 

Mit dieser Geschwindigkeit v beginnt sich der innere Ring, nachdem 
wir den äufseren Ring um v verdreht haben, in Bewegung zu setzen. 
Das Schwungrad fährt dagegen fort, mit der Winkelgeschwindigkeit ^ 
um seine Pigurenaxe zu rotieren, weil die Impnlskomponente in Richtung 
der gedrehten Pigurenaxe nach wie vor beträgt. Wenn wir weiterhin 
die Stellung des Stabes im Raume nicht mehr ändern, so behalten ^ 
und/z; die angegebenen Werte bei. Es hat sich also eine reguläre 
Präcession genau von der oben betrachteten Beschaffenheit eingestellt. 

Bemerken wir noch, dafs die Geschwindigkeit v sehr klein aus- 
fällt, da wir v als einen sehr kleinen Winkel voraussetzten. Unsere 
obige Verabredung, dafs wir nur denjenigen Teil der regulären Prä- 
cession betrachten wollten, während dessen die Pigurenaxe nahezu in 
der Ebene des äufseren Ringes enthalten ist, bedeutet daher jetzt keine 
wesentliche Beschränkung. 

Nun sahen wir oben, dafs jede reguläre Präcession (ft, v) unseres 
Bheisels bei festgestellter Handhabe einen Deviations widerstand er- 
zeugi:, welcher unter den vorliegenden Umständen den Apparat anfangs 
in der Ebene des äufseren Ringes entgegen dem Sinne des Uhrzeigers 
zu verdrehen strebt. Die Gröfse dieses Widerstandes ist den Gleichungen 
(1) und (2) zufolge 

( 3 ) 

sie ist also dem Dreh Winkel v proportional: dem Sinne nach ist unser 
Widerstand, wie wir soeben sahen, der ursprünglichen Drehung v ent- 
gegengesetzt und strebt die letztere rückgängig zu machen. 

Diese merkwürdigen Eigenschaften des Kreisels von zwei Freiheits- 
gradsn werden wir später bei der Darstellung des Kelvinschen Eiasti- 
citätsmodelles zu benutzen haben. Wir fassen dieselben hier noch 
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einmal^ wie foigt^ zusammen, wobei wir uns diejenigen Vereinfachungen 
der Ausdmcksweise gestatten, welche durcli unsere Verabredung einer 
nicht zu langen Ausdehnung der Beobachtungszeit gegeben sind: 

Wenn wir. unseren mit einem rotierenden ScMvung^mde versehenen 
Stab in der Ebern des liufseren Ringes um einen Meinen Winhel ver- 
drehen, so widerseM er sich mit einer dem Drelmngswinkel jyroportionalen 
Kraft Wir müssen, um den Stäh in seiner neuen Stellung m erhalten, 
dammd eim Kraft ausüben. Lassen wir mit dieser Kraft nach, so 
strebt unser Stab wiederum seiner Anfangslage m. 

Unser Stab besitzt also eine getvisse spezifische Widerstands- 
fähigfceit gegen Richtungsänderungen, eine Art absoluter Orien- 
tierung im Raume. 
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Kapitel IV. 

Die allgememe Bewegung des schweren synunetrisclien Kreisels. 
EinfiUimng der elliptiselien Integrale. 

§ 1. AnsoliaTiliolie DiBkiiBsiou der zu erwartdndeu Beweg^ungsfonoLen; 
vorinuftge Verabredungen. 

In diesem Kapitel wenden wir uns zur definitiven Behandlung des 
schweren symmetrischen Kreisels von drei Graden der Freiheit, setzen 
also durchweg voraus, dafs der Schwerpunkt von dem Unterstützungs- 
punkte verschieden ist. 

Wir haben bisher nur einen ganz speziellen Fall der Bewegung 
des schweren symmetrischen Kreisels untersucht, nämlich die reguläre 
Präcession desselben (vgl. § 6 des vorigen Kap.). Demgegenüber soll 
es sich jetzt um seine allgemeine Bewegung (bei beliebiger Wahl des 
Anfangszustandes) handeln. Bevor wir aber in die etwas weitläufigen 
qmntiUitiven Diskussionen eintreten, welche vollständig nur nodt Hülfe 
der elliptischen Integrale durchgeführt werden können, woUen wir 
unsere Aufgabe zunächst qualitativ fassen und auf anschaulichem Wege 
einen ersten Überblick über die zu erwartenden Bewegungsformen zu 
gewinnen suchen. Ein entsprechendes Verfahren wird stets, zumal bei 
komplizierteren Aufgaben der Mechanik geboten sein, weil man im 
anderen Palle Gefahr läuft, sich in Einzelheiten zu verlieren und über 
den Formeln den Gegenstand selbst zu vergessen.*) 

Zunächst treffen wit einige vereinfachende Verabredungen. 

1. Wir beziehen uns im Folgenden stets auf den Kugelkreisel, 
Dies wird umsomehr gestattet sein, als wir bald lernen werden, die 
allgemeine Bewegung des schweren symmetrischen Kreisels auf die des 
schweren Kugelkreisels zurückzuführen. Dafs es überhaupt schwere 
Kugelkreisel giebt, d. h. Körper von kugelförmigem TrägheitseUipsoid, 
deren Schwerpunkt von dem Mittelpunkte der Trägheitskugel verschieden 

. *) VgL hierzu die beachtenswerten Bemerkungen, welche Herr Poincar^ 
seinen wichtigen „qualitativen*^ Untersuchungen über Differentialgleichungen, 
Journal de Liouville, s^r. m t. 7 und 8 , 1881, 1882 voranschickt. 
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ist, wurde bereits pag. 106 durch ein Beispiel erläutert. Den gemein- 
samen Wert der Trägheitsmomente unseres Kreisels bezeichnen wir 

mit 

2. Wir werden annehmen, dafs bei vertikal aufgerichteter Figuren- 
axe der Schwerpunkt 8 \mterhalb des Unterstütmngspimktes 0 liegt 
(P <0). Offenbar bedeutet diese Annahme keine Beschränkung der 
Allgemeinheit, weil wir es ja in der Hand haben, den einen oder den 
anderen der beiden Halb strahlen, in welche die Gerade OS durch den 
Punkt 0 zerlegt wird, als Figurenaxe zu bezeichnen. 

3. Wir müssen uns ferner entscheiden, auf welche Elemente der 
Kreiselbewegung wir im Folgenden unser Hauptaugenmerk richten 
wollen. Nach der Poinsotschen Theorie der Drehung hätten wir un$i 
in erster Linie den Ort des Drehiingsvektors im Körper und im Raume 
klar zu machen. Die Gestalt der Polhodie- und der Herpoihodiekurve 
würde uns alsdann ein voUsiandiges Bild der Bewegung liefern. Indessen 
ist es nicht leicht, sich das Abrollen dieser Kurven deutlich zu vergegen- 
wärtigen; aufserdem ist im Experimente der Ort der Drehungsaxe schwer 
sichtbar und überhaupt nur durch besondere Vorrichtungen (vgl. p, 14) 
zur Wahmehmung zu bfmgen. Viel sinnfälliger ist bei der Üblichen 
Konstruktion unserer Modelle der Ort der Figurenaxe im Raume. In- 
folgedessen werden wir statt nach Polhodie- und Herpoihodiekurve 
lieber nach der Kurve fragen, welche irgend ein Punkt der Figurenaxe, 
z. B. derjenige, welcher von 0 den Abstand 1 hat, bei der Bewegung 
beschreibt. Indem wir uns vorstellen, dafs der mit Masse belegte Teil 
der Pi^renaxe (vgl. etwa die Figur von pag. 1) gerade die Länge 1 
hat, werden wir den genannten Punkt im Folgenden als Kreiselspitze 
bezeichnen. Die Kurve, weiche diese „Ejreiselspitze^‘ aiif der um 0 
beschriebenen Einheitskugel aufzeichnen würde, liefert uns alsdann ein 
frir die Anschauung eharakteristisehes, wenn auch nicht ganz vollstän- 
diges Bild vom Ablauf der Bewegung; letzteres deshalb, weil ja unsere 
Kurve nur die Bewegung der Figurenaxe im Raume, nicht aber die 
Drehung des Kreisels um die Figurenaxe zum Ausdrucke bringt. 

Um die Kurve der Ereiselspitze graphisch wiedergeben zu können, 
müssen wir die Einheitskugel, auf welcher sie verläuft, auf eine ge- 
eignete Zeichenebene projizieren. Als solche wählen wir die Äquator- 
ebene der Kugel, d. h. die durch den Unterstütsungspunkt gehende 
Horizontalebeiie. Was die Art der Projektion betrifft, so würde es 
vielleicht am nächsten liegen, eine orthogonale Parallelprojektioxi (kurz 
fjorthographiscke ProjeMian'^ genannt) zu wählen, also ie Kurve so zu 
zeiidinen, wie sie einem von oben her aus unendlicher Entfernung auf 
die Kugel blickenden Beschauer erscheinen würde** Dies würde aber 
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gewisse übeistände mit sich, bringen, anf welche demnächst ati&xetksaiii 
gemacht werden soll. Besser ist es, die stereographische Projektion an- 
zuwenden, wobei wir den tiefsten Punkt der Kugel, den „Südpol", als 
Projektionssentrum benutzen werden. Die Zeichnung giebt danTi das- 
jenige Bild wieder, welches ein im Südpol der Kugel befindliches Auge 
yoii der Kurre empfängt. Der Äquator der Kugel erscheint in der 
Zeichnung als Einheit skreis, dessen Mittelpunkt dem höchsten Punkte 
der Kugel, dem „I^ordpol" dessen Inneres der „nördlichen Halbkugel" 
entspricht. 

Sehr viel vollkommener als die genannte orthographische oder auch 
als die im Folgenden anzuwendende stereographische Projektion sind 
allerdings die stereoskopischm 3ilder der Kreiseibewegnng, welche die 
Herren Greenhili und De war*) publiziert haben. Hier werden zwei 
geeignete Zentralprojektionen der Bahnkurve hergestellt, welche, durch 
das Stereoskop betrachtet, den volleiideten Eindruck der sphärischen 
Kurve hervorrufen. Die lediglich typographische Schwierigkeit, von 
einer .Raumkurve ein absolut adäquates Bild zu geben, wird hier also 
durch Hinzuzieimng des Stereoskops in glücklichster Weise gelöst. 
Wir verzichten auf diese Wiedergabe der Bahnkurve nur deshalb, weil 
wir beim Leser den Besitz eines Stereoskops nicht voraussetzen wollen. 

4. "Wir können ferner ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit 
unsere Aufgabe dadurch vereinfachen, dafs wir die A^hfafigs^eü, von 
der aus wir die Bewegung des Kreisels verfolgen, passend auswähien. 
Die Anfangszeit soll immer so angenommen werden, dafs sich in ihr 
die Ereiselspitse an einem höchsten oder tiefsten Punkte ihrer Balm 
befindet. Die Kurve der Kreisclspitze wird hiernach zu Anfang eine 
horizontal gerichtete Tangente besitzen, falls sie nicht im Besonderen 
eine vertikal gerichtete Spitze bildet. Gleichzeitig ist durch unsere 
Wahl der Anfangszeit die Anfangslage der i-iiötantanen Rotationsaxe 
beschränkt. Die Eotations- und die mit ihr zusammersfallende Impuls- 
axe liegen alsdann nämlich ersichtlich in einer durch die Anfangslage 
der .h'igurenaxe gehenden Vertikalebene. 

5. Der Anfängszustand sowie der Charakter der resultierenden Be- 
wegung sind nun durch drei Daten wesentlich bedingt, durch die an- 
fängliche Neigung der Pigurenaxe gegen die Vertikale, durch die An- 
fangsneigung des Impulsvektors gegen die Vertikale und durcn die 
Länge dieses Vektors. Die sonst etwa in Betracht kommenden Daten 
2 . B. das Azimuth, unter welchem die Figurenaxe von oben gesehen er- 
scheint, sind unwesentlich und haben speziell auf die Gestalt der im 

*) Proceedings of the London Math. Soc., Bd. 27 , pag. 587 n. ff., 1896 , Engi- 
neering, Bd. 64 pag. 511 , 1897 , 
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Folgenden zn entwerfenden Figuren keinen Einflufs. Die anfängliche 
Neigung der Figurenaie gegen die Vertikale messen wir, wie üblich, 
durch den Winkel Lage und Länge des impulsYektors sind bekannt, 
wenn wir etwa seine senkrechten Projektionen auf die Vertikale und 
auf die Figurenaxe angeben. Da wir die Komponenten des Impuls- 
vektors im X, Y, Z- System mit L,M,N bezeichnen, wird die Projektion 
des Impulsvektors auf die Figurenaxe durch den Buchstaben N zu 
charakterisieren sein. Führen wir ferner für die Komponenten des 
Impnlsvektors in dem x, y, ^-Systeme, dessen ^f-Äxe wie früher verab- 
redet mit der Vertikalen zusammenfallen sollte, die entsprechenden Be- 
zeichnungen l, m, n ein, so wird die Projektion des ImpulsVektors auf 
die Vertikale mit dem Buchstaben n zu belegen sein. Die Impuls- 
komponente N bestimmt die Geschwindigkeit r, mit welcher sich der 
Kreisel um seine eigene Axe dreht. Es soll daher N kurz als Eigen- 
impuk, die zugehörige Gesehwindigkeitskomponente r als Eigemotatim 
bezeichnet werden. Andrerseits stellt die Impaiskomponente n einen 
Drehstofs von vertikaler Axe dar, welcher einem gewisse« auf die 
Kreiselspitze ausgeübten und horizontal gerichteten gewöhnlichen Stofse 
äquivalent ist. Durch diesen Stofs wird die Geschwindigkeit bedingt, 
mit der die Kreiselspitze in ihrer Anfangslage seitlich (d. h. in hori- 
zontaler Eichtung) fortschreitet. Infolgedessen soll die Impulskom- 
ponente n kurz als seitlicher Änstofs bezeichnet werden. Zusammen- 
fassend können wir hiernach sagen: Der Charakter der allgemeinen 
Kreiselbewegung hängt wesentlich nur von drei Konstanten ab, nämlich 
von der anfänglichen Neigung der Figurenaxe gegen die Vertikale, dem 
Eigenimpulse und dem seitlichen Anstofs zu Beginn der Bewegung, 
d. h. von den Beträgen, welche die Gröfsen ■&, N und n zur Zeit t — Q 
besitzen. Es wird sich übrigens im dritten Paragraphen zeigen, dafs 
die Impulskomponenten n und N ihre Anfangswerte für den ganzen 
Verlauf der Bewegung heibehalten, so dafs wir statt von den ,yAnfangs- 
werten“ der Gröfsen n und N schlechtweg von den „Konstanten" n und 
N reden können, welchen Umstand wir uns zur Vereinfachung der 
Ausdmcksweise schon jetzt zu nutze machen werden. 

6. Während wir der Konstanten n im Folgenden alle möglichen 
Werte erteilen, wollen wir die Konstante N in diesem Paragraph als 
positiv voraüssetzen 5 wollen also annehmen, dafs die Kotation des 
Kreisels nm die Figurenaxe im Sinne des Uhrzeigers erfolgt. Ferner 
wollen wir den Anfangswert des Winkels d' von vornherein in spe- 
zieller Weise festlegen. Wir bestimmen nämlich, dafs die Figurenaxe 

anfangs hori.mdal liegen, der Winkel also gleich — sein solle. Die 
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Kurve der Kreiselspitze wird alsdann, von:dem Äquator der Einheits- 
kiigel auslaufend, in diesem einen höchsten oder tiefsten Punkt be- 
sitzen. Inwieweit durch diese Festsetzungen (jW > 0 und ^ 

die folgenden Betrachtungen spezialisiert werden, wird später auszu- 
fuhren sein. — 

Nach diesen Verahredongen werden wir so vorgehen, daTs wir alle 
möglichen Bewegungsformen unseres Kugeltreiseis, welche sieh bei be- 
liebiger Wahl der Konstanten n und N ergehen, zwischen einige be- 
sonders einfache Spezialfälle einordnen und uns im übrigen einer Art 
Kontinuität sprinzipes bedienen, welches wir so formulieren: Bei stetiger 
Abänderung d^s Änfangsmstmides (der Werte von n und N) wird sich 
auch die Bewegung des Kreisels stetig verändern; unstetige Übergänge, 
tvelche mechanisch gesprochen auf instaMle Bewepungsfornien hindeutm 
ivürden, werden ivir fürs erste als ausgeschlossen ojnsehen. Nabürlich be- 
darf dieses Prinzip, sowie unsere ganze qualitative Schlufsweise einer 
genauen quantitativen Nachprüfung, in der That sollen die folgenden 
Betrachtungen nicht als absolut stringent, sondern nur. als plausibel 
hingestellt werden; wir werden sie später nach verschiedenen Eiehtungen 
hin zu ergänzen haben. Übrigens sind die Figuren, welche wir für 
die Kurve der Kreiseispitze geben, nicht nur qualitativ, sondern auch 
quantitativ richtig gezeichnet. 

Die Gesamtheit der PäUe, welche wir zü überblicken haben, stellt, 
entsprechend den unendlich vielen W erten, welche wir den Konstanten 
N und n beilegen können, eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit 
dar. (Man vgl. hierzu das Schema in Figur 36 von pag. 215.) Wir 
müssen uns im. Folgenden natürlich begnügen, aus dieser Mannigfaltig- 
keit eine Reihe einzelner charakteristischer Typen herauszuheben. 

Betrachten wir zunächst die Spezialfälle, auf welche wir hindeuteten. 
Es sind dieses die reguläre Präcessimi einerseits und die PendeTbewegung 
andrerseits. 

Nach pag. 178, 179 gieht es bei gegebener Massenvei*teilung des 
Kreisels, sowie bei gegebenen Werten des (konstajiten) Winkels '9' und 
der Geschwindigkeitßkomponente g, zwei mögliche Werte der zugehörigen 
Geschwindigkeitskomponente v, welche zu einer regulären Präcession 
Anlafs geben. Im Palle des Kugelkreisels sind diese Werte beide reell 
und werden durch die folgenden Gleichungen gegeben: 


a) 


P_ 


b) 


+ OO. 


Es ist leicht, zumal in dem vorliegenden Falle «d* = Y, .von den 
Präcessionskonstanten v und zu unseren Impulskomponenten n und N 
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überaugehen. Die öröfseu v und f* bedeuten (vgl z. B. die Figuren von 
psg. 48) die Parallelprojektionen des Drehungsvektors auf die Vertikale 
und die Pigurenaie. Steht nun die Figurenaxe auf der Vertikalen 
senkrecht, so sind diese ParaEelprojektionen mit den bez. Jformalpro- 
jektioneu des Drehungsvektors, welche wir nach früherem mit 9 und r 
zu bezeichnen haben, identisch. Aus 9 und r berechnen sich aber bei 
unserem Kugelkreisel die Impulskomponenten » und N durch Multi- 
plikation mit dem Werte des Trägheitsmomentes, welchen wir mit A 
bezeichnen. Wir haben also in a) und h) für v und f», bez. einzutragen 

und ^ • Infolgedessen beträgt die Gröfse des seitlichen Anstofses 

JS. M. 

welche susammen mit dem Eigenimpulse N au einer regulären Prä- 
cesöion Anlais giebt:* 

a) w “ bez. b) ^ ~ + oo . 

Der Pall a), die früher sog. , langsame Präcession" tritt, da wir 
oben P < 0 und .^ > 0 yoraussetzten, für einen seitlichen Anstofs ein, 
welcher von der Vertikalen gesehen entgegen dem Sinne des Uhrzeigers 
wirkt (tJ<Ö); im Falle b), der sog. „schnellen Pracessiön^*' ist der 
Sinn des seitlichen Anstofses unbestimmt {n — + oo). 

Wir haben uns sodann über den zweiten der oben genannten 
Spezialfälle, die Pmdelbewegung, zu unterrichten. Der Kreisel bewegt 
sich wie ein gewöhnliches Pendel, wenn wir ihm in der Anfangslage weder 
einen Eigenimpuls noch einen seitlichen Anstofs erteilen {N—n~ü)^ 
also kurz gesagt, wenn der Impuigvektor anfangs die Länge Null hat. 
Obwohl diese Aussage von selbst einleuchtend ist, wollen w^ir sie dennoch 
im Binzclnen durch unsere Impulsbetrachtungen beweisen. 

Wenn der Kreisel bei horizontal gestellter Pigurenaxe dem Bin- 
flufs der Schwere überlassen wird, so erzeugt diese während de^ ersten 
Zeitmomentes dt einen unendlich kleinen Impulsvektor von der öröfee 
P am dt P dt, welcher die Knotenlinie OK (vgl. Pig. 24) zur Äse 
hat. Der Kreisel beginnt sich also um diese Äxe zu drehen, wobei sich 
der Winkel # verkleinert. Die Lage der Knotenlinie wird bei dieser 
Drehung nicht geändert Im nächsten Moment wirkt daher der Zusatz- 
impuls der Schwerwirkung um dieselbe Axe OK und addieii sich mit 
dem vorhandenen Impulse algebraisch; die Drehgeschwindigkeit des 
Kreisels um diese Axe wird entsprechend beschleunigt; die Knotenlinie 
behält ihre ursprüngliche Lage. Durch Wiederholung dieser Betrach- 
tung erkennt man: Der Impuls des Kreisels fallt beständig in die 
Richtung OK; die Bewegung besteht in jedem Augenblicke aus einer 
Drehung um diese Axe; die Pigurenaxe bewegt sich in einer festen 
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Vertikalebene*, die Kurve der Kreiselspfee ist ein vertikal gestellter 
Kreisbogen. Die Babngescbwindigkeit der Kreisekpitze bereclmet sieb 
dabei durch die Bedingung, dafs die Inderungsgesehwiiidigkeit des 
Impulses jederzdt gleich sein mufs der äufseren Drebkraft Psin^ 
oder, wenn wir uns der Ausdnicks'v^öise des D^Älembertschen Prinzipes 
bedienen wollen, dafs diese Drehkraft dem bei unserer Bewegung auf- 
tretenden Tragheitswiderstande das Gleichgewicht halten mufs. 

Es erübrigt nur hoch zu zeigen, dsXs die Kreiselspitze nach Über- 
schreitung des höchsten Punktes der Kugel um ebensoviel herabsinkt, 
wie sie vorher gestiegen ist, d, L his zu einem Punkte des Äquators 
herunterfeJlt und dann umkehrt. Fassen wir zu dem Zwecke denjenigen 
Moment auf, wo die Kreiseispitze den höchsten Punkt der Kugel passiert. 
Würden wir in diesem Momente den Sinn des vorhandenen Impuls- 
vektörs und also die Geschwindigkeit sämtlicher Kreiselpunkte um- 
kehren, so würde die Kreiselspitze noch einem allgemeinen Giundsatse 
der Mechanik ihre bisherige Bahn im umgekehrten Sirme durchlaufen 
also einen Kreisqiiadranten beschreiben. Aus dieser Balin ergiebt sich 
aber die Bahn, welche die Kreiselspitze bei Fortssetzung ihres ursprüng 
liehen Bewegungssinnes beschreibt durch Spiegelung an der Vertikal- 
ebene OK", wie aus der Symmetrie' des die Bewegung beeinflussenden 
Kraftsystems hervorgeht. Infolgedessen besteht die Fortsetzung der 
Bahn wieder aus einem Kreisquadranten, welcher bis zu dem mit dem 
Ausgangspunkte A diamei;ralen Äquatorpunkte B herabreicht. Da 
die Kreiselspitze in B mit der Geschwindigkeit Null ankommt, haben 
wir jetzt genau dieselben Verhältnisse, wie zu Beginn der Bewegung 
in A. Infolgedessen wird die Fortsetzung der Bahnbarve aus dem 
im umgekehrten Sinne durchlaufenen 


Halhlrreise AB bestehen und so fort. 
Die Bewegung ist hierdurch in der 
That als einfache Pendelbewegaiig cha- 
rakterisiert. 

Bei der stereographischen Projektion 
erscheint unsere Bahnkurve (vgl. die 
nebenstehende Figur) einfach als ein 
Durchmesser (AB) des Einheitskreises, 
welcher abwechselnd im Sinne des oberen 
oder unteren Pfeiles durchlaufen wird. 

An diese Figur, welche wie er- 



F 


Fig. U. 


wähnt durch die Werte n=^N—0 


charakterisiert ist, knüpfen wir in erster Linie an, um uns allgemeinere 
Fälle der Bewegung zu veranschaulichen. Zunächst werden wir eine 
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Serie von Mgnren geben, bei welcher der seitliche Anstofs fortgesetzt 
gleich Null ist (» == 0), während, der Eigenimpuls (JV) successive 
vermehrt werden soll. 

■» 

§ 2. Ansoliaiilielie Diakussion der zu erwartenden Bewegungsformen; 

Fortsetzung und SohluTs. 

Indem wir jetzt zur wirklichen Ausführung unserer qualitativen 
Öiskussion übergehen, nehmen wir, wie verabredet, zunächst w = 0 
und setzen über£es in der ersten der zu entwickelnden Figuren (Fig. 25) 
den Eigenimpuls verhältnismäfsig klein voraus gegen die Änderung, 
welche die Schwerewirkung in der Länge des Impulsvektors etwa wäh- 
rend der Zeiteinheit hervorrufl, so dafs die Kontinuität mit der vor- 
hergehenden Figur gewahrt bleibt. Um die resultierende Änderung 
der Bahnkurve beurteilen zu können, wollen wir vorderhand die Kreisel- 
spitze künstlich in der früheren Bahn mit der früheren Geschwindigkeit 
entlang führen und gleichzeitig dafür sorgen, dafs der Eigenimpuls N 
seinen Anfangshetrag heibehält. Praktisch wäre dieses etwa so zu 
realisieren, dafs man eine Rinne von der Gestalt und Lage der vorher- 
heschriehenen Bahnkurve herstellte, in welcher die Kreiselspitze ohne 
Reihung entlang gleiten könnte. 

Bei dieser erzwungenen Bewegung ist das Gleichgewicht zwischen 
der Schwerkraft und dem Trägheitswiderstande, welcher bei der freien 
Pendelschwingung jV == 0 bestand, nicht mehr vorhanden. In der 
That werden ja nur die .Änderungen der Horizontal-Komponente des 
Impulses durch die Schwerkraft kompensiert, während die Änderungen 

des Eigenimpulses, welcher, wie wir 
voraussetzten, seine Länge beibehält, 
seine Richtung im Raume aber zugleich 
mit der Figurenaxe wechselt, unaus- 
geglichen bleiben. Infolgedessen ergiebt 
sich ein Widerstand, welchen wir, da er 
auf der instantanen Rotaiionsaxe senk- 
recht steht, nach § 5 des vorigen Ka- 
pitels als Deviationswiderstand bezeich- 
nen können. In unserem Beispiele würde 
sich derselbe als seitlicher Druck auf 
die Rinne aufsern. 

Der Sinn dieses Druckes ist leicht 
^us obenstehender Hülfsfignr zti ersehen, Dieselbe stellt den Eigenimpuls 
in zwei benachbarten Lagen OJ^, während der ersten Phase der Be- 
wegung dar, d. h. während die Kreiselspitze auf dem vertikalen Kreise 
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ANS von J, nach B penddt Der Sinn der Impnlsanderung ist durch 
den Pfeil p gegeben. Um die Äie dieses oder des parallel durch 0 ge* 
zogenen Pfeiles p' wirkt der Deviationswiderstand^ welcher dem Sinne der 
Impulsänderung entgegengesetzt ist, von p oder p' aus gesehen entgegen 
dem Sinne des Uhrzeigers. Er sucht also die Kreiselspitze während 
der ganzen ersten Phase der Bewegung in unserer Figur nach hinten 
hin abzulenken. Ebenso erkennt man, dafs während der zweiten Be- 
wegungsphase, d, h, während die Eieiseispitze von B nach A pendelt, 
ein Deviationswiderstand auftritt, welcher die Kreiselspitze in der Figur 
nach vorne überzudrehen strebt. AHgemeingültig können wir sagen: 
4ie Sreiselspit^e sucht infolge des Deviationswiderstnndes von ihrer Forfr 
schreiiungsrichtung am gerechnet nach rechts hin abmweichen; es würde 
also im Sinne der Bewegung gesprochen die rechte Wand der Rinne einen 
gewissen Druck auszuhalten haben. Die öröfse dieses Druckes, welche 
dem nicht kompensierten Teil der Änderungsgeschwindigkeit des Im- 
pulses gleich ist, wird, wie gleichfalls aus unserer letzten Figur hervor- 
geht, der öröfse des Eigenimpuises direkt proportional. 

Lassen wir nun die Figurenaxe frei, indem wir die Führung der 
Kreiselspitze auf heben. Der Erfolg ist dieser: Die Kreiselspitze wird 
dem Deviationsmderstande entsprechend von der Bahnhurve ms nach 
rechts hin ausweichen. Die gerade Linie, durch welche wir die Pendeh 
Schwingung in Fig. 24 darstellten, wird bei Benutzung der früheren 
graphischen Darstellungsweise in einen Bogen übergehen, welcher nach 


derjenigen Seite hin geöfinet ist, nach wel- 
cher die ablenkende Ejraft des Deviations- 
widerstandes wirkt. Da wir deuEigenimpuls 
einstweilen verhältnismäfsig klein voraus- 
setzten, wird auch die Abweichung unseres 
Bogens von der geraden Linie verhältnis- 
mäfsig gering sein (vgl. Fig. 2ö). 

Es ist leicht zu sehen, dafs die Kreisel- 
spitze von ihrer Anfangslage A aus im 
Raume und daher auch in unserem stereo- 
graphischen Bilde senkrecht gegen den 
Äquator fortschreiten mufs. Wir brauchen 
uns zu dem Zwecke nur die ungefähre 



Fig. 25. 


Lage des Impulsvektors klar zu machen, Anfangs liegt der Impulsvektori 
weil wir w — 0 vorausseteten, horizontal Die folgenden Lagen unseres 


Vektors ergeben sich aus dieser Anfangslage, indem wir successive den 
Zusatzimpuls der Schwere geometrisch hinsufügen. Die Axe dieses Zu- 
satzimpulses liegt aber gleichfalls beständig horizontal. Also mufs der 
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ImpulBvektor während der ganzen Dauer der Bewegung eine horizontale 
Axe haben (im Gegensatz zu der in Fig. 24a dargestellten erzwungenen 
Bewegung, wo sich der Impuls vektor allmählich aufrichtete). In dieser 
Betrachtung liegt, nebenbei bemerkt, bereits der Beweis unserer obigen 
Behauptung, dafs die Impulskomponente n ihren anfänglichen Wert 
dauernd beibehält, worauf wir im nächsten Paragraphen unter allge- 
meineren Voraussetzungen zurückkommen werden. Gleichzeitig mit der 
Impulsaxe liegt aber bei unserem Kugelkreisel auch die Rotationsaxe 
horizontal. Da nun die Kreiselspitze in jedem Momente senkrecht gegen 
die Richtung der Rotationsaxe fortschreitet, so wird sich diese von 
ihrer auf dem Äquator angenommenen Anfangslage aus in vertikaler 
Richtung fortbewegen müssen. Die Bahnkurve der Kreiselspitze steht 
also zu Beginn der Bewegung senkrecht auf dem Äquator, wie behauptet 
wurde. Übrigens ist die Fortschreitungsgeschwindigkeit im ersten 
Momente Null, weil die Rotationsaxe anfangs durch die Kreiselspitze 
seihst hindurchgeht. • 

Um den Gesamtverlauf unserer Bahnkurve zu überblicken, haben 
wir uns nur noch die Symmetrieverhältnisse derselben zu überlegen. 
Fassen wir zu dem Zwecke denjenigen Moment ins Auge, wo die 
Kreiselspitze auf der Kugel ihre höchste Lage (AT) erreicht hat. Nach 
unserem Kontinuitätsprinzipe wird dieser höchste Punkt von dem 
höchsten Punkte, den die Kreiselspitze bei der Pendelbewegung erreicht, 
dem Nordpole, nur wenig abweichen. Das stereographische Bild der- 
selben wird also nicht weit vom Mittelpunkte der Figur entfernt sein. 
Durch 0 und H legen wir die Vertikalebene E hindurch, deren Durch- 
schnitt mit der Äquatorehene uns die Lage des instantanen Impulsvektors 
angiebt. Darauf argumentieren wir ebenso wie oben bei der einfachen 
Pendelbewegung : 

Wenn wir in dem betrachteten Momente den Sinn des Impuls- 
vektors umkehren würden, so würde die Kreiselspitze ihre bisherige 
Bahn ÄS in umgekehrter Richtung durchlaufen und in Ä mit der 
Geschwindigkeit Null ankommen. Gleichzeitig berücksichtigen wir, dafs 
in je zwei hinsichtlich der Ebene E symmetrischen Lagen des Kreisels 
das Drehmoment der Schwere dasselbe ist. Hieraus ist zu schliefsen, 
dafs die Kreiselspitze bei Fortsetzung der ursprünglichen Bewegungs- 
richtung von S aus den zu ÄS hinsichtlich der Vertikalebene E sym- 
metrischen Bogen HB beschreiben wird und dafs sie in B mit der 
tröschwindigkeit 0 ankommt. Der Bogen ÄB unserer Bahnkurve be- 
steht daher aus zwei spiegelbildlich gleichen Hälften. 

In B angekommen befindet sich die Kreiselspitze genau unter den 
gleichen Bedingungen wie in Ä, Infolgedessen mufs der weitere Ver- 
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lauf der Balinkurve derselbe sein^ wie zu Anfang der Bewegung, Es 
setzt sieli also im Punkte JS ein neuer Bogen BA' an, welcher seiner- 
seits aus zwei symmetrischen Hälften besteht und welcher dem Bogen 
ab kongruent ist. Aus letzterem kann er durch eine Drehung um 
die Vertikale erzeugt werden. Bei B entsteht auf solche Weise er- 
sichtlich eine Spitze, Für den Punkt A' gilt darauf dieselbe Betrach- 
tung, wie för Ä Auch in A' bildet die Bahnkurve eine Spitze und 
setzt sieh von hier aus mit einem dem Bogen AB kongruenten Bogen 
A'B' fort. Alle diese Bögen AB^ BA\ A'B' . . . werden wegen ihre» 
kongruenten Gestalt und ähnlichen Lage je in ihrem bezüglichen höch- 
sten Punkte M einen gewissen Parallelkreis auf der Kugel berühren, 
welcher in unserem Falle den Nordpol enge umschliefst. Zu^ammen- 
fassend können wir daraufhin den Verlauf unserer Bahnkurve foigender- 
mafsen beschreiben: 

Die Bahnhmve der Kreiselspitze stellt in unserem Falle eine Ziclth 
zadchurve vor, welche um die Vertikale entgegen dem Sinne des Uhrzeigers 
herumVmfty ohne sich im allgemeinm zu schliefsen; sie. besteht aus einer 
Serie kofigruenter Bögen oder^ wenn wir wollen j aus einer Serie von 
Halhhögenj welche unter einander aJbvjechselnd symmetrisch gleich und 
kongruent sind. Die Kurve ist ganz innerhalb zweier ParaMelJcreise ent' 
halten, nämlich in unserem Falle zwischen dem Äquator und einem Pa- 
rallelhrise in der Nähe des Nordpoles. Letzteren Kreis berührt unsere 
Kurve^ wo sie ihn trifft; auf ersterem sitzt sie mit Spitzen auf. 

Im Änschlufs hieran noch ein Wort über die Vorzüge der von 
uns gewählten Projektionsmethode. Hätten wir statt der stereographi- 
scken die orthographische Projektion be- 
nutzt, so würden, wie die in orthographi- 
scher Projektion hergestellte Fig. 25 a zeigt, 
statt der Spitzen scheinbar regulär verlau- 
fende Kurvenbögen auftreten. In der That 
bietet jede in eine Spitze anslaufende Raum- 
kurve, aus der Tangentenrichtung der Spitze 
betrachtet, einen Anblick dar, der dem Auge 
das Vorhandensein einer Singularität in 
keiner Weise verrät. Statt der im Original 
vorhandenen Spitze haben wir im Bilde i*ig. 25 a. 

nur mehr eine sog. ,p3iaskierte Singularität". 

Hiernach* ist klar, dals wir bei Benutzung der orthographischen Pro- 
jektion das Charakteristische der Bahnkurve verwischen würden. Wir 
werden daher auch die folgenden Figuren stets in stereographischer 
Projektion hersteUen. 
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Wir wollen nun, wie bereits in Aussicht genommen, die Gröfse 
des Eigenimpulses successive wachsen lassen und gleichzeitig den seit- 
lichen Anstofs wie bisher gleich Null nehmen. Machen wir wiederum 
das orientierende Experiment von pag. 204, indem wir die Kreiselspitze 
auf der Bahn der Pendelschwingung entlang führen, so werden wir 
hierbei' einen stärkeren Deviationswiderstahd wie Mher konstatieren, 
welcher die Pigurenaxe von der Bewegungsrichtung nach rechts ab- 
zulenken strebt. In der That ergab sich aus der Figur 24 a, dafs 
dieser Widerstand der Gröfse des Eigenimpulses proportional ist. Gehen 
wir daher von der erzwungenen Pendelbewegung zu der freien Kreisel- 
bewegung über, so wird die Kiümmung der einzelnen Bögen, aus 
denen sich die Bahnkurve zusammensetzt, um so gröfser, ihre Spann- 
weite um so geringer werden, je gröfser wir den Wert des Eigen- 
impulses N bemessen. Gleichzeitig wird sich der höchste Punkt des 
einzelnen Bogens von dem Nordpole successive entfernen; der , be- 
grenzende Parallelkreis, welcher die sämtlichen höchsten Punkte der 
Bögen enthält, mufs sich also mit wachsendem N erweitern. 

Die folgenden Figuren bringen diese Verhältnisse in drei Schritten 
zum Ausdrucke. In Figur 26 ist der Eigenimpuls circa dreimal, in 


Pig. 26 . 



Figur 27 neunmal so grofs gewählt, wie in Figur 25. Die Figur 28 
stellt den Grenzfall eines sehr grofsen N dar. Während die Figuren 26 
und 27 den Zusammenhang mit der Figur der Fendelbewegung noch 
deutlich erkennen lassen, zeigt Figur 28 eine Bahnkurve, die von 
einem kontinuierlich durchlaufenen Kreise nur noch sozusagen mikro- 
skopisch verschieden ist. Sie hat mit der Figur der Pendelhewegung 
nur noch geringe Ähnlichkeit, eher scheint sie bei ungenauem 
Hinsehen mit dem zweiten der vorangestellten Spezialfölle, der regu- 
lären Präcession, übereinzustimmen. Diese Übereinstimmung betrifft 
aber, wie wir betonen müssen, nur den Ort der Kreiselspitze, nicht 




209 


§ 2. Anscliaaiiciie Diskussion. 

ihre Geschwindigiceit und GeschwindigJceitsric^^ Wahrend hei der 
regulären Präcession die Fortschreitungsgeschwindigkeit der Kreisel- 
spitze längs des ganzen Kreises konstant ist, variiert sie in unserem 
Palle innerhalb sehr kurzer Zeitintervalle fortgesetzt zwischen dem 
Werte Null, der auf dem Äquator statt« 
hat, und einem maximalen Werte, der im 
Berührungspunkt mit dem zweiten be- 
grenzenden Parallelkreise erreicht wird. 

Wir werden diese höchst bemerkenswerte 
Bewegungsform passend eine pseudweguläre 
Präcession nennen können. 

Im Experimente ist dieser letzte Pall 
sogar die Regel, da die Vorrichtungen 
zum Aufziehen des Kreisels meist einen 
gegenüber der Schwerewirkung sehr starken 
Bigenimpuls erzeugen. Untersucht man daher die Kreiselbewegung 
nur experimentell, so kommt man leicht zu der paradoxen Auffassung, 
dafs die Kreiselspitze sich von Anfang an senkrecht gegen die Richtung 
der wirkenden Kraft, der Gravitation, bewegt, einer Auffassung, welche 
den Prinzipien der Mechanik natürlich direkt zuwiderläuft, welche aber 
nichtsdestoweniger in der Litteratur häufig vertreten wird.*) Wir 
betonen deshalb ausdrücklich: Unter dm bisher vorausgeseMm Anfangs- 
bedingungen (n — 0) ist unsere BaJmJcurve allemal eine SpiUenkurve; eim 
wirTdiehe reguläre Präcession ist durchaus unmöglich. 

Für die Anstellung der Experimente entnehmen wir unserer letzten 
Figur noch die Regel, dafs wir den Eigenimpuls des Kreisels möglichst 
gering wählen müssen, wenn wir überhaupt eine im Einzelnen kon- 
trollierbare Bahnkurve beobachten wollen; es empfiehlt sich daher, den 
Kreisel statt durch die Schnur mit der Hand in Rotation zu versetzen, 
wobei die Stärke des Impulses bequem reguliert werden kann. — 

Während' wir bisher den Eigenimpuls des Kreisels schrittweise 
wachsen liefsen, den seitlichen Anstofs aber beständig gleich Null an- 
nahmen, werden wir jetzt umgekehrt den seitlichen Anstofs variieren 
und den Eigenimpuls festhalten. Dabei entwickelt sich axis jeder der 
bisherigen eine ganze Serie neuer Figuren. 

So entsteht z. B. aus der gewöhnlichen Pendelhewegung in Fig. 24 
durch Hinzufügung eines seitlichen Anstofses jedesmal ein FaU der 
Bewegung des sog. sphärischen Pendels y bei welcher sich die Kreiselspitze 

ebenso verhält, wie ein schwerer Massenpunkt, weicher am Ende eines 

% 

*) Vgl. unsere Kritik der populären Kreis ellitteratur im folgenden Kapitel (§ 3). 

Klein-Sommerfeld, Kreiselbewegung. j, A.ufi. 
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tmi 0 beweglichen, starren und masselosen Stabes befestigt ist und 
welchem in seiner Anfangslage ein horizontal gerichteter Anstofs erteilt 
wird. Wir brauchen uns bei dieser bekannten und leicht zu beob- 
achtenden Bewegung hier nicht aufeuhalten. Wir erwähnen nur des 
Folgenden wegen, dafs sich die Rückkehrpunkte (Spitzen), welche in 
unserer Figur bei der gewöhnlichen Pendelbewegung am Äquator auf* 
traten, in abgeflachte Bögen auflösen, welche den Äquator berühren 
und dafs sich die Spannweite der Bögen, welche ursprünglich zwei 
Rechte betrug, etwas erweitert In der That mufs die Kreiselspitze, 
da sie in ihrer Anfangslage und ebenso in jeder folgenden Lage, wo 
sie den Äquator erreicht, dem seitlichen Anstofse n ausgesetzt ist, 
momentan in Richtung des Äquators fortschreiten und zwar je nach 
dem Vorzeichen von n, von der Vertikalen aus gesehen, im Sinne des 
Uhrzeigers oder im entgegengesetzten Sinne. 

Gehen wir andrerseits von der pseudoregulären Präcession in Fig. 28 
aus, so entsteht aus dieser durch Hinzufügung irgend eines seitlichen 
Anstofses eine Bewegung, weiche, im Groben betrachtet, von der 
früheren nicht sehr verschieden ist und welche (in erweitertem 
Sinne} abermals als pseudoreguläre Präcession bezeichnet werden kann. 
Hierbei werden sich unsere mikroskopischen Spitzenbögen in kleine 
Schleifen hez. in abgeflachte Bögen auflösen, je nachdem wir den 
anfänglichen horizontalen Anstofs im Sinne des Uhrzeigers oder im 
entgegengesetzten Sinne um die Vertikale wirken lassen. Die Beob- 
achtung giebt von dieser Modifikation der Bahnkurve natürlich keine 
deutliche Rechenschaft. 

Wesentlich neue Typen werden sich dagegen aus den Figuren 2ß — 27 
ergeben. Speziell wollen wir den Fall eines verhältnismäfsig geringen 
Eigenimpnlses näher betrachten, also diejenige Pigurenserie entwickeln, 
die aus 26 durch Variation von n entsteht. Zunächst lassen wir n von 
dem Werte KuU in Fig, 25 nach dem Negativen abnehmen, erteilen 
also der Kreiselspitze in der Anfangslage einen Anstofs, der sie ent- 
gegen dem Sinne des Uhrzeigers umzutreiben sucht. 

Wir erinnern daran, dafs sieh bei ‘einem gewissen, oben berech- 

neten negativen W erte n = die reguläre Präcession einsteilen mufs. 

Die Bahnkurve der Kreiselspitze wird in diesem' Palle einfach der ent- 
gegen dem Uhrzeigersinne durchlaufene Äquator (vgl. unten Fig. 31). 
Der Vergleich der Figuren 25 und 31 wird uns nun einen Anhalt 
liefern, um die Gestalt der Bahnkurve für die zwischenli eilenden Werte 

0 ^ n ^ J beurteilen zu können. Wir dürfen nämlich auf 
Grund unseres Kontinuitätsprinzipes vermuten, dafs diese Bahnkurven 
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sich stetig zwischen die Figuren 25 und 31 einordnen müssen. Auf 
dasselbe Prinzip bez. auf unsere früheren tJberlegungen gestützt, werden 
wir ferner voraussetzen, dafs die allgemeinen Symmetrieverhältnisse der 
Bahnkurve 25, die Kongruenz der Teilbögen u. s. w., bei Hinzufagung 
eines seitlichen Anstofses erhalten bleiben. 




In Figur 25 waren nun die einzelnen kongruenten Kurvenbögen 
zwischen dem Äquator und einem kleineren, in der Nähe des Nordpols 
befindlichen Parallelkreise enthalten; in Figur 31, können wir sagen, 
ist dieser zweite Parallelkreis mit dem Äquator zusammengefallen, da 
die Bahnkurve selbst in diesen Übergegangen ist. Wir schliefsen hieraus, 
dafs für zwischenliegende Werte von n jener zweite begrenzende Parallel- 
kreis stetig anwachsen wird. Infolgedessen 
werden sich die Teiibögen der Bahnkurve 
nach dem Äquator hin ausbauchen und 
gleichzeitig bei abnehmendem n successive 
in die Länge strecken müssen. Überdies 
ist klar, dafs, ebenso wie beim Übergange 
vom gewöhnlichen zum sphärischen Pendel, 
die Spitzen der Figur 25 sich in abge- 
flachte Bögen auflösen werden, da ja, 
überall wo die Kreiselspitze den Äquator 
erreicht, der tangential zum Äquator ge- 
richtete seitliche Anstofs n wirksam ist. 

Wir zeichnen daraufhin die drei Figuren 29, 30, 31, von denen 
die erste einem kleinen Werte des seitlichen Anstofses entspricht, so 
dafs die Kontinuität mit' Figur 25 augenfällig ist, (in der Figur wurde 
speziell n — N gewählt), die zweite einem gröfseren Werte von n 
(und zwar in der Figur einem 5-mal so grofsen Werte wie im vorher- 
gehenden Falle); die dritte Figur ist der Spezialfall der langsamen regulären 
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Piäcessioii n = (unter den in der Zeichnung zu Grunde gelegten 

Verhältnissen tritt dieser Pall wieder für ein 5-mal so grofees n ein, 
wie der Pall der Figur 30). 

Den Gesamteharakter der Bahnkurven unter den vorliegenden Be- 

AP 

dingungen eiöes konstanten N und eines von Null bis abnehmen- 
den Wertes von n können wir daraufhin folgendermafsen schildern: 

Die Bahnkurve läuß fortgeseM entgegen dem Sinne des Uhrzeigers 
um die Vertikale herum, ohne sich im allgemeinen zu schliefsen; sie he- . 
steht allemal aus einer Serie unter sieh symmetrisch gleicher oder kon- 
gruenter HaTbhögen, deren Spannweite hei abnehmendem n successive 
wächst und die sich mehr und mehr dem Äquator anschmiegen. Die 
Bahnkurve ist ganz innerhalb zweier Parallelkreise enthalten^ welche sie 
überall, wo sie sie trifft, berührt, nämlich des Äquators einerseits und 
eines mit abnehmendem n sieh stetig vergröfsernden Parallelkreises 
andrerseits. 

Wir gehen nun abermals zu Figur 25 zurück und lassen jetzt n 
unter Festhaltung von N im positiven Sinne wachsen; wir erteilen also 
der Ereiselspitze im Anfangszustande einen seitlichen Anstofs im Sinne 
des Uhrzeigers. Der Erfolg wird dabei gewissermafsen der umgekehrte 
sein, wie vorher. Während sich der zweite begrenzende Parallelkreis 
bei von Null aus abnehmendem n, wie wir sahen, erweiterte, wird er 
sich bei wachsendem n zunächst verengern; während die Spannweite 
des einzelnen Teilbogens früher zunahm, nimmt sie jetzt zunächst ab. • 
Im übrigen bleibt der Gesamteharakter der Bewegung ein ähnlicher 
wie in Figur 25; insbesondere mufs die Bahnkurve hei genügend kleinem 
positiven gleichfalls im Ganzen betrachtet entgegen dem Sinne des 
Uhrzeigers um die Vertikale herumlaufen. Andrerseits wird sich aber 
Kreiselspitze in der Anfangslage imd ebenso in jedem späteren 
Momente, wo sie den Äquator erreicht, wegen des positiven Vorzeichens 
von n in der Richtung des Äquators und zwar im Sinne des Uhrzeigers 
bewegen. Wir scliliefsen hieraus, dafs es auf jedem Teilbogen Punkte 
geben mufs, wo die Kreiselspitze, in radialer Richtung fortschreitend, 
ihren Umlaufongssinn der Vertikalen ändert und erkennen so die Not- 
wendigkeit des Auftretens von Schleifen. Die Spitzen der Figur 25, 
welche in Figur 29 in abgeflachte Bögen übergingen , lösen sich also 
jetzt in Schleifen auf, wie dieses ja in der Geometrie eine häufige Er- 
scheinung ist. Alle diese Bemerkungen werden durch die* folgende 
Figur 32 bestätigt, welche einem sehr kleinen positiven Werte von n 
entspricht (wir haben n = 0,4 N gewählt). 
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Wenn wir n weiter wachsen lassen^ kommen wir bald zu eineni 
Werte, wo sich der innere Parallelkreis auf den Nordpol der Einheits- 
kugel zusammengezogen hat (vgl. Fig. 33). Nebenbei bemerkt ent- 
spricht dieser Fall, wie wir später sehen werden, dem Werte n — N, 
Die Punkte, in denen sich bei der vorigen Figur der Umlaufnngssinn 
der Vertikalen änderte, sind jetzt in den Nordpol der Kugel zusämmen- 
gerückt. 


Fig. 32. Fig. 33. 

Um die G estaltung der Bahnkuiwen bei fortgesetzt wachsendem zu 
überblicken, ziehen wir endlich den Grenzfall n — cx> heran, bei welchem 
nach pag. 202 die Bewegung wieder eine reguläre Präeession \rad. 
Während sich also im Falle n — N der innere Pärallelkreis auf einen 
Punkt reduzierte, fällt er im Falle n == oc< mit dem äufsern Be- 
grenzunggkreise zusammen. Wir werden 
abermals auf Gnind unseres Kontinuitäts- 
prin.zipes vermuten, dafs der fragliche 
Paralleikreis bei wachsenden Werten von n 
(N < n < ^) sieh stetig erweitern wird. 

Während er aber vorher von der Bahn- 
kurve von aufsen berührt wurde, wird er 
jetzt von dieser umfafst. Die Kurve läuft 
jetzt durchweg im Sinne des Uhrzeigers 
und zwar bei wachsendem mit wachsen- 
der Geschwindigkeit um die Vertikale; sie Fig. 84. 

wird durch den sich erweiternden inneren 

Paralleikreis immer m.ehr an den Äquator herangedrängt; die Spann- 
weite der kongruenten Bögen, aus denen sie sich zusammensetzt, 
wird gröfser und gröfser. Ein Beispiel füi’ diese Gestaltung der Bahn- 
kurve liefert Figur 34, in welcher nebenbei bemerkt n — 5 N ge- 
nommen ist. Der Qrenzfall n — oo^ die schnelle reguläre Präeession, 
möge schematisch durch die Figur 35 angedcutet werden. Dem doppelten 
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Sinne des Durchlaufiingspfeiles entsprechend können wir die letzte Figur 
ebensowohl auffassen als Grenzfall der Bahnkurve bei unendlich wachsen- 
dem positiven, wie bei unendlich abnehmendem negativen w. 

der Bahnkurven bei wachsendem posi- 
tiven n zusammenfassend schildern, so 
können wir etwa folgendermafsen sagen: 

Bei positivem n verläuft die Bahn- 
kurve in der Nähe des Äquators allemal 
im Sinne des Uhrmgers, kehrt aber lei 
nicht m grofsen Werten von n innerhalb 
jedes der kongruenten Teilbögen, aus denen 
sie sich msammensetd, sswdmal ihren 
Umlaufungssinn um. Charakteristisch 
für diese Bahnkurven ist das Auftreten 
von Schleifen. Der innere Begrenzungs- 
kreis wird anfangs von der Bahnkurve 
ausgeschlossen, nachdem aber der höchste 
Punkt der Kugel einmal üherschriUen ist, von aufsen umfaßt Die Spann- 
weite der emzelnen^ Teilbögen nimmt gleichzeitig von da ab immer mehr 
zu und wird im Grenzfalle n — oo unendlich groß. 

Es erübrigt nur noch den Übergang zu suchen von der langsamen 
AT . 

Präcession n == in Figur 31 zu der schnellen ^ = 4:00 in Figur 36. 

Wir sahen, dafs sich der bewegliche Parallelkreis mit abnehmendem 
AT •' 

n > dem Äquator successive nähert, um im Palle der regulären 

Präcession mit diesem zusammenzufallen. Bei weiter abnehmendem n 
wird er zunächst seine Bewegungsrichtung beibehalten, also sich von 
dem Äquator wieder entfernen und auf die südliche Hälfte der Ein- 
heitskugel bez. im stereographischen Bilde in das Äufsere des Einheits- 
kreises übergehen. Dementsprechend würde im Bilde fortan der Äquator 
der innere, der bewegliche Paralleikreis der äufsere Begrenzungskreis 
werden. Indessen hält die genannte Bewegungstendenz nicht lange vor; 
es giebt nämlich für unseren beweglichen Paralleikreis eine tiefste 
(bez. im Bilde eine äufserste) Lage. JTachdem diese für ein gewisses n 
erreicht ist, strebt der Parallelkreis bei weiter abnehmendem n wieder 
dem Äquator zu, mit dem er ja im Palle n = — oo zusammenfallen 
mufs. Aber selbst in der genannten extremen Lage liegt unser ParalieL 
faeis unter den in unseren Figuren vorausgesetzten Verhältnissen dem 
Äquator so nahe, dafs er mit dem Auge überhaupt nicht von jenem 
zu unterscheiden sein würde. Dementsprechend wird auch die Bahn- 


Wollen wir das Verhalten 
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kunre der Krei^elspitze dem Äquator dauernd aufeerordentlicli nfidie 
bleiben, so dafs wir auf ihre graphische Wiedergabe verzichten müssen. 
Im stereographisehen Bilde würde sie den Äquator in nahezu kreis- 
förmigen Windungen umschliefsen, welßhe den grofsen negativen Werten 
von n entsprechend entgegen dem Sinne des Uhrzeigers mit grofser . 
Geschwindigkeit durchlaufen werden. 

Der Kreis der Möglichkeiten, welche sich bei festgehaltenem N 
und variabelm n darbieten, hat sieh hiermit geschlossen. 

Wir könnten nun, ähnlich wie wir bisher an die Figur 25 an- 
knüpften, aus den Figuren 26 und 27 durch Hinzufügung eines seit- 
lichen Anstofses entsprechende Figurenserien entwickeln. Indessen müssen 
wir uns damit begnügen, später (vgl. § 7) auf die hierbei auftretenden 
Abweichungen von der vorhergehenden Serie hinzuweisen. 

Zum Schlüsse wollen wir in einem Schema, in welchem n als 
Abscisse, N als Ordinate aufgetragen wird, die vorstehend verzeichneten 
Figuren durch Eintragung ihrer Nummer lokalisieren! 


J^-A7ce 



n^Axi 


Die Ordinatenaxe unseres Schemas enthält die Figuren 24 bis 28; 
die Abscissenaxe entspricht den sämtlichen Fällen der gewöhnlichen 
oder sphärischen Pendelbewegung. Die Figuren 29 bis 35 liegen auf 
einer der Abscißsenaxe parallelen und wenig von ihr entfernten Geraden. 
Gehen wir parallel der Ordinatenaxe ms Unendliche, so kommen wir 
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aUemal in das Gebiet der pseudoregulären Präcession; schreiten wir in 
der Richtung der Abscissenaxe ins Ünendliche fort, so finden wir den 
Fall der schnellen regulären Pracession Tor. Die langsame reguläre 
Präcession bestimmt, wie aus der Formel nN — PÄ hervorgeht, eine 
gleichseitige Hyperbel von der eingezeichneten Lage. Die zweifach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit, welche durch die Gesamtheit aller Bahn- 
kurven bei horizontaler Anfangslage der Pigurenaxe und bei positivem 
Betrage des Eigenimpulses gebildet wird, findet so in unserem Schema 
eine anschauliche Darstellung. 

§ 3. Quantitative Behandlung der allgemeinen Bewegung des 
schweren symmetrisohen Kreisels. Ausführung der erforderliohen 

sechs Integrationen. 

Wir gehen nun von der angenäherten qualitativen Diskussion zu einer 
genauen quantitativen Behandlung über, wobei wir die Beschränkung 
auf den Kugelki'eisel zunächst fallen lassen und einen beliebigen sym- 
metrischen Kreisel von den Trägheitsmomenten Ä und C betrachten. 
Es handelt sich hierbei in letzter Linie darum, das System von 
Differentialgleichungen, welches die Bewegung des Kreisels reguliert, 
zu integrieren. 

Zunächst stellen wir einige Impulshetrachtungen von geometrischem 
Charakter an, welche die Ausführung der gedachten Integrationen teil- 
weise zu ersetzen vermögen. Dabei stützen wir uns wesentlich auf den 
Pundamentalsatz Ila von pag. 115, nach welchem die Änderungsge- 
schwindigkeit des Impulses im Raume gleich der von den äufseren 
Kräften herrührenden Drehkraft, d. h. in unserem Falle gleich dem 
Drehmoment der Schwerkraft ist. Wir suchen vor allem, ähnlich wie 
pag. 123 heim kräftefreien Kreisel, Näheres über die Gestalt der beiden 
,,Impulskurven‘^ auszusagen, d. h. deijenigen Kurven, welche der End- 
punkt des Impulsvektors relativ gegen den Raum hez. relativ gegen 
den Körper beschreibt. 

Erstens bemerken wir, dafs das Drehmoment der Schwere, welches 
ja seiner Axe nach in die Knotenlinie fällt, beständig senkrecht auf 
der Vertikalen steht. Nach unserem Impulssätze schreitet also auch 

Endpunkt des Impulses im Raume beständig senkrecht gegen die 
Vertikale vorwärts. Wir sehen hieraus: 

Per Endpunkt des Impulses bewegt sich relativ gegen den Emm iß 
einer horimntahn Ebene; unsere erste Impulskmve ist also eine ebene 
Kurve; dk Projektion des Impulses auf dk Vertikale, d. k die früher 
als „seitlicher Änstofs^‘ bezekhnete Größe, hat eine unveränderliche Länge. 
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Nennen wir die Komponenten des Impulses im System (die 
Koordinaten seines Endpunktes), wie pag. 200 verabredet, Z, m, n, so 
haben wir hiernach; 

(1) ri — eonst. 

Dieses Resultat wurde schon im vorigen Paragraphen erwähnt und in 
einem speziellen Falle, ähnlich wie soeben geschehen, begründet. 

Zweitens fassen wir die Kurve ins Auge, welche der Endpunkt 
des Impulses relativ gegen den Kreisel beschreibt. Dabei werden wir 
statt von dem Impulssätze Ha, welcher die Änderungsgeschwindigkeit 
des Impulses im Raume bestimmt, von dem Impulssätze üb von p^. 145 
ausgehen, durch welchen die relativen Änderungen des Impulses gegen 
den Kreisel festgelegt wurden. Nach diesem letzten Satze ist die Änderungs- 
geschwindigkeit des Impulses relativ gegen den Kreisel nach Richtung 
und Gröfse gleich der von den äufseren Kräften herrührenden Drehkraft 
vermehrt um die sogenannte centrifugale Drehkraft. Letztere wurde 1. c. 
gleich gefunden dem vektoriellen Produkt aus Impuls- und Rotations- 
vektor; ihre Axe steht mithin senkrecht auf diesen beiden Vektoren 
und also, da beim symmetrischen Kreisel diese beiden Vektoren mit 
der Figurenaxe in einer Ebene liegen, auch senkrecht auf der Figurenaxe. 
Da überdies auch die Drehkraft der Schwere auf der Figurenaxe senkrecht 
steht, so sehen wir, dafs der Impuls-Endpunkt im Kreisel beständig senk- 
recht gegen die Figurenaxe fortsehreiten mufs. Wir haben also den Satz: 

Der Endpunkt des Impulses bewegt sich relativ gegen den Kreisel in 
einer der Aquator^ene parallelen Ebene; auch unsere zweite Impulshme 
ist eine ebene Kurve; die Frqjektion des Impulses auf die Figurenaoee, d.h 
die oben als Eigenimpuls eingefährte QröfsCy hat eine unveränd^liche Länge, 

Bezeichnen wir die Impulskomponenten im X KZ- System, wie 
früher, mit Ly M, K, so gilt hiernach die Gleichung: 

(2) N — const. 

Wir haben damit ein ebenfalls schon im vorigen Paragraphen erwähntes 
Resultat allgemein abgeleitet. 

Neben den Impulskurven können wir diejenigen Kurven beti^hten, 
welche der Endpunkt des Rotationsvektors relativ gegen den Raum 
und gegen den Geisel beschreibt, d. h. die Herpolhodie- und die Polr 
hodiekurve. Von diesen zeigt aber nur die Polhodiekurve ein ent- 
sprechend einfaches Verhalten, wie die Impulskurven. In der That 
liegt die Polhodiekurve in einer zur Figurenaxe senkrechten Ebene; ihre 
Punkte haben von der Äquatorebene den festen Abstand. 
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Versuchen wir dagegen den entsprechenden Übergang von unserer 
ersten Impulskurve zur Herpolhodiekurve zu machen^ welcher, wie wir 
wissen, in einer Deformation, nach den Axen X, Y, Z besteht, so 
kommen wir wegen der veränderlichen räumlichen Lage dieser Axen 
zu keinem so einfachen Resultat; die Herpolhedielcurve ist (von dem Palle 
des Sugelkreisels abgesehen) Mfie ebene , sondern, wie wir demnächst 
zeigen werden, im aUgemeinen eine sphä/rische Kmve. 

Diese Bemerkung kann abermals dazu dienen, die Vorzüge, welche 
in kinetischer Hinsicht der Impulsvektor vor dem Rotationsvektor dar- 
bietet, ins rechte Lieht zu stellen. Es ffihrt offenbar zu Unzuträglich- 
keiton, wenn man den kinematisch definierten Rotationsvektor auch in 

kinetischen Fragen voran- 
stellen will. Vielmehr ist 
hier der Impulsvektor das 
f einfachste , die Bewegung 
regulierende Element. 

Während wir unsere bis- 
herigen Schlüsse aus der 
Richtung der Lnpulsände- 
rong gezogen heühen, wöUen 
wir nun auch ihre Gröfse 
betrachten. Wir werden so 
zu einer weiteren Eigenschaft 
der allgememen Kreiselhe- 
wegimg geführt werden. 

Es handle sich um zwei 
benachbarte Lagen \ und 
des Impulsvektors, welche dieser am Anfang und am Ende des Zeit- 
intervalles At inne hat. Die Endpunkte von \ und i^ geben eine 
Verbindungslinie Ai, welche nach unserem Impulssätze der Knoten- 
lime K parallel ist und bei hinreichend kleinem die Länge hat 

(a) j ( ~ P sin ff A^. 

Gleichzeitig wird nach dem Pythagoiäischen Lehrsatz (vgL die Figur) 

(b) I® — _ I 2 jij ] j Aij cos (%, Ai) 

=«= I Ai P-f j Ai| cos (ij, K), 

Nun bedeutet ji^ | cos (i^^, X) die Projektion des Impulsvektors 
auf die Ehotenlinie, welche bis auf den Faktor A. mit der Projektion 
des Drehungs Vektors auf diese Gerade übereinstimmt. Eine Drehung 
um die Knotenlinie bringt aber in der Zeit A^ eine Änderung des 
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Winkels kervor von solchem Betrage, dafs : At gleich der 
Gröfse der genannten Drehung wird. Wir haben also 


und wegen (a) 
(c) 


cos K)^ Ä 


A-a- 

At 


j Ai 1 \ \\ cos (ij, K) = AP sin d' A^. 


Gehen wir in Gleichung (b) zur Grenze At — 0 über, so ß,llt das 
Glied zweiter Ordnung j Ai fort und wir erhalten mit Rücksicht auf (c) 

d( j i |2) „ 2 J. P sin = — d(2ÄP cos ^). 


Mi&hin ieMli der Ausdruck 

|iP4'2^Pco3^ 

hei der Bewegung seine ursprüngliche Gh'öfse bei. Bezeichnen wir diese 
feste Grofse mit so haben wir: 


^3) i + 2 J.P cos -d* = fc. 

Biese Beziehung hätten wir ohne weiteres hinschreiben können, 
wenn wir uns aulser auf unsern allgemeinen Impulssatz auch auf den 
Satz der lebendigen Kraft berufen hätten, weicher ja im zweiten Kapitel 
seinerseits aus unserem Impulssätze gefolgert wurde. In der That 
sehen wir sofort, dafs die Gleichung (8) mit Rücksicht aiif (2) in den 
Satz der lebendigen Kraft übergeht Statt (3) können wir namhch 

achreibeu: + 2ÄF aos » ^]c. 

Dividieren wir nun mit 2Ä und führen wir rechts eine neue Konstante 
h ein, welche mit der früheren durch die Formel: 


(3a) ^ = 23 + 

zusammenhängt, so entsteht 


N* 

2 


\c aJ 


(3b) 




x= + Mr , Ar*\ 
+ ^7 


- ) + P = k. 


2 \ Ä 

Hier bedeutet der erste Term der linken Seite die kinetische Energie 
T des Kreisels 


1 

2 \ Ä 




der zweite Term stellt die potentielle Energie II im Falle der Scbwere- 
wirkang dar. Es ist aämlich nach der Definition von pag. 117, 118 
dU— - dW, wo dtr die von den äufseren Kräften an nnserena System 
bei einer unendlich kleinen Verrückung geleistete Arbeit ist, d. h. in 
unserem Falle 

dW= FBind-d». 
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Mithin folgt in der That 
, 17== P cos •9', 

so dafs wir statt (3 b) wieder schreiben können 

(30 , T+C7=ä. 

Die vorstehende geometrische tTberlegung müssen wir also auf- 
fassen als einen neuen, mf den schweren symmetrischen Kreisel m- 
geschnittenm Beweis vom Satze der Mtendigen Kraft. 

Wir wollen uns nun die analytische Bedeutung unserer bisherigen 
Resultate Har machen. Wir werden sehen, dafs wir in den Gtlei- 
chüngen (1), (2) und (3) drei erste Integrale der Differentialgleichungen 
des schweren symmetrischen Kreisels gefunden haben. 

Zu diesem Zwecke werden wir diese Gleichungen neuerdings aus 
den Differentialgleichungen durch Integration ableiten. Am bequemsten 
legen wir die letzteren in der Form der allgemeinen Lagrangesehen 
Gleichungen, wie sie auf pag. 154 angegeben sind, zu Grunde. Hier 
haben wir für T den Ausdruck (6) von pag. 156 einzutragen 

T =Y 9" • + 9''0 ^ (v' cos & ■ ih'y , 


aus welchem folgt: dT dT 

dtp dip 

Andrerseits ist die Arbeit, welche die Schwerkraft bei der unendlich 
kleinen Verrückung dyi, dtp, d& leistet, wie eben benutzt wurde: 

dW = 0 dg> -j- ^ dt -j- B dd' == B sin &• dO’. 

Die Komponenten cp, V, 0 der äufseren Kraft in Richtung der Koordi- 
naten (p, t, ff sind also 

(p = qc == 0, G = Pnin ff. 


Daraufhin gehen die beiden ersten Lagrangesehen 


über in 


dt ~ dt 


Gleichungen 


wir haben also für die ganze Dauer der Bewegung 


[cp] = eonst, [V] = const. 

» 

Nun sind aber naeb pag. 1Ö9 die Impulskomponenten [d>] und [’f] 
niebts anderes als die senkreehten Projektionen des ImpulsYektors auf 
die Figurenaxe und die Vertikale^ also bez. gleich N und n. Unsere 
vorstehenden GHeichungen sind also mit (1) und (2) identisch. Die 
festen Werte unserer beiden Impulskomponenten werden wir daraufhin 
als zwei erste Integrationskonstanten bezeichnen können. 
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NatürKcli können wir dieselben Integrale auch aus den Eulerscten 
Gleichungen von pag. 141, 142 ableiten, ffier haben wir .4 = .» zu 
setzen und für A, M, N bez. die Werte einzutr^en: 

A==P 8 in»cos(i:,X), M = Psin#cos(X, r), N = Psin ^ cos (Z; Z). 
Dabei ist zunächst 

cos (JST, Z) == 0, 

weil die Khotenlinie auf der Figurenaxe senfaecht steht; da wir ferner 
(vgl. Pig. 3 auf pap. 18) den von der Knotenlinie aus gezählten Winkel, 
Welchen dieser Halbstrahl mit der positiven Z-Axe bildet, mit <p be- 
zeichnen, so wird 

cos (K, X) — cos 9 ?, cos (K, Y) == — smtp. 

Es ergiebt sieh also 

A = P sin cos 9 ), M == — P sin -9- sin 9 ), N = 0. 

Die dritte der Gleichungen (3^^) von pag. 142 lautet daher einfach 

so dafs sich wieder die Gleichung ( 2 ) ergiebt. 

Die Ableitung von ( 1 ) aus den Eulerschen Gleichungen würde 
eine etwas längere Umrechnung erfordern, welche wir hier unterdrücken 
wollen.* 

Unsere Gleichung (3) schliefslich können wir nach der gewöhn- 
lichen analytischen Beweismethode des Satzes von der lebendigen Kraft 
aus den Lagrangeschen oder Enlerschen Gleichungen finden, indem wir 
diese mit geeigneten Faktoren multiplizieren und addieren; hierbei 
tritt als dritte Integrationskonstante unsere obige Gröfse ä, die Kon- 
stante der lebendigen Kraft, auf, welche unserer obigen Konstanten h 
äquivalent ist. 

Aufser den drei Integralgleichungen ( 1 ) bis (3) verlangt die voll- 
ständige Integration unseres Problems die Aufstellung von drei weiteren 
Beziehungen zwischen den Lagenkoordinaten des Kreisels und der Zeit 
mit je einer willkürlichen Integrationskonstanten. Diese Beziehungen 
lassen sich nicht, wie unsere drei ersten Integrale, in elementarer 
Form angeben; dementsprechend dürfte es kaum gelingen, sie durch 
direkte geometrische Betrachtungen abzuleiten. Immerhin ist ihr ana- 
lytischer Charakter sehr einfach; sie lassen sich nämlich durch blofee 
Quadraturen herstellen. 

Wir müssen jetzt neben den Eulerschen die sog. kinematischen 
Gleichungen (9) von pag. 45 bez., was bequemer ist, neben den La- 
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grangeschen Gleichungen (1) von pag. 164 die Gleichungen (2) (s. eben- 
daselbst) gy ^ roi — 

td>] ~ d»' ’ 


berücksichtigen. In den beiden ersten dieser Gleichungen tragen wir 
Knks die konstanten Werte N und n ein; die rechten Seiten berechnen 
wir nach dem oben angegebenen Ausdrucke Ton T, Wir finden so 
G{fp' + cos •#* • — Nf 

C cos ^ ‘ g)' -j- (-4 sin^ ^ -f“ ^ 


(4) 


Durch Kombination dieser beiden Gleichungen ergiebt sich zunächst 


« — N CQS ^ ^ 

A sin* # ’ 


sodann folgt aus der ersten Gleichung: 


(Ö) 



1 \ ^ N — n cos & 
JL/ * A sin* # 


Die Integration nach t läfst sich in dieser Form natürlich noch 
nicht ausführen. Gehen wir aber mit den geftindenen Werten von 9 ' 
und 1 ^' in die Gleichung (3') der lebendigen Kraft hinein, so er- 
giebt sich: 

A f ,0 I /^coBd' — nY\ , ö , -n ö. 7 

y}^ +(-rür¥-) I +Y{cr.l + i’cos^ = Ä. 

Hier fuhren wir die wichtige Hülfsvariable 

u = cos d’ 

ein; die vorstehende Gleichung schreibt sich dann, nachdem wir sie 
mit 2Asm^‘9’ multipliziert haben: 

Ä^u'^ + (Nu — n)* + ^ N* (1 — M*) -f- 2APu (1 — «") = 2Äk(l - «>). 
Somit wird 

(6) S = )/F, 

WO U eine Abkürzung für den folgenden etwas komplizierten Aus- 
druck bedeutet: 

(7) 0-= y [2Äh(l~u^)-(Nu-ny- ~ N^(l -M*) -2APu(l -«<“)] , 

In U führen wir statt der Konstanten h unsere frühere Gröfse üb ein; 
da nach Gleichung (3 a) 

2 Ah — 

wird, SD ergiebt sich: 

C^') — «)*+(* — iV'* — 2^ Pm)(1—m*)] 
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oder, nach Potenzen ron u geordnet: 

(7") J7== ^[2^PmS — Ä;M* + 2(wIf~4P)M + (^ — — »*)]. 


Da U lediglicli von unserer Hülfsvariabeln u abhängt, läfst sieb 
die Ditegration in ( 6 ) unmittelbar ausfübren. Wir haben nur zu 
schreiben: 

( 6 -) 


Tragen wir diesen Wert ron dt in (4) und (5) ein, so geben letztere 
Gleichungen über in 

(4') dtf, == iLTlA“ 

' Ä0.-u*)yü 

und 


( 6 ') 




Nunmehr führen wir die Quadraturen in ( 4 '), (5') und ( 6 ') aus 
und bekommen: 


( 8 ) 


-/■ 

■/: 




du 

yF’ 

n — Nu du 
^(1 — a*) yF’ 

nu du , -ät/I 


yw 


wobei U durch (7), (7') oder (7") definiert ist. 

Die drei additiv hinzutretenden Integrationskonstanten haben wir 
nicht hinzugeschrieben, weil sie für den geometrischen Charakter der 
zugehörigen Bewegung belanglos sind. Diese Integrationskonstanten 
sind etwa die Werte t^j 9 ^, welche wir dem Werte von u an der 
unteren Grenze der Integrale znordnen mögen. Sie können durch passende 
Wahl des Zeitpunktes, von dem ans wir t, sowie durch passende 
Bestimmung der Axen a: und X, von denen aus wir ^ und q> messen, 
herausgeschafffc werden. Immerhin konstatieren wir, dafe wir in den 
drei wesentlichen Konstanten n, N und k (oder fe), sowie in den drei 
unwesentlichen Konstanten % und (p^ die erforderliche Anzahl von 
sechs wilTkmrlichen Gröfsen bekommen haben, welche zu der allge- 
meinen Bewegung eines Systems von drei Freiheitsgraden gehören. 

Dafs wir in solcher Weise durch blofse Quadraturen zum Ziel 
gelangten, werden wir an dieser Stelle als einen Glüeksfall ansehen, 
der aber nicht vereinzelt dasteht. Vielmehr kommt die nämliche Eigen- 
tümlichkeit einer umfassenden Klasse wichtiger mechanischer Probleme, 
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den sogenannten cyklischen Systemen, zu, welche sich genau so wie 
unser Kreiselproblem durch blofse Quadraturen teilweise oder vollständig 
behandeln lassen. Der Kreisel kann als ein instruktives Beispiel zur 
Theorie der cyklischen Systeme aufgefafst werden. Die hier befolgte 
Integrationsmethode würde durch Vergleich mit den allgemeineren Pro- 
blemen eine neue Beleuchtung erfahren.**) 

In historischer Hinsichi bemerken wir schliefslich, dafs man die 
Aufstellung der obigen Integralformeln Lagrange*?*') verdankt, der das 
Problem des schweren symmetrischen Kreisels zum erstenmale allger 
mein in Angriff genommen hat. 

§4. AUgemeine Periodxcitätseigensohaften der Bewegung. Vorläufiges 
über das Verhalten der eUiptischen Ingrale bei XJmlaufimg des Inte- 
grationssegmentes. Int^aldarstellung der «, /J, y, d. 

Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Integrale für ij; und (p 
bezeichnet man, da sie die Quadratwurzel aus einem Ausdrucke dritten 
Grades unter dem Integralzeichen führen, als elliptische Integrale. Be- 
. kanntlich lassen sich solche Integrale im allgemeinen nicht durch 
elementare Funktionen ersetzen. Sie definieren vielmehr eine Klasse 
transcendenter Punktionen, welche von den Mathematikern seit 100 Jahren 
mit Vorliebe untersucht worden ist. 

Es soll unsere nächste Aufgabe sein, aus der Form dieser Fimk- 
tionen die allgemeinsten und augenfälligsten Eigenschaften, der Be- 
wegung des schweren Kreisels abzulesen. Insbesondere wollen wir auf 
analytischem Wege begründen, dafs die Kreiselspitze fortgesetzt zwischen 
zwei Parallelki’eisen der Einheitskugel auf- und abschwankt und dafs 
ihre Bahnkurve aus lauter kongruenten oder symmetrisch gleichen 
Stücken besteht. Diese Thatsachen wurden bereits in den ' ersten Para- 
graphen dieses Kapitels auf mechanisch-geometrischem Wege dargethau. 
Abgesehen von der genaueren Begründung der früheren etwas unsicheren 
Schlüsse werden wir durch das Folgende die Möglichkeit erreichen, die 
Gestalt der Bahnkurven im einzelnen durch numerische Kechnung zu 
kontrollieren. 

Wir haben dabei im Grunde dieselben Betrachtungen anzustellen, 
die sonst in der Theorie der elliptischen Punktionen entwickelt werden. 
Indem wir diese Betrachtungen an unser konkretes Beispiel anknüpfen, 
hoffen wir geradezu eine bequeme erste Einführung in diese Theorie 
zu geben, welche wir hier nicht als bekannt voraussetsen werden. 

*) Wegen der allgemeinen Theorie der cyklischen Systeme vgl. z B. H. Hertz, 
Mechanik. Zweites Buch, Abschnitt 6, 1: Cyklische Bewegungen. 

**) In der Mecaniq^ue analytique sec, pariie, sect. IX, Nr. 86. Ges. W. Bd. Xlf. 
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Wir stellen uns fürs Erste durchaus auf den Standpunkt der alteren 
Ä^utoreU; etwa auf den Legend res, und betrachten nur reelle Werte 
der integrationsvariabeln w, welche wir uns auf einer Geraden, der 
repräsentieren werden. Wegen der geometrischen Bedeutung 
w-on u (u = cos kommt von dieser Axe für die Mechanik direkt nur 
das Sfcück zwischen — 1 und -j- 1 in Betracht. 

Auch dieses Stück wird bei den Kreiselbewegun^i im aJO^emeinen 

nur beälweise von u bestrichen. Da nämlich das Inkrement von t sicher 

eine reelle Gröfse sein mufs, so darf u wegen der Beziehung 

,, du 
dt = —p=: 

yw 

nur solche Werte annehmen, für welche reell, also U positiv ist. 
iKTun wird aber U in den Punkten u~^l im allgemeinen negativ 
und niemals positiv. Wir haben nämlich nach Gleichung (7') des 
vorigen Paragraphen 

fiir M == + 1 . . . . f7= - ^ (N— ny, 

für M = — 1 f7= — ^ »)% 

d. h.. JT < 0, sofern nicht gerade ]Sf = + n und also U —0 ist. Daher 
erscheint die Variable u auf ein gewisses Intervall zwischen — 1 und 
-f- 1 eingeschränkt, in welchem U positiv ist. Ein solches Intervall 
muls stets vorhanden sein-, wäre es nämlich nicht vorhanden, so mülsten 
wir sagen, dafs die in ü eingehenden Integrationskonstanten w, N 
und h im Sinne der Mechanik unzulässig gewählt sind, weil ihnen 
keine reelle Bewegung entspricht. Die Grenzen unseres Intervalles 
werden durch zwei Punkte gebildet, in denen U verschwindet. Es 
seien dieses die Punkte u = e und u — e\ 

Aufser diesen beiden Wurzeln besitzt die Gleichung U=0 noch 
eine dritte Wurzel, weiche notwendig reell ist und aufserhalb des 
Intervalles — 1 bis 1 Wir bezeichnen sie mit und zeigen 

leicht, dafs je nachdem P> oder < 0 ist, c" > -f” 1 oder < — 1 
wird. In der That nimmt U bei unendlich grofsem u das Vorzeichen 
des in u höchsten GHedes, also nach Gleichung (?') des vorigen Para- 
graphen das Vorzeichen von Pu^ an. Dieses Vorzeichen ist im Palle 
P>0 positiv für ™ P< 0 für w = — oo; ü wechselt 

also im ersteren Palle sein Vorzeichen zwischen -f* oo und -f* 1, im 

♦) Weierstrass bezeichnet die drei Wurzeln des Ausdrucks dritten Grades 
unter dem Integralzeichen durchweg mit Cj , , e, . Wir haben die obige ab- 

weichende Bezeichnung gewählt, weil bei uns nicht die Weierstrassische For- 
mierung des Integrales vorliegt. 

Klein-Sommeffeld, Kreiaelbeweguug. 2. Auä. 


15 
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letzteren zwischen — oo und — 1. Die fragliche dritte Wurzel liegt 
also sicher auf unserer ^^-Axe und zwar im Falle P>0 rechterhand 
von u «* + 1, im Falle P < 0 linkerhand von w = — 1. 

Wir müssen weiterhin zwischen den beiden Vorzeichen von Yu 
gut unterscheiden. Es ist deshalb becjuem, statt der einfachen w-Axe 
eine Doppelte zu Grunde zu legen, oder, wie wir auch sagen können, 
die u-Äxe doppelt iiberdeeU zu denken. Je zwei übereinanderliegende 
Punkte dieser D^pelaxe (vgl. Fig. 38) repräsentieren uns dann den- 
selben Wert von w und J7, aber entgegengesetzte Werte von YU. In 
den Yerschwindungspunkten von U sind diese beiden entgegengesetzten 
Werte nicht verschieden. Dasselbe gilt von der Stelle u — + oo, wo 
die beiden funktionentheoretisch nicht verschiedenen Werte + 
aiminunt. Wir bringen dieses in der Figur dadurch zum Ausdruck, 
dafs wir an diesen Stellen die beiden Überdeckungen der Axe in einen 
Punkt zusammenlaufen lassen. Die vier Punkte c, cx> bezeichnen 

wir auch, indem wir die übliche Terminologie der Riemannschen Fläche 
vorbereiten, als Vermeigmigspmlcte. Überhaupt entspricht die Mafs- 
nahme der doppelten Überdeckung unserer u~Axe bereits dem von 
Biemann in die Funktionentheorie eingeföhrten Ideenkreise, dem wir 
aber erst im sechsten Kapitel näher treten können. 



S'ifif. 88. 


Wie wir im übrigen die positiven und negativen Werte der Quadrat- 
wurzel auf die beiden Überdeckungen verteilen, ist von dem hier ein- 
genommenen Standpunkte der reellen IniegrationKvariabeln ans bis zu 
einem gewissen Grade in unser Belieben gestellt. Natürlich werden 
wir die ^Vertetoige von Y^ den beiden XTDerdeckiiiigen so ein- 
richten, dais sie eine stetige Folge wird, dafs also ein Vorzeichen- 
Wechsel nur in den Verzweigungspunkten (F—O oder U ==== oo) ein- 
tritt. Dabei bleibt in jedem der Intervalle ee\ e' e" u. s. w. noch je 
eine Vorzeichenwabl willkürlich. Erst später, wenn wir von komplexen 
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Werten, der Oröfse u sprechen werden, wird sieh auch hierfür eine 
bestimmte Regel ergeben. Vorläufig haben wir die in den vorstehen- 
den Figuren enthaltene Yorzeiehenbestmmiung als eine willkürliche 
Fests^nng anzusehen- 

Wir untersuchen jetzt das für t anfjgesteUte elliptische Integral in 
seiner Abhängigkeit von u etwas näher. Dabei benutzen wir die evidente 
Thatsaehe, dafs in der Mechanik die Zeit nicht nur eine reelle, sondern 
aucäh eine beständig wachsende öro&e bedeutet, dafs also dt notwendiger- 
weise positiv sein mufs. 

Als untere Grenze des Integrales nehmen wir den kleineren der 
beiden zwischen — 1 und -{-1 enthaltenen Wurzelwerte von 27=0, 
welchen wir (wie in den Figuren) mit e bezeichnen. Von hier aus müssen 
wir u in das mechanisch aUein^brauehbare Intervall zwischen e und e' 
eintreten lassen und srwar, nach dem vorangestellten Prinzipe, in die 
obere tlberdeckung dieses Intervalles, damit wir für 


einen positiven Wert erhalten. Daranf haben wir beständig in der 
oberen Überdeckung bleibend, wachsen zu lassen bis zum Punkte w = e. 
In diesem angekommen, müssen wir umkehren, damit dt reeH, und 
wir müssen in die imtere Überdeckung übergehen, damit dt positiv 
bleibt. Sind wir zu e ziirückgelangt, so müssen wir aus demselben 
Grunde in die obere Überdecbing übergehen. Es wiederholt sich dann 
fortgesetzt dasselbe Spiel. 

JD&r Weg, den wir der Variahein u hd der Integration mtoeisen 
mimen, hestehi also aus der Tcontinuierlichen UmJaufung des Segmentes 
ed in hestimmtem Sinne.. (Vgl die Pfeile in den vorstehenden Figuren.) 

. Dieser Satz liefert sofort eine erste wichtige Eigenschaft der all- 
gemeinen Kreiselbewegung. Er besagt nämlich: 

Die Bahnkurve der Ej^eiseJspit^e ösdlUert heständig mischen mei 
ParaUelhrdsm cos a* == e und cos ^ e' der Einmitshjgsl hin und her. 

Zugleich lernen wir hierdurch die Lage der beiden Parallelkreise 
berechnen. Wir haben zu dem Zwecke die kubiselie Gleichung 0 
zu lösen; ihre beiden mischen — 1 und 4" 1 gelegenen Wurzeln liefern 
uns die fraglichm Werte 'vcn cos 

Berner können wir nurimehr die Zeit angeben, welche verstreicht, 
während die Eraisekpitz« von ihrer tiefsten su der nächstfclgenden 
höchsten Lage übergeht. Wir bezeichnen sie mit m und nahen 
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Ebenso grofs ist die Zeitdaoaifir,, in tf?:oleber die EjtÄäsjiitze m 
ikrer tiefsten Lage znrückgelangig ^ie ist inSmlicli wegeii.' des für die 
mitejße Überdeekung fesi^esetzten me^tiven Worzeicbens tom '^fWz 


<e 



Während jalsp u einen yoUen IJmfaiif ma äm jlntegrationss^iMnt 
ausführt, T^^ebt jedesmal die ZA 2m- bembt es, da& maaa 

2 CO als die iF?mö& des elUptischm Mte^.als Ib^^zei^net = 

UmlanQ. 

Auf dasselbe Zeitinteryall 2 (q konmfeeaamii:, 'ifyenn^wr von irgend 
einem Werte Äes Integrationsintervalkis d^ Segment ee' 

umlaufen und m dem Ausgangspunkt ^3ieÄäb^ren lass.es.* Umgekebri; 
wird also aueli » je zwei Zeitpunkten, ::4ij?b um ^2 co oder um 

ein Vielfaches Gröfse unterscheiden, fe^elbe Wert t^on w, d. L 

dieselbe VertikaL®sJbebung der Kreiselspfee MhßX vdie A^uatorebene 
der Einbeitsfaigei g^ören. Die Bewegung der K'r^isidspiUe :%tellt daher y 
was ihre VertilcaVcomp 0 nente ietriffty einm m Ser :Z0 periodwhen Vor- 
gafig dar. 

Ähnliches gilt aber ^auch von der Horizcmtail-K^mponenfe^ dieser 
Bewegung. Letztere wird mns durch die wechselnden Wejt^e des Wii^kels 
bestimmt. Ursprünglich l^edeutete ja den von der^^^r-Axe ge- 
messenen Winkel nach der Knotenlinie. Die KnotenSiistie aber rdeht 
auf der Figurenaxe und mA auf. ihrer (orthographische® oder s^p-eo- 
graphisehen) Projektion in der Äquatorebene beständig senkrecht. .Da 
nun die Gröfse von ^ in unserer Integraldarstellnng von pag. 2g3 
sowieso nur bis auf eine additive integrationskonstante definiert .ist^ 
so können wir, indem wir diese Konstante speziell wühlen, ij) auch 
direkt auffassen als den Winkel, den die Projektion der Figurenaxe 
mit der x-Axt- bildet. Die Gleichung 

(u), 

in weicher die Funktion ^ das oben angegebene elliptische Integral be- 
deutet, liefert uns darauf direkt die Gleichung der Bahnkurve in Polar- 
koordinaten. Wir haben nur noch nötig, u durch den von 0 aus ge- 
zählten Radius -Vektor p des Bildes der Kreiselspitze auszudrücken, 
indem wir, je nachdem es sich um das orthographische oder das 
stereographische Bild handelt, setzen: 

u — yT— oder u — • 

Es ist nun klar, dafs das Integral ^ ganz ähnliche Perio- 

dicitätseigenschaften zeigen wird, wie das Integral für welches wir 
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soefcm tmtersücliteD. Ziinäclist haben wir den Weg der "Wariabeln ti 


iin mi®®« Integrale w^en des Faktors nnd wegen - seiner Be- 

dentimg als Inkrement der Zeit ebenso zu bestimmen, wie oben ge- 
scMfe®. Gfebgft.wir dementspreebend von der unteren Grenze e aus, so 
liefeei lüe Integration, einmal bis zum Punkte e ausgedehnt, denjenigen 
ehÄEakfeeristischen Zuwachs, welchen rjf während der Zeit m erfährt. 
War bezeichnen denselben mit und haben 


w 


^01 = 


J 


Nu du 


Das Doppelte dieses Zuwajdfees erhalten wir, wenn wir über den 
Punkt e' hinaus in der unteren. Uberdeckimg weiter integrieren und 
zum Ausgangspunkte zurückkehrem in der That wird, wegen des für 
die untere tTberdeckung festgesetzten Torzeichens von wieder 




'H;,— Nu 




—\yu 


■ = 


Derselbe Wert 2 ergieht sieh natürlich, wenn wir*,, m. wgmd 
eineim Punkte unseres^ Segmentes beginnend, die Integrationsvariable 
dies^ einmal vollstän<Sg umlaufen lassen. Die Gröfse 2 stellt daher 
deii|enigen Zuwachs 61 ^;, welchen das Azimuth der Kreisefepitze erfahrt, 
wÄx’end diese von i;^end einem Punkte aus nach Über^du'eitTOg einer 
hjfehsten und einer Mefsten Lage zu einem in gleicher Höhe über der 
J[€|uatorehene gelegnen Punkte zurückkehrt. Dieser &wachs ist mithin 
derselbe für alle Punkte der Bahnkurve. Mit anderen Worten: 

JDie Bahnlcw^e der- Kreisdspit^e Icommt mit sick JDecTcung. wenn 
wir sie um dis Vertikcde du/reh den Winkel 2 ^^, ieruindrehm. Sie he- 
stellt daher au^ einer (Jm allgemehien ^mendliche^i} Serie unter sieh 7wn- 
gruenter Bögm, dsren jeder in der Zeit 2 © durchlaufen wird. Die Be- 
wegmtg der Kreiselspit^e stellt j räumlich wie. zeitlich hetraclitet, einen 
periodischen Vorgang dar. 

Die soeben ausgesprochene Kongruenz der einzelnen Kurvenbögen 
haben wir schon früher geometrisch erkarmt; unsere jetzige analytische 
Ergänzung lehrt nun darüber hinaus, die Spannweite der Bögen mittelst 
der Gleichung (2) wirklich zu berechnen. 

Wir wollen sodann analytisch verifizieren, was wir gleichfalls 
schon früher erkannt haben, dafs nämlich jeder Bogen der Bahnkurve 
in zwei symmetrisch gleiche Halbbögen zerfällt. Wir konstatieren zu 
dem Zwecke, dafs, unter u irgend einen Wert zwischen e nnd e' ver- 
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standen, Äe beiden Integrale 





Ton denen wir uns das erste in der oberen, das zweite in der unteren 
Überdeckung ausgefübrt denken, denselben Wert (etwa haben. Nun 
gehören auf einem bestimmten unserer kongruenten Bögen zu dem 
Werte u je zwei Punkte, welche bez. die Azimuthe und ^2 haben 
mögen, wobei 

= to7 ^2 “ + ^ 0 * 

Wir sehen hieraus, dafs je zwei zu demselben u gehörige auf- 
einanderfolgende Punkte unseres Bahnkurvenbildes hinsichtlich der 
Geraden spiegelbildhch liegen. Jeder eimelne unserer Ion- 

gruenim Bogen verfällt daheff^y wie behauptet wurde, in zwei Spiegel- 
bilälicfi gleiche Halbbögen. 

Schliefslich gelten genau dieselben Schlüsse auch hinsichtlich des 
Integrales, durch welches wir 9 dargestellt haben. Wir können direkt 
sagen: Auch die g>-Koordinate nimmt bei einem vollen Umlauf der 
Variabein u um das Integrationssegment je um eiue bestimmte additive 
Gröfse 2 ^ 0 » zu. Infolgedessen besitzt auch die Bewegung des Kreisels 
um die Figurenaxe eineri periodischen Charalder. Diese Bewegimg wieder- 
holt sich in demselben Tempo, in dem sich die Bahnkurve periodisch 
reproduziert Die 9 -Koordinate ist allerdings für den geometrischen 
Charakter der Bewegung weniger wichtig, wie die 1 ^- Koordinate; speziell 
kommt sie in unserer früheren graphi.schen Darstellung der Kreiselbe- 
wegung überhaupt nicht zum Ausdruck. 

Wir haben unsere bisherige Diskussion an die Ausdrücke für die 
Eulerschen Winkel ^ und (p angeschlossen, welche auch in der That, 
wegen ihrer anschaulichen Bedeutung, bei geometrischen Fragen am 
bequemsten sind. Wir bemerken aber, dafs zum Zwecke einer ein- 
gehenden analytischen Behandlung unsere Parameter a, ß, y, S ent- 
schieden den Vorzug verdienen. Dies wird im sechsten Kapitel klar 
hervortreten. Hier begnügen wir uns damit, aus den obigen Aus- 
drücken der t, ijj und q) entsprechende Integraidarstellungen für die 
Logarithmen unserer Parameter abzuleiten. 

Wir knüpfen dabei an die ursprüngliche Definition der a, ß, y, S 
in den Gleichungen ( 8 ) von pag. 21 an, wonach beispielsweise 

a cos . e ^ 

£ 
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war. Wir berechnen nun lg indem wir für cos seinen Wert in ti, 
d. h. 1 / “ ^ ^ eintrageri und erhalten so:, 

lg « == Y lg (m + 1) -f Y (9^ + t!») — Y ^ 


Jetzt setzen wir f(ir (p und ^ die Integrale von pag. 223 ein, 
schreiben auch lg {u 4" 1) iJi ein Integral um und gestatten ima, die 
rechts stehende additive Konstante wegznwerfen, indem wir sie mit 
der nicht hingeschriebenen willkürlichen Integrationskonstanten ver- 
einigt denken. Nach gehöriger Zusammenziehung ergiebt sich für 
lg a der folgende Ausdruck, dem wir sogleich die in entsprechender 
Weise gewonnenen DarsteUungen f&r lg /3, lg y, lg 8 hinznfügen: 


( 3 ) 


n ^yr+.-(.-.y) 

J \ ’ 2 A(u—l) 

.gO — J j 2 ^(«4-1) 


, fl i\\ 

2 \0 Aj] -fff’ 

iN /I 1 \ 1 du 

2“ 

I iM fl 1 \ 1 d«. • 

‘ 2 a ) I Yu ^ 

fl \ du 

¥' \c AI j yu' 


Zunächst möchte es scheinen, als ob diese Ausdrücke komplizierter 
sind, wie die Integraldarstellungen für 9 und is. In Wirklichkeit 
zeigen sie aber ein viel einfacheres funktionentheoretisches Verhalten. 
Wir werden später sehen, dafs die Gröfsen lg lg ß. lg lg 8 so- 
genannte Normalintegrale dritter Gattung sind, wählend sich die ^ und 9 
nur additiv aus solchen einfachsten Elementen zusammensetzen lassen. 


§ 5, Über den Zusammenhang zwischen den Bewegungen, verschie- 
dener Kreisel, welche dieselbe Impulskurve liefern, und über die 
Bewegung des Kugelkreisels. 

Wir werden in diesem Paragraphen zeigen, dafs wir uns, wie 
früher schon gelegentlich erwähnt wurde, fernerhin nur noch mit der 
Bewegung des Kugelkreisels zu befassen brauchen. Zu dem Zwecke 
stellen wir zunächst eine etwas allgemeinere Überlegung an. 

Wir betrachten einen bestimmten „ ersten symmetrischen Kreisel 
und fassen die Kurve ins Auge, welche der Impuls -Endpunkt bei 
irgendeiner natürlichen Bewegung im Raume beschreibt. Darauf fragen 
wir uns: JS!önfien ww diese KuTve iifi 7nehff(ichet Weise als iMjpulsIcuTVd 
atifßssen, d. h. entsteht dieselbe Kurve als Ort der Endpunkte des 
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ImpulsTektors im Raume etwa noch bei einer passend gewählten Be- 
wegung eines ^^zweiten^^ symmetrischen Kreisels? Wir werden, sehen^^ 
dafe diese Frage zu bejahen ist. 

Die auf die Massenverteilung und die Bewegung unseres; ersten 
und zweiten Kreisels bezüglichen Konstanten mögen durch den Index 
1 und 2 unterschieden werden, so dafs älsoJij, (7^ , Pi bez. €4, die 
Trägheits- und Schweremomente des ersten bez. zweiten Kxeisels be~ 
deuten. Dabei wollen wir den zweiten Kreisel speziell so annehmen, 
dafs er dasselbe äquatoriale Hauptträgheitsmoment und dasselbe Dreh- 
moment der Schwere aufweist, wie. der erste Kreisel, dafs also 

das Trägheitsmoment um die Figurenaxe kann dagegen verschieden 
sein. Ferner wollen wir die Anfangslage unseres zweiten Kreisels so 
bestimmen, dafs seine Figurenaxe mit der des ersten Kreisels zusammen- 
fällt, dafs also zu Beginn der Bewegung 

Endlich werden wir auch die Anfangslage und Gröfse des Impulses 
in beiden Fällen gleich bestimmen müssen, da wir ja erreichen wollen, 
dafs beide Kreisel zu derselben Impulskurve Anlafs geben. Wir werden 
also setzen 

und werden übrigens bei den hiernach als gleich vorausgesetzten Kon- 
stanten Ä, fij Nj Je die Indices fortlassen können. 

Die oben gestellte Frage läfst sich mm, wenn wir uns auf unsere 

explieiten Integralforme'b berufen wollen, äufserst leicht entscheiden. 
Wir brauchen nur zu bemerken, dafs der Ausdruck von U in Gleichung (7 ') 
von pag. 222, ebenso wie die Formeln für t und tjj in den Gleichungen (8) 
von pag. 223, lediglich von den für beide Kreisel als gleich vorausge- 
setzten Impulsgröisen N und sowie von Ä und P abhängen, da- 
gegen von dero. als verschieden vorausgesetzten Hauptträgheitsmomente C 
unabhängig sind. Infolgedessen werden t und ^ für beide Kreisel dieselben 
Funktionen von w, d. h. die Bahnkurve der Kreiselspitze wird nach 

ihrer räumlichen Gestalt und ihrer zeitlichen Durchiaufung bei beiden 

Kreiseln identisch. Dafs alsdann auch die Impulskurven identisch werden, 
ergiebt sich direkt aus der Gleichlieit der Impulskomponenten n und W, 
sowie aus der Gleichheit der Länge des Impulses, welche bei. ent- 
sprechend gleichen Werten von cos ^ durch den Satz der lebendigen 
Kraft in der Form der Gleichung (3) von pag. 219 ausgesprochen wird. 

Unsere obige Frage ist daher in folgendem Sinne zu beantworten: 
/{ii einer hesUmmten möglichen hwjgülsJturve gehören unendlich viele mit 



§ ZitoajHji^aitaisg zwischen dem Beweg^ü^m Ki-eiML ^@5 

defnseMi^. und d^/^^d)en Fig'i^^ßßi^w^ 

sich ^m^egungen cdleßr^* derjenigen^, sg^irmbii^f^en 

welche. ^issÄr Ikthmmient dar^' ^hwere mM ämsäbe äquato?i$U * 
trägjSi0^t^§m&ma^ besitzen, Zii^Mi mit M^mlslmrve wiidl (tw^- 
BdUkmmt Sreiselspiüee. W: allen soMtm JBewegtmgen 

Wir kennen uns abe^r aoisch unmijlifelbar geometrisch 
e^uMmKehen ZüsammeiiBaöag zwischeji dm Bewegungeii^^i?i&r^Öisteer 
Kreisel Reclxeiischaffc geb®®. 

Wir Tergleichen zuj fern Zwecke fei Verlauf der Ilnguiftiiri» bei 
unserem ersten und ^5?reilen Kreis^^ indem wir de^^ ^^si^^^^Hapiils 
suceessiYe mit dem uimÄIich. kleineigi. Dreistofse der z^mxmm- 

sefeen. Dabei ergiebfe gieli wegen der Grleicbbeit mu; mä wegen 
der Gleickbeit des AsÄngsimpulses und der Anfangs^^ dfeij K^arenaxe 
im ersten Moment^; fi!r beide Kreisel dieselbe Änd^ng. dm tnpulses. 
Insbesondere, wir sagen ^ behält die Differ^^. zu- 

nächst ihren Aiif^gswert Null bei oder, genauerr gesagt,, äer DiSPeren- 
tialquotient dieser« Differenz nach der Zeit is|^ ip, dm Anfangslage 
gleich Null. 

Wir berb^siehtigen ferner, dafs maische?#, cter- h|a^e des Impulses 
und der Nei^ng der Figurenaxe für die Be'-fcSgung beider Kreisel die 
unYerändenlfohe Eelation (3) von pag. 21 9 ^i^teht:: 

\h j ^ + 2 J. P cos '9’i = 7c , I u I % == Je . 

Am diesen beiden Gleichungen schjtefsen, wir, dafs die Neigung 
der Fignrenaxe gegen die Vertikale si*?!! anfang^s in beiden Fällen in 
gleicher Weise ändert. Bilden wir iiamlich 4ie Differenz der Tor- 
stohenden Gleichungen, so folgt duiK^h Differentiation nach t: 

~ ’ i *3 1®) = 0. 

Nehmen wir zu der Gleiehfeoit des Neigungswinkels #■ im ersten 
Moment noch die Gleichheit der Projektionen n und N hinzu, so ergibt 

sich auch — — nach der. kinematischen Gl. (4) von § 3; also 

bleiben die anfangs vereinigt gelegenen Figurenaxen zunächst vereinigt. 

Wir sind damit auf dieselben Bedingungen, die zu Anfang der 
beiden Bewegungen galten, zurtlckgeföhrt. Durcli Wiederhölung unseres 
Schlusses sehen wir daher, dafs je zwei symmetrische Kreisel, welche 
dieselbe Anfangslage der Figurenaxe und denselben Anfangsimpuls be- 
sitzen, bei gleichen Werten von A und P dauernd denselben. Impuls 
und i.eselbe Lage der Figurenaxe aufweisen müssen. Dies ist aber 
wieder der oben ausgesprochene Satz, 
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Je zwei der hier verglichenen Bewegungen sind natürlich nicht 
völlig identisch. Sie unterscheiden sich beispielsweise durch die Ge- 
stalt der Herpolhodiekurve, wie wir unten noch naher ausführen 
werden. Offenbar fällt nämlich bei gleicher Impulskmwe und gleicher 
Bahnkurve der Kreiselspitze, aber ungleichen Werten des Hauptträg- 
heitsmomentes C Lage und Gröise des Kotationsvektors verschieden 
aus. Diese Verschiedenheit der instantanen Drehung kann aber nur in 
der bez. Bewegung der beiden Kreisel um die Figureriaxe, d. h. in den 
Werten des Winkels g), 2 aim Ausdracke kommen, da ja die Bewegung 
der Figurenaxe selbst, wie wir sahen, dieselbe sein mufs. In der That 
kommt denn auch C in der Integralförmel für gp (s. Gl. ( 8 ) von pag. 223) 
explicite vor. 

Nach derselben Gleichung können wir aber sagen, dafs 

( 1 ) 

für je zwei Kreisel unserer Serie dauernd denselben Wert besitzt. Es 
differieren also die ßotationskomponenten (p' bei zwei solchen Kreiseln 
nur je um einen konstanten Betrag, dessen Gröfse von der Verschieden- 
heit der Trägheitsmomente C abhängt. 

Insbesondere findet sich unter der Serie unserer mit gleicher 
Impuls- und Bahnkurve ausgestatteten Kreisel ein Kugelhreisel, Diesen 
werden wir mit Vorliebe, wenn irgend ein „erster*^ ‘ symmetrischer 
Kreisel gegeben ist, zum Vergleich heranziehen. Sein Trägheitsmoment, 
welches wir mit A bezeichnen, haben wir nach dem Vorstehenden so 
zu bestimmen, daXs 

Nehmen wir ferner die Gröfsen P, 'N, Ä, sowie die Anfangs- 
lage der Figurenaxe den entsprechenden Gröfsen des vorgelegten sym- 
metrischen Kreisels bez. gleich, so sind wir sicher, dafs die Bahnkurve des 
Kugelbreiseis mit der des symmetrischen Kreisels identisch wird, während 
sich gleichzeitig die beiden Winkelgeschwindigkeiten 9 p' nur um eine 
konstante Gröfse unterscheiden. Kugelkreisel und syrmnetrischer Kreisel 
sind also für unsere Zivecke nicht wesentlich von emander verschieden. 
Hat man die Bewegung des ersteren allgemein behandelt, so läfst sich 
die Bewegung des letzteren sofort angehen. 

Die Möglichkeit der Reduktion des allgemeinen Kreiselproblems 
auf den Kugelkreisei ist zuerst von Herrn Darboux*) bemerkt worden. 

Eine erste Anwendung, welche wir von dieser Reduktion machen, 
soll darin bestehen, dafs wir über die Herpolhodiekurve des symmetrischen 
Kreisels einen schon pag. 218 erwähnten Satz beweisen. Wir wollen 

*) Mouvement d’un coips pesant de rävoliition , Joum. de Liouvüle, 8&. IV, 

+ 1 ICOC. * ’ 
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zeigen: Die HerpolJhodieTcurve des symmetrisclim Kreisels ist eine ^Jiä- 
rische Kwrve. 

Wir gehen dahei von der Thatsache aus, dafs die Herpolhodie- 
kurve des zugehörigen Kugelkreisels eleii ist. In der That wird ja 
beim Kugelkreisel die Herpolhodiekurve der Impulskurve, d. h. der- 
jenigen Kurve, welche der Endpunkt des Impulsvektors im Raume be- 
schreibt, ähnlich. Dafs aber letztere eine ebene Kurve ist, wurde 
pag. 216 ausführlich dargethan. 

Die Koordinaten der Herpolhodiekurve, welche wir wie früher 
mit 3 f, 5 ^, p bezeichnen, haben wir pag. 45 durch die Werte von 9 ?, 
6 * und ihre Differentialquotienten dargestellt; insbesondere ergab 
sich für die dritte Koordinate: 

^ == ^'-j- cos • (p\ 

Nun hat q beim Kugelkreisel vom Trägheitsmomente A den kon- 
stanten Wert ^ • Ferner sind die Weite von 7p und ff beim symme- 
trischen Kreisel, wie wir eben sahen, den entsprechenden Werten bei 
dem zugehörigen Kngelkreisel bez. gleich, während sich nach ( 1 ) die 
Winkelgeschwindigkeit (p' beim symmetrischen Eheisel ans der ent- 
sprechenden Grröfse beim Kugelkreisel durch Hinzufügung von — 2 ) 

berechnet. Wir haben daher, unter 9 ' den Wert dieser Winkelgeschwindig- 
keit beim Kugelkreisel, unter q den Wert der dritten Herpolhodie- 
koordinate beim symmetrischen Kreisel verstanden: 

IL ~ cos ff • <p\ 

Q == ‘ip'^ cos ff • 9 '+ cos ff 

oder 

( 2 ) = 

Wir drücken ferner die Länge des Drehungsvektors bei der Be- 
wegung des symmetrischen Kreisels einmal durch seine Kocn-dinaten 
3 C, Qj das andere Mal durch die Koordinaten r aus, wobei wir 

statt r auch schreiben können So erhalten wir: 

(3) 

Der Satz der lebendigen Kraft in der Form der Gleichung (3) 
von pag. 219 gestattet uns sodann noch in anderer Weise zu 

berechnen. Setzen wir nämlich in der genannten Gleichung 
I i j 2 _ £2 _j^ ^ J2 ^2) ^ ^2^ 
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so ergieÖfe sich.:; 
oder 




^2) _|_ jra_|_ 2 AP eors. # = Ä 
&■— -iv»— a J;Fc,o 9 


A“ 


Qlei^iiuijg! ^3^) gsÄfc rnithin üb,Qjä’ ifc 

k A-JP^ €0S Ä' ^ 


(^) 


3!»-|-*»+9ä = 


4iiniiiiereiij me eos & ans (2) und ;(i)) und. fioden eöte 
ia der aufser, jE;, 9 nurmelir kongtete €fe@fen w 
löH^^tää;, e&iKcIi: 


äc^-f- =^=-; 


%GP{A^ — ») 


ofc- 


3E®-f- 3C‘ 
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+ 


i) 


2C®% , 

/?v; I 7\r' 


“I" c;* 


ist aber di«. ®|,®ya.tmg einer Kugel. Ife' Mittelpunkt liegt auf 

QP 

ier Vertikalen m Ihsbnde ^ z: c) Whterstiltmmgspunkte; ihr 

Badins ist der Quadratwurzel aus der rechten Seite in (5^). 

Die Herpolho^e^m^ ist also in der That e^HC; sphärische Kurve, 

Die Yei^[^ed.onheit der Herpolhodiel^rjv^e föl& Tcrschiedene Kreisel 
unserer Sey^ feigt auch unmittelbar darg^s^ dafs Lage und Gröfse der 
Kugel von dem l^gheitsmomente C abhi^geii*. Speziell wird für den in 
unserer Serie enthaltenen KugelkreiseL wegen des Nenners Ä — C.der 
Radius «endlich grofs; gleichzeitig r^kt sein Mittelpunkt ins XJnend-. 
liehe. Die sphärische Kurve geht i?yrs.o, für (Besen Spezialfall in eine^ 
ebene Kurve über^ wie es sein inu% 

Die Einführung des Kugelkre^eb empfiehlt sich namentlich aimfi 
w^en eines eigentümlichen Bed-^ocitcUsgesdzes , welches für die Be- 
wegung des Kugelkreisels Platz^ greiSi,„ Wir behauf>ten: 

Die umgekehrte Betoegungß.^ di h^, die relative Drehung des BQimMS 
gegen den als fest gedachten K^eiße]t, ist heim Kugelkreisel wieder eine 
Kreiselbewegung, 

Geometrisch sehen wi^- die Bijehtigkeit dieses Satzes ein, wenn wir 
uns im Einzehien überleg’e#, dafs. bei der direkten Bewegung des Kugel- 
kreisels Figurenaxe umS Vertikale dieselbe Rolle spielen^ wie bei 
der umgekehrten Bewegung Vertikale und Pigurenaxe o.der, genauer 
gesagt, wie die zur Vertikalen xuid zur Figurenaxe diametralen Halb- 
strahlen. 



% m.. iSLusammeiiiiaaag shrüscIiöb. ^den .Bewegungen, werscliiedfflier &ßisel- ^7 


Hför jBnaly tische Bßwe® h^stälit in Folgendem:: Wir setzen in deai 
S3ÄJtan)gen;(7') iiiid(8) VQnpi^.^2, 223 C — ^»imä vertauschen m mit 
— W lEKud J?7; mit — ny i^s ffiäner W^ertauschtnig der Vertikalen mit d^m 
2 OT" Egu3:^Kaxe diametrale MaUbstrahle n. s. w «entsprielit^ während wir 
m^^sB Jferiütfe .Iiitegratioi 0 iÄ(SBi^ant 6 '& nngeändert fassen. Alsdann MeEbt 
der AfurfnsKä: i?7 und naiäim such (die Funktieaa t von u ungeändert. 
Gleiehz^Äg ^dbt ^ in — f) wil in — über. Wir wissen al^r 
ans dem Kapitel (s. psag. 30, 31), dals die Umänderung von 

d", (p in ~ 9 , — ^ d« Übergänge von der direkten zu der 
umgekehrten Iteehung entspricM. ©ie umgekehrte Bewegung ist also 
in der Thai wMter eine KmsÄewj^nng; sie ist durch die wesent- 
lichen Konsteateö A^, — ti, i dbaaase^erisiert, wenn die entsprechen- 
den Konstanten jdöJ' direkten Bewegsosg n, W, h lanfea. 

Dieses ßeeipr^j^itätsgesetz ist' aaatfelich nur dui^ :die besonderen 
^ynimetrieverhältali^ des Kugelkrmdls bedingt. Bei all^iöemeren 
Systemen hat die me^kehrte Bewegsnf e^inen ganz andere iköÄisehen 
i^arakter wie die &ökte, worauf ber^^ pag. 12 hingewie^n, 'Schon 
dem symmetrischen Kreisel verliert liöiser Keciproeitäts^esetz .s^ine 
(•Sj^tigkeit, weil in Äie^m Falle bei dar l^onstruktion des DrÄm^s- 
aus dem Impiate^ktor die Figurejsüs^xe und die Vertikale Äht 
;^ei&berechtigt auftrekn. JÄmalytisch komn^ieses darin zum Ausdrui&e, 
äafe fe dem Ausdrucke von i(p in Gleichung 05) von pag. 223 das Glied 



anftritfe, ^welches bei der Vertauschung von W mit — V, — n nicht 
nngeändej^ bleibt. 

Wir Wt^arden später aus dem a^mit festgestellten Eeciproeitätsgesetze 
des KugetteBisels einen namhaftki Vorteil bei der Berechnung unserer 
Impulskurven bez. unserer Polhedie- und Herpoibodiekurven ziehen. 
Wenn wir näjrf^ich etwa die Polhodfekurve oder, was .beim Eugelkreisel 
auf dasselbe herauskommt, die „zweite ImpulsknrTs?^^ irgendwie ge- 
funden haben, so können wir die Gleichungen der IJerpolhodiekurve 
oder die der „ersten Impulskurve" uximitteibar hersteilen. Es liegt 
nämlich, wie pag. 1,4 bemerkt, die Poihodiebaiwe der direkkn Be 
wegiing hißsiehtlich des TFhterstützungspunktes diameirj?! £ur Herpol 
kodiekuiwe der umgekehrten Bewegung. Aus der Herpolhodiekurve 
der umgekehrten Bewegung entsteht aber die Herpolhodiekurve der 
direkten auf Grand unseres ßeciprocitätsgesetzes durch Vertauschung 
von N mit — N, — n. Mithin können wir folgende Regel zur Ab- 
leitung der Herpolhodiekurve aus der als bekannt vorausgesetzten Pol- 
hodiekurve aussprechen: 
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Man 'kehre die Koordinaten p, r der PolliodieJcurve^ wehhe als 
Funktionen der Zeit md der IntegratimA(mtaMen n,. N und h gefunden 
sein mögen j im Vorzeichen um und schreibe — — n an Stelle von 

JT. Dann gehen die Koordinaten p, g, r der Polhodiekmve in die 
Koordinaten 7t j h, q der Serpolkoäiekurve über. In d£r selber^, Weise er-- 
gdben mch aus den Koordinaten L, M, N der zweiten Impuhkurve die 
Koordinaten ly m, n der ersten. 

Wir stellen hierunter die wichtigsten der bisher gewonntenen Formeln 
für den Spezialfall des Kugelkreisels zum leichteren Gebrauch zusammen. 

Aus den Gleichungen (4) und (5) von pag. 222 folgt für einen 
Kugelkreisel vom Trägheitsmomente Ax 

n — Nu , N — nu _ 

(6) ^ “ Jl(i — «»)> ^ ~ J.(l — M»)’ «--COSÖ-; 

die Gleichungen ( 8 ) von pag. 223 gehen über in 


( 7 ) 


t = 


r du 

"Jvü> 

Pn — Nu du 


9 


- fEi 


tt») Vü’ 
lu du 


yw’ 

{T) J[»?7== - {Nu — ny -j- Qc -N^- 2ÄPu)(l — #); ■ 

die Integraldarstellungen der a, ß, y,S endlich lauten jetzt nach pag. 231: 

lg tt 


( 8 ) 


Igd 


rAyU-\-i{n -f IT) 

du 



fAyW- i{n ~ N) 

du 

J iA^w—i) 

yF' 

rAyW+ i(n — N) 

du 

/ 2 .4 (w — 1) 

w 

CaYW ~ i{fi + 2f) 

du 

' 2.4{M.-fl) 

W' 


Der Übergang zu einem symmetrischen Kreisel vom Trägheits- 
momente C ^ .4 Wird hinterher smfech dadurch bewerkstelligt, dafs 
wir den vorstehenden Werten von 9 bez. lg s, % / 3 , lg y, lg S den Term 

./i i\. , . 




hinzufügen. 
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§ 6. Kontrolle der in den ersten Paragraphen entwickelten Bewegnaga* 
formen des KngelkreiBels; die charatd^eristischen Knxren dritter Ord- 
nung im Falle e = 0, 


Naciideni wir im yierten Paragraphen die allgemeinen Periodicitäts- 
eigenschaften der Bewegung festgestellt und damit eine erste Kontrolle 
für die anschauHelien Entwickelungen der ersten Paragraphen erhalten 
haben, wollen wir nun eine detailliertere Einsicht in die Gestalt der 
Bahnkurven zu gewinnen suchen, soweit dieses auf analytisch-algebraischem 
Wege ohne ein näheres Eingehen auf die Theorie der elliptischen Inte- 
grale möglich ist. Wir werden zu dem Zwecke untersuchen, wie die 
Gestalt der Bahnkurven von den Konstanten n, N und Je abhängt. 
Dabei können wir uns nach dem vorigen Paragraphen auf den Fall 
eines Kugelkreisels, dessen Trägheitsmoment wir mit Ä bezeichnen, 
beschränken. 

Zunächst wollen wir in der Wahl der Integrationskonstanten eine 
Änderung vörnehmen. Wir wollen nämlich statt der Konstanten ä, 
welche keine hinreichend einfache geometrische Bedeutung hat tmd welche 
überdies, damit die zugehörige Bewegung reell ausfällt, gewissen ziem- 
lich komplizierten Ungleichungen zu unterwerfen ist, eine neue Kon- 
stante einfiihren, welche uns die Anfangslage der Pigurenaie gegen die 
Vertikale angiebt. Und zwar wählen wir die Anfangszeit, von der aus 
wir die Bewegung verfolgen, wie bereits pag. 199 verabredet, so dafs 
in ihr die Kreiselspitze einen höchsten oder tiefsten Punkt ihrer Bahn- 
kurve auf der Einheitskugel einnimmt. Die Anfangsneigung (ß'^) der 
Figurenaxa ist alsdann nach pag, 227 bestimmt durch eine der zwischen 
— 1 und -f- 1 gelegenen Wurzeln der kubischen Gleichung JJ—O. 
Bezeichnen wir diese Wurzel mit e, so haben wir cos — e. 

Wir können nun die Konstante Jo aus U eliminieren und statt 
ihrer e einführen. Dies geschieht lolgendermafsen. Kaeh der Glei- 
chung (!') des vorigen Paragraphen haben wir: 


1 Vy* 


{Nu — ti)* 

1 — t** 


\^Jc — IP — 2äP'U, 


Setzen wir so soll die linke Seite verschwinden; es besteht 

also die weitere Gleichung: 

0 = - -f — 2 ÄFe. 

Kehmen wir die Differenz der beiden Gleichungen, so ergiebt sieh als 
Resultat der Elimination von Je: 

- {Nu-~nf + ~ 2-4P(« -^)(1 -#). 
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Da die leÄte 'Beite ;3&: « = e wersehwimd^ assiife, sa© ähdeh wir 

^ e als FaMsr lierairaiyiwn. Wir seteen deniÄ^pEßAeBä, indem 

wir auf ^«idhm Henner Ihm^en: 

( 1 ) 

’wo iUx, "wi® ™aj!i IsiBlit j®©hrejSmät„ i£ci^endeii'’W€ai 'lafe: 

(2) lu^ = — (it-|-£)'K4-ar*) e «) — 2 «^(i— m^). 

ilndem wir so feistiB 4or Wurzdfea kubisclioii Cfeidbciaag 17=^ 

"äls rTOrgGgebeii {i|kD.deiii ’TOG ma-ii sicli aiisdr^uiäklj dliosG 

'Wtpj^l adjimgieren)^ 3«^ die der übrigem mm von 

«^ner cgnadratiscben CiWfAmng Ui ='® sstb. Von ibren beiden Wnisieln 
basttesiit uns diejenige, welche — - 1 und -f- 1 gelten ist^ 

d^ Änderen Paralletoeis e. wekter .m^ommen mit dem beJ^nnten 
Paj:aEe3feise u = e die 33^kurve der Kreiselspitze auf der Emkeits- 
ingal äEB^enzt. 

Die Hinführung der Eonstanten e tein^t also einen doppelien 
Vorteil nsSlii Bsich: 1) wird die wenig ansdmÄQhe Konstante h durch 
eine foofee {gesetzt, welche in der Anfangslage der Eigurenaxe und in 
der Gestalt im' Bahnkurve unmittelbar zum Awiruck kommt, 2) wird 
die kubische Gleichung U = 0 durch eine leieM ilösbare quadratische 
Gleichung U^^-0 ersetzt. Wir werden daher im Eol^enden N und e 
als die wesentlfehen Elemente dar Kreiselbewegnng ;anselien und ge- 
legentlich als Ij^fe^grationskonstanten bezeichnen. 

Indem wir nm zu einer genaueren Untersuchung der Bahnkurven- 
gestalten übergehieaä^P werden wir vor allem zu wissen wfinschen, wie 
die Lage des zweite Begrenzungskraises u — e' von der Wahl der 
Int^ationskonstantcB abhängt. Da es unsere nächste Absicht ist, die 
Serie der Figuren 24 i^is 35 einer näheren Kontrolle zu «terziehen, 
:neh 2 nen wir, wie im ar#en Paragraphen, durchweg an, dafs die Figuren- 
anfangs horizontal .sieht, und setzen dementsprechend fhr’s erste 

e * 7 = 0 , 

In den Figuren 24 bis 28 hatte n den festen Wert null, während 
N v^riirt wurde. Setzen wir also e G und etwa N — so 

stellt uns die Gleichung TJ^-^O die fragliche Abhängigkeit zwischen 
u und 1 ?, (i h. zwischen der Lage des Begrenzungskreises u ~ e' und 
der ÖTÖfee des Eigenimpulses v — N dar. Diese Gleichung lautet 
jetzt folgendermafsen: 

(3) — 

Während sie in u vom zweiten Grade ist, erhöht sich ihr Grad wieder 
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auf 3, sobald wir, wie es jetzt gescbeben mufs, u und v gleichzeitig 
als Variabele ansehen. TJin die Abhängigkeit zwischen diesen Qröfsen 
bequem übersehen zu können, deuten wir sie als rechtwinklige Ko- 
ordinaten in einer Ebene, u als Abscisse, v als Ordinate und er- 
halten so als Bild der Gleichung = 0 eine JSMrve dnüer Oräming 
(„eine C,'')- 

Die Gestalt dieser Cg ist leicht zu übersehen. Zu jeder Abscisse u 
gehört ein Paar entgegengesetzt gleicher (nicht notwendig reeller) Werte 
+ die Gerade u = comt schneidet also die Kurve in zwei zur 
Abseissenaxe spiegelbildlich gelegenen Punkten; die Kurve selbst 
zu dieser Axe symmetrisch. Zusammenrücken können zwei solche Punkte 
nur, wenn + — 0 oder = oo wird, in welchem Palle die betr. Ge- 

rade u — const. unsere Cg berührt. Nun haben wir nach Gleichung (3) 
17 = 0, wenn w = + 1, und v — cx), wenn = 0 oder = oo wird. 
Unsere Kurve besitzt hiernach in den Punkten w==“4-l, v — 0 je 
eine vertikale Tangente und hat die Ordinatenaxe zur Asymptote. 

Bemerken wir ferner, dafs rechts von der Ordinatenaxe die linke 
Seite unserer Gleichung (3) positiv ist. Die rechte Seite ist aber, da 
wir wie in § 1 P<0 voraus- 
setzen wollen, nur solange 
positiv, als u <,1 ist. In- 
folgedessen giebt es rechts 
von der Geraden u — 
keine reellen Kurvenpunkte. 

In entsprechender Weise 
sieht man, dafs innerhalb 
des Streifens links von der 
Ordinatenaxe und rechts von 
der Geraden u = — 1 keine 
Kurvenpunkt e liegen können. 

Die Kurve mufs daher (vgl. 

Pig. 39) an der Stelle 
u — v — 0 nach links 
hin geöffiiet sein und wird 
sich von hier aus der Ge- 
raden == 0 asymptotisch 
nähern. Desgleichen wird Fig. 39 . 

die Kurve an der Stelle 

M = — 1, V = 0 nach links hin geöffiiet sein, von wo aus sie parabel- 
ähnlich ins Unendliche verläuft. Unsere Cg besteht also aus zwei ge- 
trennten Zügen, welche wir als „paaren^^ und „unpaareh^ Zug unter- 

Klein- Sommerfeld, KreiseUewegnng. 3. Aufil. 16 
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scheiden. Der nnpaare Zug ist der in dem Streifen 0 <C < 1 ent- 
haltenCy der paare Zug ist unser parabelähnlicher Ast. 

Auf Grund dieser Figur können wir unsere früheren Schlüsse über 
die Abänderung des Parallelkreises w bei wachsendem AT toU- 
kommeh bestätigen. STatürlich kommen für die Mechanik nui' solche 
Abscissenwerte v in Betracht, welche zwischen — 1 und 1 enthalten 
sind. Sehen wir also von dem isolierten Punkte u — — l ab, welchem, 
wie wir im folgenden Kapitel sehen werden, eine ganz besondere Art 
der Bewegung entspricht, so haben wir uns mit dem unpaaren Zuge zu 
beschäftigen. Wir ziehen die ParaUele zur w-Axe v — N und lassen N 
von Null aus wachsen. . Die Abscisse des Schnittpunktes dieser Geraden 
mit dem unpaaren Zuge giebt uns den zu N gehörigen Wert von e\ 
Dem Falle N — 0 entspricht die gewöhnliche Pendelbewegung, bei 
der e'= 1 ist, bei der sich also der Parallelkreis e' auf den Nordpol 
der Einheitskugel reduziert. Bei wachsendem N nimmt e\ wie . die 
Figur zeigt, suceessire ab, unser Parallelkreis erweitert sich also und 
nähert sich für AT = oo asymptotisch dem Äquator. Die Bewegung 
geht dabei, in Übereinstimmung mit Fig. 28, in unsere pseudoreguläre 
Präcession über. 

Wir verifizieren auch leicht das Auftreten von Spitzen in den Fi- 
guren 25 bis 28. Nach Gleichung (2) des vorigen Paragraphen haben 
wir im Falle n — 0: 

• d'ip — Nu 1 

du ~ 2*'(1 — u^) 

Auf dem Äquator u — 0 wird die rechte Seite null, weil Y ü von 
niederer Ordnung verschwindet wie u. Hier ruufs also die Bahnkurve 
im stereographisehen Bilde radial verlaufen; da sie aber den Äquator 
nicht überschreiten kann, mufs sie auch in radialer Richtung zurück- 
laufen, so dafs sie in der That eine Spitze bildet. 

Hieran mögen sich einige Angaben über die den Figuren 25 bis 28 
zu Grunde liegenden numerischen Werte schliefsen, soweit sie sich 
aui die Lage der begrenzenden Parailelkreise beziehen. Wir haben bei 
der Herstellung dieser Figuren P = — 1 angenommen, Werte? 

welche sich übrigens durch Wahl geeigneter Einheiten für die Messung 
von Länge und Zeit stets erreichen lassen. Die numerischen Werte 
von N und die zugehörigen Werte von e' werden durch die folgende 
Tabelle geliefert bez. durch unsere obige Kurve, in welcher die Num- 
mern der betr. Figuren an den repräsentierenden Stellen v) des un- 
paaren Zuges eingetragen sind. 



§ 6. Kontrolle der Fignren von § 2. 


243 


Fig 

.24 

e'=l 

?? 

25 

99 

100 

7 ? 

26 

9 

10 

;; 

27 

1 

V 

28 

0 


1/1-0,65 
]/3 = 1,73 
<x> 


Bei einem nativen Werte von N ergiebt sieb, wegen der sym- 
metriscben Lage unserer gegen die Abscissenaxe, genau dieselbe 
GrÖfse des Parallelkreises und dieselbe Bahnkurve wie bei positivem 
was übrigens auch mechanisch evident ist. Insoweit war also die im 
ersten Paragraphen festgehaltene Besehraukung auf positive Werte von 
N wohlbegründet. 

Unsere bisherigen Betrachtungen geben uns gleichzeitig Aufschlufe 
über die Bewegung des Kugelkreisels im Falle N = 0 bei variablem n. 
In der That bestimmt sich nach Gleichung (2) — in Übereinstimmung 
mit dem Reciproeitatsgesetz des vorigen Paragraphen — die Lage des 
Parallelkreises in diesem Falle wiederum durch die Gleichung (3) bez. 
durch unsere Fig. 39, in welcher alsdann v die Impuiskomponente n 
bedeuten wird. Wir haben diese durch N = 0 charakterisierten Bahn- 
kurven des Kugelkreisels als Bahnkurven des sphärischen Pendels be- 
zeichnet. Wir können diese Bezeichnung nachträglich auf Grund des 
vorigen Paragraphen rechtfertigen. 

Ein Pendel ist allerdings kein Kugelkreisel, sondern ein symme- 
trischer Kreisel von spezieller Beschaffenheit. Es ist nämlich bei 
diesem das Trägheitsmoment um die Figurenaxe, d. h. um die Axe des 
Stabes, an dessen Ende der Massenpunkt befestigt ist^ gleich null, 
während das Trägheitsmoment um eine dazu senkrechte Axe gleich 
ist, wo m die Masse des Punktes, l die Länge des Stabes bedeutet. 
Gleichzeitig mit dem Trägheitsmoment um die Figurenaxe ist natürlich 
auch der Eigenimpuls des Pendels notwendig gleich nuU. Kun sahen 
wir aber, dafs ein symmetrischer Kreisel dieselbe Bahnkurve beschreibt, 
wie ein Kugelkreisel von gleichem Schwere- und äquatorialem Träg- 
heitsmoment und gleichen Impulskonstanten A7, A Infolgedessen 
sind wirklich im Falle = 0 die Bahnkurven unseres Kugelkreisels 
zugleich Bahnkurven eines gewissen sphärischen Pendels. 

Wir woUen hiermit die in dem Schema 36 auf den Axen n — 0 
bezw. N — 0 gelegenen Figuren als erledigt ansehen und wenden uns 
nun zu den Fällen, wo keine unserer beiden Impulskomponenteu n, N 
verschwindet, insbesondere also zu den Figuren 29 bis 35. 

16 * 
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In diesen JPiguren haben wir den Wert von N festgebalten und 
den von fi variiert. Wir wollen dementsprechend in Grleichung (2) 
w = ^ und übrigens wie früher e = 0 setzen. Alsdann wird die gegen- 
seitige Abhängigkeit zwischen der Lage des Begrenzungskreises u = e' 
und dem seitlichen Anstofs e = durch die Gleichung gegeben: 

(4) ^^(^2 ^ j^2) _ 2Nv + 2 AP (1 — u^) = 0, 

welche uns wieder eine KuTve dyitt&T OTdfiuug repräsentiert. 

Um ihre Gestalt zu bestimmen, suchen wir wie oben die vertikalen 
Tangenten auf. Zwei derselben haben die Gleichung .= 4: 1 ; in der 
That schneiden diese Geraden unsere O3 in zwei zusammenfallenden 
Punkten, da sich für u ^ 1 die Gleichung (4) auf 

reduziert. Die Berührungspunkte liegen hiernach an den Stellen 
Aufser diesen zwei (zusammenfallenden) Schnitt- 
punkten müssen aber die Geraden u^+1 mit unserer C3 noch einen 
dritten Schnittpunkt haben, welcher nur im Unendlichen liegen kann. 
Die Kurve erstreckt sich also in vertikaler Richtung ins Unendliche. 
Asymptote wird die Gerade = 0. Tragen wir nämlich diesen Wert 
in (4) ein, so ergiebt sich nur ein zugehöriger Ordinatenwert 

AP 
— jV” ' 

Die Gerade w = 0 mufs daher die O3 im Unendlichen berühren. 

Wir fragen sodann, ob es aufser den gefundenen drei noch weitere- 
vertikale Tangenten giebt. Das allgemeine Kriterium für das Auftreten 
vertikaler Tangenten wird dieses sein, dafs die Gleichung üi = 0, als 
Gleichung in v aufgefafst, eine Doppelwurzel ergiebt, wenn für u der betr. 
Abscissenwert einer vertikalen Tangente eingetragen wird. In v ist die 
Gleichung = 0 quadratisch. Die Bedingung für das Auftreten einer 
Doppelwurzel bei der quadratischen Gleichung av^ 2T)v c — 0 
wird aber durch NuUsetzen der Discriminante ac — V geliefert. Die 
Ausrechnung dieser Bedingung giebt in unserem Falle: 

{l—y?){N^ — 2APu) = 0, 

Wir sehen also, dafs aufser den Geraden = + 1 auch 

“2 ~~ %AP 

eine rertikale Tangente ist. Ihr Berührungspunkt hat die Ordinate 

= — — = ^ 

2 a Wg N 

Es kommt nun wesentlich auf die Lage dieser Tangente gegen die 
vorher gefundenen an. Jedenfalls liegt sie, da wir P <^0 voraussetzen. 
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linkerliaTid von der Asymptote w = 0. Es fragt sicli aber ferner, ob 
sie auch links oder rechts von der Tangente — 1 verläuft. Da es 

uns hier nur auf eine Kontrolle der Figuren des ersten Paragraphen an- 
konunt, legen wir die pag. 242, 243 genannten Zahlenwerte A— — P=l, 
J7'= 0,20 zugrunde und behalten uns vor, im folgenden Paragraphen 
die Gestalt der Cg unter allgemeineren Annahmen zu untersuchen. Der 
numerische Wert der Abscisse unserer vierten Tangente wird daraufhin 

= — 0,02 > — 1 . 

Wir können jetzt in das von unseren vier vertikalen Tangenten ge- 
bildete Gerüst die Kurve dritter Ordnung eintragen. Beginnen, wir die 
Zeichnung im Punkte u = 1, v — N. Die Kurve verläuft hier vertikal 
und nähert sich nach oben hin asymptotisch der Ordinatenaxe. Setzen 
wir sie nach unten hin fort, so überschreitet sie die Ordinatenaxe im 
Punkte w = 0, v == berührt die Gerade w = Wg im Punkte t? = 
und nähert sich dann asymptotisch der negativen Ordinatenaxe. 
Aufserdem setzt sich im Punkte u — — 1, v == — N ein zweiter 
parabelähnlicher Kurvenast an. 

Die Kurve besteht also wieder 
aus einem „paaren^^ und einem 
„unpaaren^^ Zuge von vertikaler 
Erstreckung, welcher letzterer 
mechanisch allein wichtig ist. 

Übrigens haben wir in der 
Zeichnung (vgl. Fig. 40) wegen 
des ziemlich kleinen Wertes 
von J\r(xY=0,20) die Mafs- 
einheit auf der Vertikalen fünf- 
mal so klein wählen müssen, 
wie auf der Horizontalen. 

Wir haben nun in dieser 
Cg ein vollständiges Büd der 
Veränderungen vor uns, welche 
die Lage des zweiten Begren- 
zungskreises bei Veränderung 
des seitlichen Anstofses erfährt. 

Ziehen wir nämlich die Pa- 
rallele V zur u-Axe, so trifft diese den unpaaren Zug in einem 
Punkte, dessen Abscisse die Gröfse des Kreises u e' angiebt. Geben 
wir jener Geraden alle möglieben Lagen zwischen t; = — oo und 
t? = 4- oü, so durchläuft der Schnittpunkt den ganzen unpaaren Zug. 
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Wir wollen diesen Vorgang in derselben Reibenfolge betrachten, in 
welcher die Figuren 29 bis 35 auf einander folgen. 

Wir lassen also n ron dem in Fig. 25 dargestellten Falle n^O 
aus zunächst abnehmend verschieben also unsere Parallele zur t^-Axe 
nach unten hin. Der Wert von e' verkleinert sich dabei, d. h. der 
zweite Begrenzungskreis erweitert sich, bis er (für e'^e = 0) mit 
dem Äquator zusammengefallen isi Die Bewegung geht dann in den 
Fall der langsamen Präcession über; der entsprechende Punkt unserer 
ist ihr Schnittpunkt mit der Ordinatenaxe, welchem, wie ^ir oben 
sahen, die Ordinate 

zukommt; derselbe Wert von n wurde bereits pag, 202 für die lang- 
same Präeession abgeleitet. 

Wir gehen jetzt wieder zu der Lage == 0 unserer Geraden zu- 
rück und verschieben sie nach oben, indem wir n wachsen lassen. 
Dabei wächst der Wert von e' eine Zeit lang, d. h. unser Begrenzungs- 
kreis verengert sieh, bis er sieh (für e' = 1) auf den Nordpol der Ein- 
heitskugel zusammengezogen hat. Der zugehörige Wert von n ist, wie 
wir unserer entnehmen, 

n^K 

Von da ab nimmt bei weiter wachsendem n der Wert von e' ab; der 
Begrenzungskreis erweitert sich und geht für n — oo asymptotisch in 
den Äquator über; die Bahnkurve nähert sich mehr und mehr der in 
Fig. 35 dargestellten schnellen regulären Präeession. 

Es bleiben nur noch diejenigen Fälle übrig, welche bei negativem n 
den Übergang bilden zwischen der langsamen und der schnellen Prä- 
cession. Der zweite Begrenzungskreis c' bleibt bei allen diesen Fällen 
dem Äquator sehr nahe und liegt, wie unsere zeigt, auf der süd- 
lichen Hemisphäre der Einheitskugel {e < 0). Zunächst verengeit er 
sieh ein wenig bis zu dem extremen Werte welcher unter den 
unseren Figuren zu Grunde liegenden Verhältnissen gleich — 0,02 ist 
und dem Werte v^ — n — — 10 entspricht. Von da ab nimmt er 
wieder zu und geht für v = — oo in den Äquator über. In dem 
Umstande, dafs dieser ganze Teil der Q der Ordinatenaxe aufserordent- 
lich nahe liegt, erkennen wir den Grund, warum wir früher (vgl. 
pag. 214) für die entsprechenden Fälle der Kreiselbewegung keine deut- 
liche Bahnkurve zeichnen konnten. 

Die numerischen Daten, welche den Figuren 29 bis 35 zu Grunde 
liegen, stellen wir in der folgenden Tabelle zusammen; sie sind auch 
aus der Stellung der bez. Nummern in imserer (7g zu ersehen. 
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J 

L = — P=l, 

2V=0,20. 

Fig. 29 

e'=0,96 

1 

II 

„ 30 

0,67 

— 1 

,, 31 

0 

_ g AP 

„ 32 

0,9964 

4-0,08 

„ 33 

1 

4-0,20==i9" 

„ 34 

0,87 

' +1 

1) 35 

0 

+ oo. 


WoMgemerkt entspricht unsere Oj, sowie unsere Figurenserie 29—35 
nur einem ganz bestimmten und zwar einem kleinen Werte ron Jfi 
Wenn mau diesen Wert wachsen lafst^ wird sich auch die Gestalt der 

sowie die Serie unserer Bahnkurven verändern. Der Erfolg wird 
nämlich der sein: Es wird sich bei wachsendem N der oberhalb 
der Äbscissenaxe gelegene Teil der in die Länge strecken; der 
untere Teü wird gedrungener werden, indem die vertikale Tangente 

te^ — Yap wandert und gleichzeitig ihr Berührungspunkt 

2 A.JP 

der Äbscissenaxe näher rückt. Eine wesentliche qualitative 
Änderung in dem Verlauf der Bahnkurven wird sich aber erst ergeben, 
wenn die genannte vertikale Tangente über die Gerade u — — 1 nach 
links hinausrückt, worauf wir im folgenden Paragraphen ausführlich 
eingehen werden. 

Wir bemerken hier nur noch, dafs bei einer Vorzeichenumkehr 
von J?" die eine Spiegelung an der Äbscissenaxe erleidet. In der 
That bleibt die Gleichung = 0 ungeändert, wenn wir gleichzeitig 
N mit — JSf und n mit — n vertauschen. Infolgedessen ergiebt sich 
bei einem negativen Werte von N dieselbe Serie der Bahnkurven wie 
bei dem entsprechenden positiven Werte, nur in xungekehrter Reihenfolge. 

Wir erwähnen schliefslich, dafs auch in dem früher citierten Werke 
von Routh*) ein Ansatz zur geometrischen Diskussion der Gleichung 
dritten Grades U—O gegeben wird. 

§ 7. Die charakteristischen Kurven dritter Ordnung bei beliebiger 
Lage des Ausgangskreises e; Unterscheidung zwischen starken und 

schwachen Kreiseln. 

Wir haben jetzt die Überlegungen des vorigen Paragraphen noch 
einmal in gröfserer Allgemeinheit anzustellen und namentlich zuzusehen, 
inwiefern die im zweiten Paragraphen entwickelte Figurenserie wegen 

*) higid dynamics, advaaced part, pag. 114, art. 204. 
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der dort getroffenen besonderen Voraussetzungen (z. B. e = 0) zu spe- 
ziell ausfiel. Wir lassen also jetzt die Lage des Ausgangskreises e 
beliebig und legen dementsprechend die Gleichung U^ = Q in der 
Ponn Ton pag. 240 zu Grunde. Da diese Gleichung ungeändert bleibt, 
wenn wir n und N gegeneinander vertauschen, können wir uns darauf 
beschränken, die Abhängigkeit der Bahnkurven von einer dieser Gröfsen, 
z. B. von ^ zu betrachten und N als einen festen Parameter anzusehen, 
dessen Gröfse allerdings nicht unwesentlich ist. Wir setzen wieder 
n ; die Abhängigkeit zwischen % und v wird dann durch die Kurve 
dritter Ordnung dargestellt: 

( 1 ) + e) + -V') + (1 + eu) — 2 AP (1 — (1 " = 0. 

Indem wir auch hier nach den vertikalen Tangenten der Kurve 
fragen, haben wir die Überlegungen von pag. 244 von Neuem anzustellen. 
Zwei dieser Tangenten (I und 11) sind wie früher durch w = + 1 ge> 
geben; ihr Berührungspunkt ist == + AT. Ferner giebt es auch hier 
eine vertikale Gerade (HI), welche die Kurve im Unendlichen berühif- 
Sie hat die Gleichung u — — e und schneidet die Kurve noch in dem 
Punkte 

«' = -y (1 — e®) 

Eine vierte vertikale Tangente (IV) folgt wie pag. 244 durch Nullsetzen 
• der „Discriminante^^, welcher man hier durch eine kleine Rechnung die 
Form giebt: 

~~ 2 ^P (t* + e)) (1 — (1 _ ^ 

Unsere vierte vertikale Tangente ist also die Gerade 
(2e) m = _ e 4 . ^ 

mit dem Berührungspunkte 
(2b) V => Ne (1 — e'^) . 

Diese Gerade liegt, bei negativem P, wegen (2 a) jedenfalls links, 
bei positivem P rechts von der Asymptote u — — e. Wir müssen 
aber weiter zwei Unterfälle unterscheiden, je nachdem diese Gerade bei 
negativem (positivem) P auch links (rechts) von der Geraden u = — 1 
(« = -f- 1 ) liegt oder rechts (links) von derselben. Die Bedingungen 
hierfür lauten beziehungsweise; 


P<0 


® "I" 2.1P< ~ 

* "t“ ^ y 
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Ob die eine oder andere dieser TJngleicbungen erfüllt ist, bängt bei 
gegebener Massenverteilung und gegebener Anfangslage des Kreisels 
von der Stärke seines Eigenimpulses ab. Wir unterscheiden danach 
^wei Kreiselarten^ welche ivir als starhe und schwache Kreisel iezeich~ 
nen; dieselben sollen im Palle P <C 0 bez. P > 0 durch die mit den 
vorstehenden identischen Ungleichungen definiert sein: 


(3) P < 0 

(3') P>0 


{N^>~2AK{l^e) 
\m< — 2AF{l — e) 
\m>+2AF(l + e) 
\N^< + 2AP(l + e) 


starker Kreisel, 
schwacher Kreisel: 

starker Kreisel, 
schwacher Kreisel, 


Man kann bemerken, dafs unsere Unterscheidung keine absolute ist, 
sondern von der Anfangslage e des Kreisels abhängt. Beispielsweise 
ist bei positivem P im Fall e — — 1 , wo die Bahnkurve im Südpole 
der Kugel beginnt, jeder Kreisel ein starker Kreisel 

Die Gestalt der 0^ fällt nun, je nachdem ein starker oder ein 
schwacher Kreisel vorliegt, verschieden aus. Beidemal besteht die 
Kurve aus einem paaren und einem unpaaren Zuge. Bei dem starken 
Kreisel durchquert aber der unpaare Zug den ganzen Vertikalstreifen 
zwischen u — — 1 und u — bei dem schwachen Kreisel ist er 

auf einen Teil desselben eingeschränkt, welcher durch die Geraden 

u — — 1 und u — — e + YÄP ^ durch die Geraden 

te = -j- 1 und u — — e + YaP ^ begrenzt wird. 

(Nur in dem Grenzfalle zwischen dem starken und schwachen Krei- 
sel, wo in (3) und (3') statt der Zeichen ^ das Zeichen = eintritt, 
verschmelzen die beiden Bestandteile imserer mittels eines bei 
= ^ = zpj\r gelegenen Doppelpunktes zu einem einzigen 

Kurvenzuge. Es wird nicht nötig sein, diesen Grenzfall im Folgenden 
ausdrücklich zu besprechen. Er vermittelt natürhch den stetigen Über- 
gang zwischen den Bewegungen des starken und des schwachen Krei- 
sels. Im nächsten Kapitel (vgl. namentlich § 8) werden wir nur noch 
auf diejenige spezielle Bewegung dieses Grenzfalles zurückzukommen 
haben, welche in der Cg durch den Doppelpunkt selbst charakterisiert 
wird und welche im Hinblick auf die Theorie der kleinen Schwingungen 
ein besonderes Interesse beanspruchen darf.) 

Um nicht zu viele Pallunterscheidungen zu haben, werden wir, wie 
in den ersten Paragraphen, annehmen, dafs P < 0 sei. Dieser Annahme 
entsprechen die Figuren 41 und 42. Der Pall P > Ö läfst sieh nach 
pag. 198 dadurch auf P < 0 zurückführen, dafs wir die Bezeichnung 
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j^igurenaxe^^ ron dem einen der beiden Hajbstmhlen, in welche die 
Symmetrieaxe der Massenverteilung durch den TJnterstützungspnnkt 
zerlegt wird; auf den anderen übertragen. Dabei ändert sich ersicht- 
lich neben dem Vorzeichen von P auch das von während die 
Impulskomponente n ungeändert bleibt. Gleichzeitig geht der Winkel ^ 



über in jr — «Ö«. Es werden also auch die Gröfsen u, e, e\ e'" im 
Vorzeichen umzukehren sein. Hiernach ist klar, dafs wir die charak- 
teristischen Kurven dritter Ordnung im Falle P > 0 ans den ange- 
zeichneten einfach dadurch erhalten, dafs wir die letzteren an der 
Ordinatenaxe spiegeln. Auf ihre Wiedergabe können wir füglich ver- 
zichten. 

Wir machen jetzt unsere Konstruktion zur Auffindung des Be- 
grenzungskreises u~e\ verschieben also die Gerade v n parallel 
der u-Äxe von v — — oo bis v = -j- oo und suchen den Ahscissenwert 
ihres Schnittpunktes mit dem unpaaren Zuge der auf. Hierbei tritt 
folgender charakteristischer Unterschied zwischen dem starken und schwa- 
chen BIreisel hervor: Bei dem starken Kreisel bestreicht die Projektion 
des Schnittpunktes auf die Absciss^axe das ganze Intervall zwischen — 1 
und 4“ 1 ; hei dem schwachen Kreisel durchläuft sie nur ein Stück 

dieses Intervalles, welches von u = -^l und u = — be- 

grenzt wird. Beidemal wird übrigens jeder Wert, der überhaupt er- 
reicht wird, zweimal erreicht. Dies hat zur Folge, dafs heim starhen 
Kreisel der Fa/raUelhreis e' jede Lage auf der Kugel cmnehmen Mcmn 
u/nd zwar jede noch iei zwei verschiedenen ViTerten des n, dafs er da- 
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gegm heim sdiwachen Kreisel von einer gewissen Kugdkabüe omge- 
schlossen ist, tvelche den Südpol der Einheitshugd wngiebt imd du/rch den 

Kreis w = — e + vcird. 

Wir selten hieraus, dafs den Figuren 29 bis 35 die Annahme eines 
schwachen Kreisels zu Grunde lag, weil bei diesen der gröfste Teil 
der südlichen Halbkugel von Bahnkurven überhaupt freihlieb. In der 
That ist denn auch für die früher vorausgesetzten Werte 

Ar=-0,20, P = — 1, e = 0 

von den beiden Kriterien (3) das zweite erfüllt. 

An der Hand unserer Figuren lassen sieh jetzt weiter die ver- 
schiedenen ausgezeichneten Fälle, welche bei der Kreiselbewegung 
Vorkommen können, das Auftreten der regulären Pracession, die Spitzen- 
bildung u. s. w. bequem untersuchen. Dies soll im Folgenden unter 
einer Anzahl verschiedener Hummern geschehen. 

1) Wir sehen zunächst zu, was unsere Kurven über die Möglich- 
keit der regulären Fräcession aussagen. Keguläre Pracession tritt ein, 
wenn e' — e wird. Wir ziehen daher die Gerade = e; ihre Schnitt- 
punkte mit der Kurve dritter Ordnung geben, wenn solche vorhanden 
sind, diejenigen Werte von n, welche für die reguläre Präcession 
erforderlich sind. Dabei unterscheiden sich wieder der starke und der 
schwache Kreisel: 

Beim starken Kreisel gieht es immer zwei reelle Schnittpunkte auf 
der Geraden u — e und daher zwei (im dUgemeiTien verschiedene) Fälle 
möglicher Präcessionshe'wegung. 

Beim schwachen Kreisel dag^en sind die Schnittpunkte nur dann 
reell, wenn die Gerade u — e rechts von der Tangente u— — e + 
liegt, wenn also die Ungleichung besteht 

4tÄFe<N\ 

Beim schwachen Kreisel gieht es also ztvei Fälle oder keinen Fall 
regulärer Fräcession, je nachdem gilt 

(4) 4.AFe<N^ oder 4.AFe>N\ 

Wir bemerken noch, dals bei horizontaler Anfangslage der Figuren- 
axe (e = 0) die erste unserer Ungleichungen von seihst erfiillt ist, 
falls nicht gerade N — 0 wird. Dementsprechend hatten wir im zweiten 
Paragraphen dieses Kapitels, trotzdem ein schwacher Kreisel vorlag, hei 
H > 0 stets zwei reelle Präcessionsfälle. 

Die Werte von n, welche den beiden Fällen der regulären Prär 
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cession entsprechen, ergehen sich natürlich aus (1), wenn wir m — e 
setzen und die so entstehende quadratische Gleichung 

(5) (® — Ne) (N— ve) = ÄP{1 — ■ 

auflösen; wir finden 

(«,1 (1 + e*) JV-+ (1 - e*) - 4 APi 

(ö) = äT- - 

(Es wird gut sein, dieses Resultat mit den Entwickelungen vo]i 
pag. 178, 179 in Beziehung zu setzen. Wir sahen dort, dafs es hei 
gegebener MassenTerteilung, gegehenem Werte von cos •9' — e und ge- 
gebener Qeschwindigiceitskomponente g zwei Werte der Geschwindigkeits- 
komponente V gieht, welche im Falle des Kugelkreisels eine reguläre 
Präcession bedingen, nämlich 

(a) = 0 ) v = ±.oo. 

Unser jetziges Resultat lautet, von dem früheren scheinbar abweichend, 
folgendermafsen: Bei gegebener Massenverteiluhg, gegebener Gröfse des 
Parallelkreises e und gegebener hnpidskomponente N entsteht eine regu- 
läre Präcession des Kugelkreisels bei zwei Werten der Impulskompo- 
nente welche in ( 6 ) angegeben sind. Die Abweichung beruht offenbar 
darauf, dafs wir das eine Mal die Geschwindigkeitskomponente fi, das 
andere Mal die Impulskoordinate N festhalten; wir können uns daher 
nicht wundern, dafs wir für die zugehörigen Werte der Präcessionskon- 
stanten v bez. n beidemal verschiedene Werte erhalten. 

Um die Beziehung zwischen den Wurzeln und den früher 

unterschiedenen Fällen (a) und (b) noch genauer zu verfolgen, bemerken 
wir, dafs beide Wurzeln nc^’ dem Falle (a) entsprechen. In der That 
zeigen wir leicht, dafs unsere Gleichung (5) mit der aus der Theorie 
des Deviationswiderstandes gewonnenen Gleichung P = Afiv. welche 
•uns die Wurzel (a) lieferte, identisch ist. -Benutzen wir nämlich die 
pag. 238 in Gleichung ( 6 ) angegebenen Werte von tjj' und 9 ?' und be- 
rücksichtigen wir, dafs diese hei der regulären Präcession bez. den 
Konstanten v und g, gleich werden, so haben wir 


(7) 


n — Ne N — ne 


Infolgedessen gebt die Gleichung (5) wirklich in die Beziehung P = Ägv 
über, welche aussagt, dafs die Drehkraft der Schwere mit dem Träg- 
heitswiderstand des Kugelkreisels im Gleichgewichte steht. 

Wir überzeugen uns ferner, dafs der Fall (b) der Präcession, hei 
welcher g einen gegebenen endlichen Wert hat und v unendlich grofs 
ist, von einer Ausnahme abgesehen einem unendlich grofsen Werte von 
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A entspricht. Hierzu diene die nebenstehende Pignrj in v/elcher der 
Endpunkt des ßotationsvektors auf der durch den Endpunkt der Kom- 
ponente p. gezogenen Parallelen zur Vertikalen in unendlicher Entfer- 
nung zu denken ist. Projizieren wir diesen Vektor 
senkrecht auf die Pigurenaxe, so ergieht sich, 
unter die Länge des Rotationsvektors verstanden, 
als Länge der Orthogonalprojektion auf die Pi- 
gurenaxe r = cos = oo , so dafs auch die 
Impulskonaponente N unendlich grofs wird. 

Der angedeutete Ausnahmefall ist der Pall 
e = 0 , in welchem die Wurzeln (a), (b) bez. den 
(durch A dividierten) Wurzeln gleich werden. 

In der That sind unter der Annahme e = 0 die 
Parallelkomponenten v und pi des Rotationsvektors 
zugleich Orthogonalkomponenten bezüglich der 
Vertikalen und der Pigurenaxe. Dementsprechend finden wir dann aus 
(6) durch den Grenzübergang e = 0 direkt die Wurzeln (a) und (b) 
wieder, nämlich 

P 









(b) -^ = v = + c». 


Trotz des somit gekennzeichneten Unterschiedes möge es gestattet 
sein, auch die beiden PaUe regulärer Präcession, welche bei gegebenem N 
möglich sind, ebenso wie die beiden Fälle, weiche zu einem gegebenen p 
gehören, je nach der Gröfse von n als langsame und schielte Präcesswn 
zu bezeichnen. Da wir in Zukunft nicht mehr wesentlich auf die Prä- 
cessionskonstanten pb und v rekurrieren werden, so wird durch diese 
Zweideutigkeit der Benennung kein Mifsverständnis entstehen.) 

2) Sodann wollen wir den Grenzfall der Kreiselbeivegmig iei un- 
endlich wachsendem n untersuchen. Während dieser Grenzfall, wde wir 
wissen, unter der Annahme e — 0 mit der schnellen regulären Prä- 
cession zusammenfällt, welche alsdann ihrerseits in eine unendlich 
schnelle Präcession ausartet, ist er bei allgemeiner Anfangslage wesent- 
lich davon verschieden. 

Zunächst können wir aus unsern Kurven dritter Ordnung über 
diesen Grenzfall Folgendes sehliefsen: Der zweite Begrenzungskreis e' 
fällt sowohl beim starken wie beim schwachen Kreisel für n = oo 
mit dem Parallelkreise — e zusammen; in der That ist — e die Abscisse 
des auf dem unpaaren Zuge gelegenen unendlich fernen Punktes der 

Im Grenzfall n = oo osäUiert also die Kreiselspitze um den Äqua- 
tor als MiUellage herum , indem die JBdhnhurve zwischen den Kreisen 
e und — e auf und ah schwanht. 
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Die Gestalt der Bahnkurve wird dabei äufserst einfach. Zur 
Orientierung betrachten wir vorab einen Kreisel, för welchen JP=^N=^ 0 
ist, also einen schwerelosen Kreisel ohne Eigenimpuls. Die betr. Be- 
w^un^ gehört (wegen N—0) unter, die Bewegungen des sphärischen 
Pendels; dabei liegt (wegen F — 0) der spezielle Fall vor, dafs die 
Wirkung der Schwere aufgehoben ist. Die Bahnkurve mufs daher die- 
selbe sein, wie die eines einzelnen Massenpunktes, welcher keinen 
äufseren Kräften ausgesetzt ist imd gezwungen wird, auf einer KugeL 
fläche zu bleiben. Dieser beschreibt aber auf der Kugel ersichtlich 
einen gröfsten Kreis mit konstanter Geschwindigkeit. 

Wird nun P und N nicht gleich Null gesetzt, dafür aber der 
seitliche Anstofs n unendlich grofs genommen, so wird die Bahn der 
Kreiselspitze dieselbe bleiben wie vorher. Es wird nämlich der Ein- 
flufs des Anfangsstofses den der Schwere imd des Eigenimpulses völlig 
überwinden. 

Mit dieser ITberlegung stimmt das Resultat der Rechnung überein. 
Lassen wir nämlich n unendlich grofs werden, so folgt aus den Glei- 
chungen (1) und (2) von pag. 240 in erster Annäherung: 

yy — e* 

^ Z* 1 * 


Daa Integral für t von pag. 238 vereinfacht sich folgendermafsen: 

Ayr^'? c 

^ J 1 


( 8 ) t 

hieraus folgt 


du 


Ayi 


]/€* 


- are sin — ; 


( = ^ sin 


nt 


Ayi 


Es wird also die Änderungsgeschwindigkeit von u unendlich grofs. 
Gleichzeitig geht das Integral für ^ von pag. 238 näherungsweise über in 

^^== yiTr7* r . 

J ( 1 — — 

der Wert desselben wird, wie mau leicbt Terifiziert: 


(8') ^ arc sm( — ~ - ^ ^ . 

\ « yi — mV 

Diese Gleichung können wir, wenn wir m = cos «•, e == cos machen, 
einfacher so schreiben; 

(9) sin^tg^ = tg#„; 

richtig interpretiert, sagt sie ans, tto/S die Kreisd^tae einem gröfsten 
Kreis heschre^t 
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Die Kireiselspitze liat nämKoh. im System die Koordinaten 

z=-r=o, 

ihre Koordinaten im System werden daher nach den Snbstitutions- 
formein (5) Ton pag 19 

X = sin -9' sin ^ , y — — sin 9 cos z = cos 9 . 

Mithin können wir die Gleichung (9) unserer Bahnkurve auch so 
schreiben: 

Dies ist aber die Gleichung einer Ebene durch 0, welche aus der Ein- 
heitskugel den voigenannten gröCsten Kreis ausschneidet. 

Stellen wir insbesondere die Figurenaxe in der Anfangslage hori- 
zontal, so geht jinser gröfster Kreis in den Äquator über und wir 
haben wieder die unendlich schnelle reguläre Präcession des ersten 
Paragraphen, welche sich jetzt mit unserem Grenzfalle confimdiert. 

Die Verhältnisse der ersten Paragraphen waren also insofern zu 
partikulär gewählt. Hii aV^emeiner Anfangslage der Figurenaxe giM 
es zwischen der schnellen Fräcessicn und unserem QrenzfdUe eine Folge 
von Ühergängen^ welche uns in dm ersten ParagrapJim enisehHipft 'ist 
Die hier erforderliche Ergänzung kann aber leicht angebracht werden. 

Wir stellen hierunter die Bahnkurven der schnellen Präcession und 
des Grenzfalles in den Figuren 44 und 45 stereographisch dar. Bei 
ersterer ist die Bahnkurve der Kreis 
bei letzterem der die Kreise 
u e und u — — e berührende stör- 
ker ausgezeichnete Kreis. 

Die Übergangskarven zwischen bei- 
den haben folgenden Charakter, Der 
Begrenzungskreis c" erweitert sich bei 
wachsendem n allmählich, indem er, von 
seiner Lage in Fig. 44 ausgehend, den 
Äquator überschreitet und sich asymp- 
totisch dem Kreise u — — e nähert. Fig. 44 

Die Bahnkurve, welche zwischen den 

Kreisen e und e' hin und her laufen mufs, umschliefst in der stereo- 
graphischen Projektion den ersteren Kreis, während sie von dem 
letzteren umschlossen wird. Als Typus dieser Bahnkurveu können 
wir etwa die Fig. 30 ansehen, wobei jetzt der innere Kreis den fest- 
gehaltenen Äusgangskreis c, der äufaere den Begrenzungskreis be- 
deuten würde. Die Spannweite der einzelnen Teilhögen nimmt mit 
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•waclisendem n ab, bis sie für n = oo sich auf Null reduziert hat, 
so dafs die Bahnkurve einfach in sich zuriickläuft. 

Neben den Grenzfall ^ = oo bei endlichem N stellt sieh der 
Grenzfall N = oo bei festgehaltenem welcher sich ähnlich wie jener 
behandeln läfst. Wie erwähnt bleibt die Gleichung U^ = 0 bei Ver- 
tauschung von n und N ungeändert, so dafs wir in den Figuren 41 
und 42 der Ordinate v ebensowohl die Bedeutung N wie n beilegen 



können. Hieraus folgt, dals auch bei wachsendem N und festgehal- 
tenem n der Begrenzungskreis e' asymptotisch in die Lage — e über- 
geht. Die Kreiselspitze osciUiert also auch in diesem GrenzfaUe mit 
unendlicher Geschwindigkeit zwischen den beiden Kreisen e und — e 
auf und ab. Nur bei horizontaler Anfangslage der Figurenaxe fallen 
die beiden Begrenzungskreise zusammen, die Amplitude der Oscülation 
wird in der Grenze verschwindend klein und wir haben einen Grenzfall 
des in Fig. 28 dargestellten Typus der pseudoregulären Präcession, näm- 
lich stationäre Rotation um die sich nur unendlich langsam vorwärts- 
bewegende Figurenaxe. 

Unter welchen Umständen bei allgemeiner Anfangslage der Figuren- 
axe der besonders interessante Fall der pseudoregulären Präcession zu- 
stande kommt, wird im nächsten Kapitel ausführlich darzustellen sein. 

3) Wir wollen schliefslich noch die Möglichkeit von Spitzen- und 



§ 7. Die charakteristisclieii Kttrven 3. Ordnung, starker u. schwaclier Kreisel. 257 

SchleifenMMung untersuehen. Die Balmkurve kam nur dann auf den 
Parallelkreisen e oder e' mit Spitzen anfsitzen, wenn für u — e oder e' 

^ = 0 wird. Wir schliefsen daraus, ebenso wie pag. 242, dafs die 

Bedingung für das Auftreten von Spitzen an den Eieisen e und 
bez. lautet: 

71 — Ne = 0, n — Ne^O. 

Was den Ausgangskreis e betrifft, so zeigt sieb also, dafs für ein 
bestimmtes Verhältnis von n:N allemal Spitzenbildung eintreten wird. 
Im § 2 lag nur der besondere Pall vor, dafs dieses Verhältnis gleich 
Null war, dafs also, unabhängig von dem Werte des Eigenimpulses, 
Spitzenbildung immer dann auftrat, wenn der seitliche Anstofs gleich 
Null genommen wurde. 

Um auch das Auftreten von Spitzen an dem Begrenzungskreise e' 
bequem übersehen zu können, greifen wir wieder auf unsere Kurven 
dritter Ordnung zurück. Denken wir uns N festgehalten und n va- 
riabel {n — v)j so wird unsere obige Bedingung in der wu- Ebene 
durch die Gerade 

V — Nu = 0 

dargestellt, welche die Berührungspunkte der Tangenten w == + ^ 
bindet und in den Figuren 41, 42 strichpunktiert gezeichnet ist. Die 
Frage ist, ob diese Gerade die innerhalb des mechanisch gültigen 
Intervalles schneidet oder nicht. 

Zwei Schnittpunkte fallen in die Punkte w = + 1 , v — + N 
Ihnen entspricht aber keine eigentliche Spitzenbildung, weil sich in 
diesem Falle der Begrenzungskreis e' auf eineu einzelnen Punkt, den 
Nord- oder Südpol zusammengezogen hat. Was den dritten Sehiiitt- 
punkt betrifft, so zeigt der Anblick unserer Kurven unmittelbar, dafs 
er. auf dem unpaaren Zuge liegt im Falle des starken, auf dem paaren 
Zuge im Falle des schwachen Kreisels. 

Bei dem starJeen Ka-eisel gieht es daher einen bestimnden’ Parallel- 
hreis e\ auf wdchen sich — lei festgehaltene^n N und geeignet gewähltem 
n — die Bahnkurve mit Spitmi aufseM^ hei dem schwachm Kreisel 
gieht es -keinen solchen Krßis. 

Wie wir sahen, entspricht die im ersten Paragraphen entwickelte 
Figurenserie 29 — 35 dem Falle eines schwachen Eheisels, so dafs in 
diesen Figuren eine Spitzenbildung auf dem Ea’eise e' nicht Vorkommen 
konnte. Es zeigt sich jetzt überdies, dafs das gleiche Vorkommnis im 
Falle des schwachen Kreisels auch bei beliebiger Lage des Anfangs“ 
kreises e ausgeschlossen ist. Die frühere Pigurenserie bietet insofern für 
den schwachen Kreisel ein hinreichend allgemeines Bild der Bahn- 

K.Veiii'Sommerfeldj KreiselbewGg’ung. J, Atifi. i 7 
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kurvenfolge. Es bleibt aber noch die Aufgabe bestehen, beim starken 
Kreisel die kontinuierliche Einordnung der soeben gefundenen Spitzen- 
kurve in die Bahnkurvenserie klarzustellen. Dies soll am Ende dieses 
Paragraphen geschehen. Vorher wollen wir noch unseren Kurven 
dritter Ordnung ein Kriterinm über das Auftreten von ScMeifm ent- 
nehmen. 

Wenn die Gleichung n — Nu ^0 für «i = e oder e' erfüllt ist, 
ergiebt sich , wie wir eben sahen , Spitzenbildung. Ist aber diese 
Gleichung für einen zwischen e und e gelegenen Wert von u erfüllt, 
so läuft die Bahnkurve im stereographischen Bilde jedesmal, wo sie 
den so bestimmten Parallelkreis u überschreitet, in radialer Eichtung. 
Alsdann folgt, wie pag. 242, das Vorhandensein von Schleifen. Geo- 
metrisch erkennen wir daher das Auftreten von Schleifen so: Wir 
ziehen unsere Parallele zur Abscissenaxe und schneiden diese 

mit der Geraden v — Nu — 0. Liegt die Abscisse des Schnittpunktes 
zwischen e und so treten Schleifen auf, liegt sie aufserhalb jenes 
IntervaUes, so sind Schleifen unmöglich. 

Wendet man diese Eegel auf die Cq des schwachen Kreisels an, 
so sieht man sofort, dafs Schleifenbildung nur in dem Intervalle 
zwischen der auf dem Ausgangskreise e mit Spitzen aufsitzenden 
Kurve und derjenigen Bahnkurve auftreten kann, welche durch den 
höchsten Punkt der Kugel hindurchzieht. Ein Beispiel hierfür bietet 
die Figur 32 von pag. 213. 

Dasselbe Intervall ist auch beim starkeu Kreisel durch Schleifen- 
bildung ausgezeichnet. Hier findet sich aber noch ein zweites Intervall, 
welches von dem Schnittpunkte der mit der Geraden v — Nu — 0 
bis zu ihrem Berührungspunkt mit der Geraden u = — 1 reicht. Als- 
dann befindet sich nämlich (vgl. Pig. 41) der Schnittpunkt von v ~n 
mit der Geraden 'ü — Nu — 0 rechts von der und fällt bei der 
Projektion auf die Abscissenaxe in das Gebiet ee\ Die betreffenden 
Schleifenkurven schliefsen sich nach der einen Seite an diejenige Bahn- 
kurve, welche sich auf den Kreis e mit Spitzen aufsetzt, nach der 
anderen Seite an die Kurve, welche durch den Südpol der Einheits- 
kugel hindnrchzieht, kontinuierlich an. 

Nei dem schwachen Kreisel hohen tvir also ein^ hei dem sta/rhen 
zwei Intervalle mit Schleif enbildung, — 

Wir wollen zum Schlüsse, wie bereits in Aussicht genpmmen, die 
Bahnkurvenserie des ersten Paragraphen für den Pall des starken 
Kreisels dahin ergänzen, dafs wir den Übergang von der langsamen 
regulären Präcession bis zu dem Grenzfalle w = c 5 o durch die Fälle 
der Schleifen- und Spitzenbildung hindurch verfolgen. 
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Wir gehen von der langsamen regulären Pracession aus, gehen N 
einen festen^ positiven Wert und lassen n ahnehmen. Gleichzeitig mit 
n nimmt auch der Wert e' zunächst gleichförm^ ah, wie aus Pig. 41 
ersichtlich. 

Die Bahnkurve berührt dabei im stereographischen Bilde den Aus- 
gangskreis von aufsen, indem sie ihn umschliefst, den zweiten Begrenzungs- 
kreis von innen. Für einen gewissen oben konstruierten Wert von n 
tritt an Stelle der Berührung des Kreises die Spitzenbildung an 
diesem Kreise. Bei weiter abnehmendem n losen sich die Spitzen in 
Schleifen auf Dieser Charakter der Bahnkurve bleibt bestehen, bis 
n den Wert — JT erreicht hat, wo sieh der Kreis eVauf den Südpol 
zusammenzieht und dementsprechend sein stereographisches Bild unend- 
lich grofs geworden ist. Von jetzt ab erweitert sich der Kreis e' 
wieder (d. h. er verengert sich im stereographischen Bilde) und strebt 
asymptotisch dem Parallelkreise u — — e zu. Die Bahnkurve nimmt 
dabei mehr und mehr die in Pig. 45 verzeichnete einfache Gestalt' an. 

§ 8. Über die numerisohe Berechnung der elliptischen Infegrale 

für t und 

Bei einem Probleme der Anwendungen, wie es hier vorliegt, dürfen 
wir uns nicht damit begnügen, die Möglicbkeit der Rechnung in einem 
allgemeinen Schema darzuthun. Wir müssen vielmehr bis zur wirk- 
lichen numerischen Durchführung vorzudringen suchen. Während die 
älteren Mathematiker bis Gaufs und Jacobi incL stets bemüht waren, 
ihre Resultate nicht nur durch konvei^ente, sondern auch durch gut 
konvergente, praktikable Prozesse darzustellen, geht die augenblickliche 
Entwickelung der Mathematik vielfiaeh dahin, die numerische Exekutive 
über Gebühr zu vernachlässigen. Demgegenüber möchten wir in der 
numerischen Durchführung einer Theorie geradezu den Sehlufsstein des 
Gebäudes erblicken, dem wir keine geringere Wichtigkeit und kein 
geringeres Interesse beimessen, wie jedem anderen Bestandteile des 
Ganzen. Speziell sind wir bei Aufgaben, welche auf elliptische Funktionen 
führen, dank der hohen Entwickelung dieser Theorie, in der angenehmen 
Lage, die numerische Auswertung ohne alle Schwierigkeit bewerkstelligen 
zu können, wie sieb in diesem Parg^raphen zeigen wird. 

Es handle sich zunächst um ein Integral von der Form unseres t: 



in welchem U irgend ein Polynom dritten oder vierten Grades in u 
bedeutet. Wir sjBtzen von Ü nur vox^us , dafs die Wurzeln £7—0 reell 
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sind. Man bezeicBnet ein solches Integral als ein elliptisches Integral 
erster. Gattung, weil es sich stets auf diejenige Normalforni bringen 
läfst, die Legendre als „fonetion de premiere espbce" eingeführt hat. 
Die Bezeichnung überall endliches Integral, welche an das Verhalten 
von t in der komplexen Ebene anknüpft und somit die Integrale erster 
Gattung in funktionentheoretischer Hinsicht charakterisiert, kann erst 
im sechsten Kapitel erläutert werden. 

Die Legendresche Normalform des Integrals erster Gattung ist in 
der Legendresehen Beseiehnung die folgende: 

( 2 ) ^ 0 ^) 9 >) ’ 

0 

hier heilst 9) die Amplitude, h der Modul des Integrals; man- setzt 
voraus 0 ^ 91 ^ 5t/2 , 0 <ä:< 1 . Wird sin® 9)==« gesetzt, so können 
wir auch schreiben: 

( 2 -) . ■ 

0 

Fast alle Methoden, welche zur Auswertung der elliptischen Inte- 
grale erster Grattung angegeben werden, .stimmen darin überein, dafs 
sie zunächst die Transformation des torgelegten Integrales auf die 
Legendresche Normalform erfordern. Hiervon machen auch diejenigen 
Autoren keine Ausnahme, welche wie Schwarz*) und Ralphen *) von 
der Weierstrassischen Theorie ausgehen und die Formeln der älteren 
Theorie in die Weierstrassischen Bezeichnungen übersetzen. So wichtig 
aber diese Theorie in theoretischer Hinsicht ist, so scheint sie doch 
nach der numerischen Seite über die ältere Theorie keinen eigentlichen 
Fortschritt gemacht zu haben. Wir möchten daher Vorschlägen, bei 
numerischen Fragen direkt auf die Legendreschen Bezeichnungen und 
Begriffe zurückzugreifen, anstatt sie jedesmal durch die Weierstrassischen 
zu umschreiben. 

Um die Transformation des Integrales (1) auf die Legendresche 
Normalform, ausführen zu können, mufs man die W arzein der Glei- 
chung U —0 aufsuchen. Wir beschränken uns auf den beim Kreisel 
vorliegenden PaU, dafs U ein Polynom dritten Grades ist, so dafs wir 
nur eine kubische Gleichung zu lösen haben. Diese Gleichung reduziert 
sich sogar, da wir die Wurzel e als bekannt ansehen (vgl. pag. 239), 
auf die quadratische Gleichung = 0 mit den Wurzeln e' und e". 


*) Vgl. H. A. Schwarz: Foruaela und Lehrsätze zum Gebrauch der ellipti- 
schen Funktionen, und Halphen: Theorie des fonctions elliptiques, Bd. I. Kap. 8, 
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Zu den so bestimmten Wurzeln e, e', e" müssen wir noch nach pag. 226 
den vierten Verzweigung«punkt" oo als gleichberechtigt hinzunehmen. 

Wir wollen etwa P > 0 voraussetzen und dann die Bezeichnung 
.der Wurzeln e'' so wählen, dafs ihre Reihenfolge, wie in dem 
Schema P> 0 von pag. 226, diese wird: 

— K e < e' < + 1< 6" < C50. 

Die Überführung des Integrales (1) in die Form (2') läXst sieh 
nun allemal durch lineare Trafisformation bewirken, d. h. so, dafs wir 
die neue Integrationsvariable x gleich einer linearen Funktion der ur- 
sprünglichen u setzen. Gleichzeitig läfst sieh stets erreichen, dafs die 
in (2') vorkommenden Gröfsen x und h reelle Zahlen zwischen 0 und 1 
werden. Die Transformationsformeln lauten dabei verschieden, je 
nachdem das ursprüngliche Integrationsintervall in dem Gebiete ee'j 
e c \ . . . liegt. 

Handelt es sich z. B. um ein Integral in dem Intervalle ee mit 
der unteren Grenze e und der oberen Grenze so können wir unsere 
Transformation so einrichten, dafs die Werte e, e', cx> bez. in die Werte 
0, 1, oo übergehen. Alsdann verwandelt sich der zwischen e' und oo 
gelegene Punkt e" der t^-Axe in einen zTnschen 1 und oo gelegenen 
Punkt der iSJ-Axe, welchen wir 1 /ä^ nennen, wobei also einen posi- 
tiven echten Bruch bedeutet. Gleichzeitig geht die zwischen e und e 
gelegene obere Grenze des ursprünglichen Integrales in die zwischen 
0 und 1 gelegene obere Grenze des neuen über. 

Die hierzu erforderliche lineare Transformation lautet nun ersicht- 
lich folgendermafsen : 



woraus sich ergiebt 

e' — e 1 
e — e fc* 

Unser Polynom U, welchem wir die. Form gehen können 

JJ — ^2 ^ 

2 P 

unter c® den Koeffizienten von tt’, d. h. verstanden, geM bei Ein- 
führung von X in den folgenden Ausdruck über 

Z7= <?{e' — eyx{l —x) — a;] = - a; (1 — a;) (1 — h^x) 

Das ursprüngliche Integral 


u u 



e e 
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ninunt daher die Gestalt an: 

äx 


® *-±7phrJ 


yx (t — x) (1 — ^ 


— 9»), 


WO die AmpHtade tp und der Modul k die folgende Bedeutung haben: 
(30 ,3 = arcsin|/j^, = 




und wo F(kj q)) das in (2) definierte Legendresche Integral ist. Das 
Vorzeichen von t hängt davon ab, in welcher der in Fig. 38 von pag. 226 
schematisch dargestellten Überdeckungen wir die Integration ausführen 
wollen. 

Handelt es sich andrerseits um ein Integral, dessen obere und 
untere Grenze in dem Gebiete ( — oo e) gelegen ist, so wollen wir die 
Transformationsgieichung zwischen s und x so einrichten, dafs die 
Punkte — c», e, e" bez. in die Punkte 0, 1, c» übergeführt werden. 
Wiederum entspricht dann dem zwischen e und e" gelegenen Punkte e' 
ein zwischen 1 und oo gelegener Wert von x, welchen wir 1/k'^ nennen, 
so dafs auch k'^ einen positiven echten Bruch bezeichnet. 

Die lineare Transformation, welche die gewünschte Überführung 
leistet, 'wird jetzt offenbar: 



so dafs wir für folgenden Wert erhalten 

c ' — c 1 

e" — e' 

Ersetzen wir jetzt u in dem Ausdrucke U durch x, so wird 
U^—c^(e-u) (e'~ u) (e"-u) = — c* (c"— e)* . 

•K'* 

Infolgedessen ergiebt sich, wenn etwa — oo die untere, « < e die obere 
Grenze des ursprünglichen Integrals ist: 

X 

r da; I -l/ 2^2 . 

e\e"—eJ ya:(l — *) (1 — ± * K P(e" — > 9’) j 

diö Ä.inplitade tp und der Modul h’ sind dabei nach dem Vorstehenden 
i’oigendermafsen bestimmt: 

y == arc sin T/C--- * , . 

re — w' re — e 

Beide Grolsen genügen wieder den oben gestellten Bedingungen: 

o < 9 < y > o<r<i. 
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Der Modul welcher mit dem in (3') definierten Modul Je durch 
die Gleichung + fc'* = 1 

zusaitimenhängt, heifst übrigens „der zu Je komplementäre Modul 

In ähnlicher Weise gelangt man immer zürn Ziele, wie auch das 
ursprüngliche Integratiohsintervall zwischen den Punkten e, e% e", oo 
gelegen sei, wobei wir nur voraussetzen, dafs es keinen dieser Punkte 
in seinem Innern enthalte, in welchem Palle wir das Intervall in Teil- 
intervalle zerlegen müfsten. Die allgemeine Regel zur Herstellung der 
jedesmal geeigneten Transformationsformeln ist folgende: 

Man seUe auf der u-Axe einen lestimmioi DurcJilaufmgssinn fest 
und ordne die beiden Yerzweigungspunktei innerJuilb deren das Ursprünge 
liehe IntegraUonsintervaU liegt , in der iReihenfolge^ welche dem Durch' 
Idufungssinn entspricht^ den PunJcteyi 0 und + 1 Sodann gehe man 
längs der u-Axe, die man sich im Unenäliclien geschlossen zu deriken Jicit, 
im festgesetzten Sinne über das Integrationsgebiet Jiinam und ordne dm 
übernächsten VerzweigungspunJet^ auf den man dieser Verabredung zufolge 
stöfst, dem Punkte ^ zu. Es läfst sich dann immer eine lineare Trans- 
formation zwischen u und x angeben, welche die genannte Zuordnung leistet. 
Dieselbe verwandelt den vierten VerzweiguyigspmJct, über dessen Zuordnung 
wir noch nicht disponiert haben, notwendig in einen Punkt, welcher auf 
der x-ÄJxe zwischen -f* 1 und 4- oo liegt; alle Punkte des imprünglicJten 
Integrationsgebietes entsprechen gleichzeitig Werten von x, welche zwischen 
0 und 1 enthalten sind. 

Übrigens läfst sich die Zuordnung der u- und a?-Axe in dieser 
Weise immer noch auf zwei Arten hersteilen, indem ja in unserer 
Regel der Durchlaufungssinn der w-Axe willkürlich blieb. 

Wir wollen noch für vier spezielle Integrale t, welche im sechsten 
Kapitel eine wesentliche Rolle spielen, die betreffende Transformation 
auf die Legendresche Normalform hinschreiben. Es sind dieses die 
folgenden Integrale: 



Das erste derselben haben wir schon im dritten Paragraphen be- 
trachtet, es giebt die Zeit an, welche die Kreiselspitze braucht, um 
einen Halbbogen ihrer Bahnkurve zu durchlaufen. Die übrigen haben 
keine meebanische Bedeutung im elementaren Sinne. 

Es ergeben sich nun aus den Gleichungen (3) und (4) bez. aus 
unserer allgemeinen Regel die folgenden Ausdrücke für unsere vier 
Integrale: 
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(5) (D = MF{Jc, y), MF (k', ~), a = MF{k', 

b --= MF(k', <pt), 

wo die Zeichen Jf, k, k', «pa, <Pt> die folgende Bedeutung haben: 


(50 


9« = arc siny (fö = arc sin |/ ^7737^ • TZT^* 


Die Aufgabe, ein beliebiges elliptisches Integral erster Gattung 
numerisch auszuwerten, ist somit reduziert auf die einfachere Aufgabe, 
den Wert des Legendreschen Integrales FQc, qi) zu finden. Die ver- 
schiedenen Wege, welche hierzu führen, sollen in Kürze namhaft ge- 
macht werden. 

1. Der näehstliegende Weg wäre der, die Quadratwurzel unter 
dem Integralzeichen nach dem binomischen Lehrsatz in eine Reihe zu 
verwandeln und die Integration gliedweise auszuführen. Die Reihen, 
zu denen man so gelangt, sind aber bei einem von Null einigermafsen 
verschiedenen Jc^ nicht hinreichend bequem. Um ihre Konvergenz zu 
verbessern, müfste man diese Methode mit der sogleich zu nennenden 
zweiten kombinieren, wie solches in der That bei Schwarz ‘■*^) durch- 
gehends geschieht, 

2. Eine theoretisch und praktisch gleich schöne Methode besteht 

darin, die Integrationsvariable einer quadratischen Transformation von 
solcher Beschaffenheit zu unterwerfen, dafs das Integral erster Gattung 
in ein ebensolches, nur mit verändertem Modul und transformierter 
Amplitude, übergeht. In erster Linie ist hier die sog. Landensche 
Transformation zu nennen. Der transformierte Modul itj wird dabei ein- 
fach gleich dem Verhältnis des geometrischen zum arithmetischen Mittel 
aus dem Modul h und der Zahl 1; man hat also: iq = 2yÄ;/(l -(- Ic). 
Durch fortgesetzte, geeignete Anwendung dieser Transformation wird 
man auf eine Serie von Moduln ^3, . . . (eine „Modulleiter^^ ge- 

führt, deren einzelne Terme unaufhörlich zunehmen und sich dem 
Werte 1 nähern. Im umgekehrten Sinne ausgeführt, liefert also die 
Landensche Transformation eine nach 0 abnehmende Modulleiter. Ist 
aber auf solche Weise der Modul des elliptischen Integrales genügend 
klein gemacht, so wird die Integration in einfachster Weise ausführbar. 
In der That haben wir, unter Jcn einen genügend kleinen Modul, unter 
g?» den zugehörigen transformierten Wert der Amplitude verstanden. 


*) Vgl. z. B. Art. 48 der Formelsammluxig. 
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direkt: F(hn, ^> 7 ) = 9?n* Diese Methode ist von Legendre mit großem 
Erfolge zur Berechnung seiner Tafeln gehandhabt worden. 

Die sogenannte Methode des arithmetisch-geometrischen Mittels ton 
Gaufs*) ist von der vorgenannten nicht wesentlich verschieden; sie 
zeichnet sich vor jener nur durch formal gröfsere Eleganz aus. 

Statt der guadraüsdien kann man auch Transforrmtionen höherer 
Ordnung zur numerisehen Berechnung der elliptischen Integrale ver- 
werten, wie solches zum erstenmale von Jacobi** ***) ) durchgeführt 
worden ist. 

3. Eine dritte Methode beruht auf der Umkehr der eUiptischen 
Integrale und auf der Einführung der ^-Funktionen, Sie fiihrt, ebenso 
wie die vorige Methode, sehr schnell zum Ziele, kann aber an dieser 
Stelle noch nicht besprochen werden. 

4. Man könnte ferner daran denken, die elliptischen Integrale 
direkt durch mechanische Quadratur y eventuell mit Zuhülfenahme eines 
Integrationsapparates äuszuwerten. Dieses Verfahren bietet den Vorteil, 
auf beliebige elliptische Integrale direkt anwendbar zu sein und 
macht die Transformation auf' die Kormalform überflüssig. Andrerseits 
verlangt dasselbe aber die Berechnung oder Zeichnung der Gröfse 

— bez. für eine gröfsere Reihe von Punkten des In- 

tegrationsinterva;lles. Hierdurch wird der genannte Vorteil reichlich 
aufgewogen, so dafs diese Methode mit den übrigen kaum wird kon- 
kurrieren können. 

5. Eine letzte Methode, welche Avir ganz besonders empfehlen 
möchten, besteht darin, überhaupt nicht zu rechnen, sondern die 
Legendy^eschen Tafeln^) nachzusehen. In der That werden wir uns 
dieses schönen Hülfsmittels ebensowenig entschlagen woUen, als wir 
den Logarithmus einer Zahl anders wie aus den Logarithmentafeln zu 
finden gewohnt sind. Der Gebrauch der Legendreschen Tafeln ist sehr 
bequem. Man hat nur nötig, von dem Modul k zu einem Winkel 0 
mittels der trigonometrischen Tafeln überzugehen, welcher sieh aus 
der Gleichung k — sin 0 bestimmt. Dann findet man für alle vollen 

*) Gaiifs: Ges. Werke, Bd. III, pag. 861 u. ff. 

**) Jacobi: Ges. Werke, Bd. I, pag. 31; man vergl. aucb Klein-Fricke, 
Modulfunktionen, 11 pag. 111. 

***) Ausführlicb. dargestellt von Scbellbaeh: Die Lehre von den elliptischen 
Integralen und den Tbetafunktionen, Berlin 1864, namentlich zu vgl. 1. Abteilung, 
4. Abschnitt. 

t) Bd. n des traite des fonctions elliptiques, Paris 1826, pag. 284—363 u. 
pag. 222—245. Es wäre sehr zu wünschen, dafs diese heutzutage ziemlich seltenen 
Tafeln durch Neuabdruck leichter zugänglich gemacht würden. 
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Grade von 0 und q) zwischen 0 und 90 den Wert von jP(sin 0^ g?) 
auf 9 Decimalen genau in den Tabellen. Die sogenannten vollständigen 

Integrale erster Gattung, d. h. die Werte von J5^^sin0, sind von 

Legendre sogar noch genauer berechnet. Neben den Integralen erster 
Gattung geben die Tafeln auch die sogenannten Integrale zweiter Gattung 
y) an, auf deren Definition wir hier nicht einzugehen brauchen. 
Hiernach wird man auf eine der vorgenannten Methoden nur dann 
zurückzugreifen gezwungen sein, wenn es sich um die Auswertung 
eines Integrales erster Gattung mit komplexen Grenzen oder mit kom- 
plexem Modul handelt. 

Als Beispiel berechnen wir in diesem Sinne etwa die Zeit, welche 
die Kreiselspitze in den Figuren 24 bis 28 gebraucht, um von einem 
tiefsten Punkte ihrer Bahn bis zu dem nächstfolgenden höchsten Punkte 
zu gelangen, d. h. den Wert der halben Periode m. 

Während wir in jenen Figuren früher P — 1 voraussetzten, 

nehmen wir, um unsere letzten Formeln direkt anwenden zu können, 
P= -|-lj müssen dafür aber (nach pag. 250) die auf pag. 243 ange- 
gebenen Werte der Grölse e' im Vorzeichen umkehren. Überdies wür- 
den diese Werte jetzt, da sie die kleinste der in Betracht kommenden 
Wurzeln von JJ==0 darstellen, mit e zu bezeichnen sein. Die zweite 
Wurzel entspricht dem in aUen jenen Figuren als Grenzkreis auftreten- 
den Äquator, so dafs wir haben: e' =0. Die noch fehlende Wurzel e" 
ergiebt sich darauf aus der quadratischen Gleichung iJj = 0, welche 
in unserem Falle (vgl. pag. 240) die einfache Gestalt annimmt 

wN2 + 2AP(l— i42) = 0. 

Setzen wir hier P — 1 and wie früher auch Ä — 1, so ergiebt sich 

tt*— 1=0. 

Diese Gleichung zeigt, dafs e" einfach das Reciproke der auf 
pag. 243 angegebenen Wurzel wird. Hiernach sind die in Gleichung (5) 
vorkommenden Gröfsen Mj sowie Ic und der zugehörige Winkel 0 sehr 

leicht zu berechnen. Den Wert von IgP^i, entnehmen wir als- 
dann der Tafel I von Legendre und berechnen die gesuchte Gröfse co 
nach Gleichung (5). Das Resultat stellen wir in der folgenden Tabelle 
zusammen. 
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1,854 

25 
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99 
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44,7 
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. 1,848 

26 

10 

9 

0,99879—1 

VE 

42,0 
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1,807 

27 

2 

0,95154—1 

Vi 

26,6 

0,22007 

1,484 

28 

OO 

— OO 

* unbeet. 

unbest. 

unbest. 
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Wir sehen hieraus, dafs die» Durchlaufimgsdauer des einzelnen 
Halbbogens bei wachsendem N fortgesetzt abnimmt, bis sie in Fig. 28 
den Wert 0 erreicht. W^nn wir an der Verabredung festhalten, dafs 
die Werte von Ä, JP, n und N im absoluten Mafssystem aufzufassen 
sind, so bedeutet der angegebene Wert von o Sekunden. 

Wichtiger noch als die Beziehung zwischen t und u ist für uns 
die Abhängigkeit zwischen ^ und w, weil uns diese direkt die Gestalt 
der Bahnkurve liefert. Wir haben uns daher weiter über die Be- 
rechnung des eUiptischen Integrales ^ zu orientieren 

Um auch hier an Legendre anknüpfen zu können, wollen wir ^ 
durch die sogenannten Normdlintegrale dritter Gattung von Legendre 
ausdrücken. Sein Normalintegral dritter Grattung definiert Legendre 
folgendemiafseji : 

. 9» i>) = 



/ 


dap 


1 — sin* tf ]/l — Ic* sin* tp 


Die Grölse welche bei Legendre als reell vorausgesetzt wird und 
welche übrigens, damit das auf reellem Wege genommene Integral einen 
Sinn hat, nicht zwischen -f- 1 und + oo liegen darf, heifst der Para- 
meter des Integrales. 

Wir wollen zeigen, dafs sich f als lineare Kombination zweier 
Normalintegrale dritter Gattung darstellen läfst. 

Zu dem Zwecke zerlegen wir zunächst den unter dem Integral- 
zeichen vorkommenden Faktor in Partialbrüche, d. h. wir setzen 

n — Nu 1 / n N , n — N \ 

A(1 — u*) t -r^uJ ^ 

so dafs wir erhalten: 
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, » 4 .JV/* 1 d» t n—N p 1 

24 J 14.« + 2J. J i_ 


du 


äu 


Ferner werden wir die Grofse dnreh eine der oben angegebenen 
Transformationen anf die Form - bringen. Wir können 

uns dabei anf den Fall bescbränken, dafs die ursprüngliche Integrations- 
variable in dem Gebiete ee' verlauft. Alsdann haben wir diejenige 
Transformation anzuwenden, welche oben zu der Gleichung (3) führte, 
wir haben also die neue Integrationsvariable x durch die Gleichung zu 
definieren: ■ 

U — o 

e' — € 

Hieraus ergiebt sich 


1 + M = (1 + e) + (e' — e) x, 

während sich gleichzeitig die Gröfse ebenso transformiert, wie in (3). 
Der Ausdruck von wird daher: 




dx 


+ 


-Vi 


Piß" — e) 


+ « + («'■ 

f — 

e/ 1 — e — (6'- 


• e)x }/x{l — x) (1^ 
dx 


Ic^x) 


{e' — e)x yx (1 — a?) (1 — x) 

Um von hier aus die Legendresche Normalform herzustellen, haben 
wir nur x = sin^ cp zu setzen und bezw. 1 -f- e oder 1 — e aus dem 
ersten oder zweiten Integrale herauszuziehen. Dann ergiebt sich direU 
'tjj dis lineare Kombination zweier Normdlintegrdle in der Form 
ip = G^Tl {kj (p, p^) + CglT Qv, cp^ 

wo die Gröfsen k, cp durch die früheren Gleichungen (3') definiert sind 
und wo die folgende Bedeutung haben; 

n / 2 ^ n — N-j / 2 

K AP{e"---ey ^2— yn-e Y \ 




Pi = 


1 + e 
d — e 


AP(ß"—ey 


P% 


Es würde also des Weiteren nur noch nötig sein, die numerischen 
Werte der Legen dreschen Normalintegrale dritter Gattung auf mög- 
lichst einfachem Wege zu finden. Leider giebt es und kann es zu 
diesem Zwecke keine Tafeln geben. Da nämlich der Wert des Inte- 
grales T\(kj cpdp) von drei veränderlichen Gröfsen abhängt, müfsten 
die in Rede stehenden Tafeln Tafeln mit dreifachem Eingänge sein. 
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§ 9. Ajigenäierte Berechinang der Ereiselbajumn. 

Iminerliin können wir auch hier ans den Legendresehen Tabellen 
Nutzen ziehen, wenn wir uns auf die Berechnung der sog, ,, vollständigen 

Integrale dritter Gattung^^ beschmnken, was für unsere 

Bahnkurven bedeuten würde, dafs wir nur nach der Spannweite 2^«, 
der einzelnen Teilbögen fragen und auf die Konstruktion der einzelnen 
Kurvenpunkte verzichten. Wie nämhch Legendre*) gezeigt hat, lassen 
sich seine vollständigen Integrale dritter Gattung allemal auf Integrale 
der ersten und zweiten Gattung reduzieren, welche in ihren oberen 
Grenzen den Paraineter p enthalten und welche zum iSlodul teils den 
Modul Ic des Integrales TT, teils den komplementären Modul haben. Da 
wir nun die Werte der Integrale erster und zweiter Gattung in den 
Tafeln direkt nachsehen können, so gestatten diese Reduktionsformeln 
die vollständigen Integrale dritter Gattung und mithin auch die Gröfse 
von Tpoi verhältnismäfsig schnell zu finden, von deren Wert die Gestalt 
der Bahnkurve in erster Linie ahhängt. 

Auf diesem Wege sind die Spannweiten der Teilbögen in den 
Figuren des ersten Paragraphen berechnet worden. Auf die* Aus” 
führung dieser Rechnungen, sowie auf die eigentliche Bedeutung der 
Reduktionsformeln wollen wir indessen an dieser, Stelle nicht eingehen, 
da wir im sechsten Kapitel die oben unter (3) genannte Methode aus- 
führlich behandeln werden, welche jedesmal beliebig viele Punkte der 
Bahnkurve auf kürzestem Wege zu finden lehrt. 

§ 9. Über angenäherte Berechnung der Kreiselbahnen. 

Der Gegensatz zwischen angenäherter und genauer Rechnung ist 
im allgemeinen kein scharfer. Jede numerische Rechnung wird, sofern 
es sich nicht zufällig um rationale Zahlen handelt, immer nur bis zu 
einem gewissen Grade der Genauigkeit durchgeführt. Der Gegensatz sollte 
eigentlich nicht heifsen: ,/Jenum und angenänerte Berec]mung^\ sondern 
vielmehr ,jlteehnung mit beliebiger und mit begrenzter Armäiierung^^. 
Während die Berechnung der elliptischen Integrale nach den Methoden 
des vorigen Paragraphen, (sofern wir nicht gerade die Legendresehen 
Tafeln benutzen), bivS zu jedem beliebigen Grade der Genauigkeit ge- 
trieben werden kann, wmden wir die jetzt anseinaiiderzusetzenden 

Ygl. den ersten Band des Traite^ Eap, 23, wo je nach dem Werte des 
Parameters drei verscbi.edene Bednktionsformeln aufgestellt werden, sowie auch 
das oben genannte Buch von Schellbach. Abt. 1, Äbschn. 10. 

**) Bei dieser Berechnußg sind wir durch Hm. Otto Blumenthal in aus- 
giebiger Weise uaterstütst worden. 
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Methoden nicht soweit führen, dafs sie eine beliebige Verschärfung 
ohne Weiteres zulassen — ein Verfahren, welches sehr häufig in prakti- 
schen Anwendungen Platz greift. 

Sollen derartige Methoden von begrenzter Genauigkeit einen wirk- 
lichen Wert haben, so müssen wir Tor allem fordern, daüs wir den 
begangenen Fehler abselätzen können. Dieser Forderung werden wir 
im Fönenden genüge leisten. Zeigt es sich nun, dafs der Fehler unter- 
halb der für den Torliegenden Zweck zulässigen Fehlergrenze liegt, so 
wird uns unsere angenäherte Berechnung dieselben Dienste leisten, wie 
eine beliebig genau zu gestaltende. In der That werden wir später 
die interessantesten Fälle der Kreiselbewegung gerade mit den jetzt zu 
betrachtenden Methoden von begrenzter Genauigkeit behandeln. 

Wir betrachten zunächst das elliptische Integral erster Gattung 


U 



welchem wir (ygl. pag. 261) die Form geben können . 

du 




e) {e' — u) {e" — u) 


Dabei setzen wir, wie im vorigen Paragrapben, voraus 
P > 0 und — 1 < e < e' 1 < 

Die Variable u ist während der Integration zwischen die Grenzen 
e und e' eingeschränkt. Jedenfalls wird daher 


e" — e'< e ' — u < e ' — e. 


Der Integrand ist positiv, solange sich u in der oberen Überdeckung 
der u-Axe befindet. Indem wir nun für e " — u den zu kleinen Wert 
e '" — e' oder den zu grofsen e" — e einsetzen, vergrofsem oder ver- 
kleinern wir den Wert des Integrales. Wir haben daher, solange wir 
die Integrationsvariable den Verzweigungspunkt e' nicht überschreiten 
lassen: 




du 


Hw — e) («'—«) 


< 


r-i‘< 


V7- 


ff 


du 


'\/{u — e) (e / — w) 


Die zuletzt hingeschriebenen Integrale lassen sich leicht trigono- 
metrisch ausführen. Wir setzen etwa zu dem Zwecke: 

(2) e'-\-e = 2 uq, e ' — e — 2 s, 


U — — d. 
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Hier bedeutet £ den halben Vertikalabstand der beiden Begrenzungs- 
kreise^ innerhalb deren die Bahnkurre yerlauft; Uq bestimmt denjenigen 
Parallelkreis, dessen Ebene in der Mitte liegt zwischen den Ebenen 
der Begrenzungskreise, oder, wie wir kurz sagen wollen, den „mittleren 
Parallelkreis der Bahnkurve d mifst den Abstand der Kreiselspitze 
von der Ebene dieses mittleren Parallelkreises. Wir erhalten daraufhin 


(3) 

und 


u — e = e ' — u = £ — S 

/ du f* dS . 18\ . « 

v(.~;) (.■-„) -J “ W + ’S- 


-e) {e' — u) 

Mitliin wird nach (1) * 

1 . S ^-\ßP u 

arc sm - < ^ 


ye" — e' 


itre Sill: 


wo —yVyp Zählen wir im Folgenden die Zeit von 

- demjenigen Momente an, wo die Kreiselspitze durch den mittleren 
Parallelkreis Uq hindurchgeht, so können wir statt t — einfacher t 
schreiben. 

Wir haben also zwei Grenzen gefunden, zwischen 'denen die (so 
gezählte) Zeit t liegen mufs, nämlich die untere Grenze 

't/A . S 

und die obere 

i/ 3 . s 

y 2P(e — e) € 

Die fraglichen Näherungsformein erhalten wir nun einfach, indem 
wir für t einen zwischen diesen beiden Grenzen gelegenen mittleren 
Wert substituieren 

Wir ersetzen etwa in den vorigen Foiuneki Ye'" — e und Ye"' — e 
durch den mittleren Wert ]/e'" — und schreiben: 


(4) 

Wir wollen vor allem den Fehler abschätzen, den wir hierbei be- 
gehen. Derselbe heifse x und werde in Bruchteilen des ganzen Wertes 
von t berechnet. Sicher wird r, vom Vorzeichen abgesehen, kleiner 
als die Differenz unserer beiden Grenzwerte, dividiert durch den kleineren 
von ihnen. Wir haben also 
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Die so gefundene obere Grenze fdr den relativen Fehler |t| 
hängt enge mit dem Legendreschen Modul * des elliptischen Integrales i 
zusammen. Nach Gleichung (5') des vorigen Paragraphen ist nämlich 



1 r 


mithin gilt 

( 6 ) 

^"'"^^Beispidsweise können wir unsere Näherungsformel dazu benutzen, 
um die Zeitdauer a zu berechnen, welche die Kreiselspitze braucht 
um von dem unteren Parallelkreise u — e bez. d — - ^ bis zu dem oberen 
ii == e bez. d = £ zu gelangen. Aus (4) ergiebt sich der Näherungswert 


( 7 ) 


m 




A _ 


Wollen wir gleichzeitig den Genauigkeitsgrad dieser Formel zum 
Ausdruck bringen, so können wir schreiben, unter d' einen unbekannten 
echten Bruch v(n*standen: 



Wir wollen uns schon hier mit einem Gedanken vertraut maelien, 
der erst im sechsten Kapitel zur vollen Geltung kommen wird. Offenbar 
ist es vom analytischen Standpunkte aus bequem, in Gleichung (4) 
von der (unendlich vieldeutigen) Arcus -Sinus -Punktion zu der (ein- 
deutigen) Sinus -Funktion überzugehen. Dies entspricht auch durchaus 
dem Sinne des mechanischen Problems, bei welchem man doch wün- 
schen wird, die Lage des Kreisels als Funktion der Zeit, statt um- 
gekehrt die Zeit -aus der Lage der Kreiseispitze zu berechnen. Wir 
werden also die Gleichung (4) iirnhelirmy indem wir § bez. u als ex- 
plicite Funktion von t ausdrüeken. Wir bekommen so: 

(8) d = 

oder nach (2): 

(8') M = -f d = -f £ sin #1 . 
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Die entsprechende ÜmJceJirung der ursprünglich gewonnenen nn^d- 
lich vieldeutigen Integrale werden wir später auch an unseren ellipti- 
schen Formeln vornehmen. 

Unter besonderen Umständen kann es eintreten, dafs der ob^ be- 
stimmte Fehler t sehr klein wird. Dann leisten uns unsere Näherungs- 
formeln dieselben Dienste wie die früheren exakten Gleichungen. Die 
Umstände, xmier denen dieses stattfindet, lesen wir aus der Ungleichung (5) 
ab: Es mufs entweder nahezu e = e' oder es mufs e" sehr grofs werden. 
Beide Möglichkeiten zusammenfassend, können wir sagen: es müssen 
von den vier Verzweigungspunkten e, e\ oo entweder die beiden 
ersten, oder die beiden letzten einander sehr nahe rücken. 

Die erste Möglichkeit tritt ein, wenn wir von der regulären Prä- 
cession, bei welcher e' genau gleich e wird, durch eine kleine Ab- 
änderung der Integrationskonstanten zu einer wenig davon verschiedenen 
Bewegung übergehen. Solche „der regulären Fräcession benachbarte 
JBewegungen‘‘ soUen im ersten Paragraphen des nächsten Kapitels be- 
handelt und durch Näherungsformeln im Sinne dieses Paragraphen 
dargestellt werden. Ebendahiu gehört auch die Bewegung des auf- 
rechten KreiseJs‘^ im stabilen Falle, bei genügend kleiner aufserer Störung 
(vgl. § 4 und 5 des folgenden Kapitels). 

Um zu eutscheiden, wann die zweite Möglichkeit, der Fall eines 
sehr grofsen Wertes von e'\ eintritt, wollen wir e" durch unsere Inte- 
grationkonstanten n, N u. s. w. ausdrücken. 

Da e'- und e" als Wurzeln der quadratischen Gleichung = 0 
bestimmt wurden, ergiebt sich der Wert von e' -j- e", wenn wir den 
negativ genon^enen Koeffizienten von u in dieser Gleichung durch 
den von dividieren. Wir finden also aus Gleichung (2) von pag. 240 


( 9 ) 


2nNe 


^ ~ 2^P(1 — e*) 

Dieser Wert wächst im allgemeinen mit wachsendem n und V, 
sowie mit abnehmendem P. Es möchte zunächst so scheinen, als ob 
auch im Falle e gleich oder nahezu gleich + 1 der Wert von e" un- 
endlich bez. sehr grofs würde. Dem ist aber nicht so, weil alsdann 
gleichzeitig mit dem Nenner auch der Zähler verschwindet. Es be- 
deutet nämlich der Zähler geometrisch das Quadrat der Verbindungs- 
linie zwischen dem Endpunkte der Impulskomponente n und der Impuls- 
komponente N in der Anfangslage u — e. Ist nun e === + 1, so wird 
diese Verbindungsstrecke ersichtlich gleich NuU. 

Mithin wird e" nur dann sehr grofr, wenn eine der Impulskom- 
ponenten n, N sehr grofs wird, oder, genauer gesagt, wenn das Quadrat 
einer dieser Gröfsen im Verhältnis zu der gleichbenannten GrÖfse ÄP 


Xloin-Sommerfeld, Kreiselbe-wegung. 2. Aufl. 


IS 
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eine sehr betraelitlielie Zalil darstellt. Dies war pag. 253 u. fif. bei Unter- 
sudiimg der GrenjufäUe w = oo, N oo der Pall Wir sehen daher 
jetzt den Grund ein, weshalb wir in jenen Grenzfallen die Darstellung 
der Bewegung durch elliptische Integrale entbehren konnten; es würde 
nunmehr auch leicht sein, den Fehler t in den früheren Annäherungs- 
formeln genauer abzuschätzen. 

Die von uns sogenannte ,ypseudoreguläre Präcession'' können wir 
ebensowohl der ersten wie der zweiten der auf voriger Seite unter- 
schiedenen Möglichkeiten zurechnen. Bei dieser Bewegung, die gleich- 
falls im nächsten Kapitel- untersucht werden soll, wird daher die An- 
wendung unserer Annäherungsformeln ebenfalls nur einen sehr geringen 
Fehler ergeben. 

AUe diese Einzelfälle sind vom Standpunkte der elliptischen Inte- 
grale dadurch charakterisiert, dafs nach (5) der komplementäre Modul jk' 
nahezu gleich 1, d. h. der Legendresche Modul Je selbst nahezu gleich 
Null wird. Dafs wir in einem solchen Falle die Theorie der elliptischen 
Integrale entbehren und die Bewegung mit grofser Annäherung durch 
elementare Funktionen darstellen können, ist nach dem vorigen Para- 
graphen von vornherein klar. Bei verschwindendem Modul Je geht 
nämlich das Legendresche Normalintegral F(Jc, Kp) (s. Gleichung (2) 
von pag. 260) direkt in den Wert der Amplitude w über, wobei sich 
Kp mittelst der ursprünglichen Variabein u bez. S als ein Arcus-Sinus 
ausdrückt. Dies entspricht genau der im Vorstehenden gegebenen an- 
genäherten Darstellung der Bewegung. Der Fortschritt der jetzigen 
Betrachtung besteht lediglich darin, dafs wir nunmehr bei nicht ver- 
schwindendem Je die Gröfse des Fehlers in unsern Ajinäherungsformeln 
nach (6) durch die Gröfse von Je abschätzen können. 

Wir mögen hier noch einmal an die oben geschilderte Berechnung 
der elliptischen Integrale nach der Methode von Legendre oder Ganfs 
erinnern. Wie erwähnt, beruht diese Methode auf der fortgesetzten 
Anwendung gewisser quadratischer Transformationen, welche den Er- 
folg haben,, den Modul des Integrales successive zu verkleinern. In 
einem derjenigen Fälle nun, wo imsere Annäherungsformeln nur einen 
geringen Fehler ergeben, wird die Anwendung jener Transformationen 
überflüssig, indem der Modul von vornherein so klein ist, dafs wir ohne 
erheblichen Fehler die Integrale direkt auf elementarem Wege aus werten 
können. 

Bei den oben genannten Spezialfällen der pseudoregulären Präcession^ 
der aufrechten KreiseTbewegung u. s. w., liegt also von seihst derjenige 
GrenzfaU vor, den Gaufs und Legendre durch genügend häufige An* 
Wendung ihrer TränsformationsfnetJioden zu erreichen streben. 
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Aufser den Kabermagsfomeln filr u werden wir solefae far it 
brauchen. Wir haben dabei yon der Öleichim^ (6) yoir pag. 238 aua- 
zugehen : 

Die rechte Seite zerlegen wir praktischer Weise in Partialbrftche, 
wie bereits pag. 267 ^schehen und erhalten: 

^ 2.4(1+«) ^.2^(1 — «> 

Hier setzen wir, wie in Gleichung (2) von pag. 270, « = Mq + 'd und 
nehmen mit dem Ausdru^e (1 + eine, identische Umformung 

vor. Es gilt, wie man leicht bestätigt: 


1+« 1+«» (l + «„)*T“-^‘+> ■‘H 


+ «,)* + ^> -^"“(l + u,)* l+u> 


4* 1 

(1— Mj)* 1 — 


Gleichung (11) geht daher über in 


n r]- N . n — N «/ w + 2? 

2^1(1 + u^ ^ 2Äil — u^) ~ ® \2A(i 


n If n — ^ \ 

2A(1 + u,)* “ 2^(1 ^ 


Sodann führen wir für ä den Näherungswert aus Gleichung (8) 
ein. Wir habeU; wenn wir die Qenauigkeitsgrenze r in unserer Formel 
zum Ausdruck bringen: 

d = « sin I (1 + S-r) * 

Hierfür schreiben wir auf Grund des Mittelwertsatzes bez. der mit 
dem ersten Gliede abgebrochenen Tayiorschen Entwicklung: 

d == £ sin ^ “ gl /I .i- V 


/2P(e" — Mo) 


• r - t - cos M ”) (1 + 9''r)(| , 


wobei &•' ebenso wie vorher ■& einen echten Bruch bedeutet. 

Die Gleichung (12) nimmt darauf hin, wenn wir die Glieder passend 
zusammenfassen, folgende Gestalt an; 


, n- Nu, , 2 »«0 - N(1 + Mo’) /%,• 1 1 /^ P(e"-^,) 

^ =4(l-«o^ + J(n=öi £Sm^|/ ^ 

„ w + jV^, . 2nM.- 37(1+«.*) „ 

® — o~"+ + ~2X“-^- + — 4(1 -.u,r 


+ JS, 
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Jetzt fahren wir die Integration nach t aus; wir erhalten, wenn 
wir von einer unwesentlichen Integrationskonstanten absehen, welche 
den Wert von ^ fdr ^ = 0 bestimmt, ein Glied, welches proportional 
mit t anwächst, ein zweites, welches periodisch ver&iderlich ist, und 
endlich ein Restglied, 

Die in Rede stehende angenäherte Darstellung von ^ soll nun 
einfach darin bestehen, dafs wir in der so erhaltenen Gleichung das 
Restglied zunächst unterdrücken imd setzen: 


(rr) t 


A{1— V) ' (1 - — Wo) 


a cos 



Den Grad der Annäherung würden wir nachträglich durch Diskussion 
des Restgliedes festzustellen haben. 

Die Gleichungen (8') wnd (14') zu&ammmgenommm liefern dm 
angenaherte JDarstdlung für die Bahnkurve der Krdselspitze, welche im 
aUgemdnen zwar mit erheblichen Fehlem behaftet sein wirdy unter Um- 
ständen aber die exakten Formeln mit Vorteil zu ersetzen vermag. 

Diese Darstellung läfst eine sehr anschauliche Deutung zu. Wir 
woUen zunächst die beiden Teilbewegungen einzeln betrachten, welche 
bez. durch die beiden ersten oder die beiden zweiten Terme besagter 
Gleichungen dargestellt werden. Die beiden ersten Terme sind: 


u^ — Uq, 


^1 


n — ^ 


Sie definieren eine reguläre Fräcession, bei welcher der mittlere Parallel- 
kreis Uq mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit durch- 

laufen wird. Die beiden zweiten Terme: 


j = f sin I ^ 


^2P{e-~u,) 1 

j ty 


^2 






a cos 


(1/^ 


2P(e--tO 




sind harmonisch veränderliche Gröfsen von derselben Periode und un- 
gleicher Amplitude; sie stellen, für sich betrachtet, eine elliptische 
Schwingung dar. Die letztere bezeichnen wir auch, indem wir einen 
in der Astronomie gebräuchlichen Ausdruck aufnehmen, als Nutation 
der Kreiselspitze. 

Die Gesamtbewegung, wie sie durch unsere Näherungsformeln be- 
schrieben wird, entsteht aus der Überlagerung der soeben beschriebenen 
Teilbewegungen. Unsere Formeln stellen also die Bewegung der Kreisel- 
spitze dar als Überlagerung einer regulären Fräcession mit dner periodisch 
sich wiederholenden Nutation. Wir haben uns zu denken, dafs die Kreisel- 
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spitze auf dem mittleren Parallelkr^e mit konstanter Winkelge- 
schwindigkeit entlang geführt wird imd gleichzeitig relativ zu diesem 
ihre Ifutationsschwingung aosfdhrt. Man wolle in diesem Sinne die 
Figuren des § 2 einer nochmaligen Betrachtung unterziehen und sidi 
die Beschaffenheit der in jedem Falle erforderlichen Pracession und 
Nutation vorsteHen. Besonders nahehegend und fruchtbar wird diese 
Vorstellung bei der die pseudoregulare Pracession darstellenden Fig. 28. 

Die Hauptfrage, die nach dem Genauiglceifsgrad unserer Nahemngs- 
forrndn, bleibt nun zu heq>rechen. Der Genauigkeitsgrad unserer Formel 
für u ist oben in durchaus befriedigender Weise bestimmt worden. In 
jedem einzelnen numerisch bestimmten Falle hat auch die Fehlerbe- 
stimmung in imserer Formel für ^ keine Schwierigkeit. Unter allge- 
meinen Voraussetzungen lafst sich aber dieser Fehler nicht so glatt 
ahschatzen. Wir müfsten sonst eine Reihe von Spezialfallen je nach 
dem Vorzeichen der örofsen n, N, % u. s. w. unterscheiden. Es mögen 
daher hiei*über einige wenige Bemerkungen genügen. 

Bei der Fehlerhestimmung in (14') haben wir an den in (14) an- 
gegebenen Wert des Restes B anzuknüpfen, durch welchen sich der 
Fehler f folgendermafsen berechnet 

f = f Edf] 

f bedeutet dabei (im Gegensatz zu dem obigen Fehler r) nicht den 
relativen, sondern den absoluten Fehler. 

Wir werden wesentlich den speziellen Fall betrachten, wo die 
beiden Parallelkreiae e und e hinreichend nahe aneinanderli^en, wo 
also 2b — e — e eine Meine Grofse ist In diesem Falle wurde auch 
der Fehler r hei unserer obigen F^erabschatzung sehr klein und zwar 
verschwindet er nach (5) bei versehwindendem b von der ersten Ord- 
nung. Von den drei Termen nun, aus denen sich B in Gleichimg (14) 
zusammensetzt, enthalten zwei, nämlich die mit Bj^ und JL. multi- 
plizierten, den Faktor weil d den Faktor b enthält^ der dritte Term 
(vgl. den obigen Ausdruck für r) besitzt den Faktoir bx. Wir können 
sagen, dafs B bei verschwindendem b von dmt zweiten Ordnung 
verschwindet, wahrend die in unseren Naherungsformelii beibehaltenen. 
Glieder höchstens von der ersten Ordnung in b werden. Mithim 
stellt lei hinreichend Tcleinem b tmser Fehler f einem MiMg Meinm Bruch- 
teil der rechten Seite mn Gleichung (14') dar,. In diesem Falle ^ 
also die l^mzte Anwäterung unserer Formeln (S') und (14') in tim 
heliebige Ämmherung über. 

Eine Ausnahme ist dabei wohl zu beachten. Im Jfenner von B 
kommt der Term 1 — bez. 1 i ^ Nimmt einer dieser 
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Fakten m d^eeiben «Mafse ab, wie die Paralielkreise e und e' zru- 
sftiniu^Qntlekeii^ so kann die .Sleinheit des Zahlers in R durch die des 
Nenners anfgewogen werden. Die vorstehende Aussage gilt daher nur 
dann^ wenn die Sahn der Kreiselspitze nicht in unmittelbarer Nähe 
des Nord- oder Südpols der .Einheitskugel verläuft. In hinein solchen 
Palle konnten., selbst bei kleinem e, unsere Niherungsfonneln 

ein ganz falsdies Bild der Bewegung liefern. Wir werden daher im 
folgenden Kapitel (vgl. § ^§) -die in der Nähe der Pole 'stattfindeuden 
Bewegungen einer besonderen Betrachtung unterziehen. 

:Zum Schlüsse ein Wcwct über das Verhältnis unserer jetzigen Be- 
rechnungswÄe des elliptischeü Integrals erster Gattung zu den Me- 
thoden des vorigen Paragraphen. 

wir den Faktor (e" — bei der Aufstellung von Formel (4) 
dureh die konstante Gröfse ersetzen, so kommt dies auf 

dasselbe hinaus, wie wenn wir Jenen Term nach aufsteigenden Potenzen 
von M — % entwickeln und die Entwickelung mit dem konstanten 
Gliede abbjachen. Es liegt mm nahe, statt des . ersten mehrere Glieder 
bez. die ganze Entwickelung zur Berechnung von t beizubehalten. Im 
letzteren Falle entsteht eine konvergente unendliche Heike von Tennen, 
welche sich sämtlich durch cyHonijelirische Punktionen ausdrücken lassen. 
Berücksichtigen wir eine gen^ende Anzahl von ihnen, so können wir 
ga3iz allgemein den Grad der Annäherung nach Belieben verbessern. 
Man sieht also: Unser Nälierur^sverfahrm von. begrenMer Genauigkeit 
kommt j in firner Weise ausgestaltet, mf die pag, 264 mtler (1) genannte 
Beikemiethode mn beliebiger Genauigkeit zurück. 



Kapitel V. 

Über besondere Bewegongsformcn des schweren sjmmetriseben 
Kreisels, namentlich über die psendoregnläre Pracession sowie 
über die Stabilität der Bewegungen. 


§ 1. Die reguläre Pracession und ihr benachbarte Bewegungsformen. 


In diesem Kapitel wollen wir einige spezielle Bewegungen des 
Kreisels^ z. B. die reguläre Pracession und namentlicli die Yon uns als 
pseudoreguläre Pracession bezeichnete Bewegung genauer untersuchen. 
Dabei wird die heikle Frage nach der StahiUtcU der Bewegungen im 
Vordergründe unseres Interesses stehen, eine Frage, die auf allen Ge- 
bieten der Mechanik eine grundsätzliche Rolle spielt, nicht' minder auf 
den verwandten Gebieten der Physik und Chemie. 

Wir beginnen mit der Untersuchung der regulären Pracession des 
Kugelkreisels vom Trägheitsmomente A. Als Grenzfall aus der allge- 
meinen Bewegung des Kreisels erhalten wir sie, wenn wir die beiden 
Parallelkreise u = e und u — e\ zwischen welche die Bahnkurve der 
Kreiselspitze eingeschiossen ist, zusamm enrücken lassen. Berücksich- 
tigen wir noch, dafs e und e' Wurzeln der kubischen Gleichung U~0 
sind, so können wir sagen: Analytisch ist die reguläre Bräcession da- 
durch charakterisiert, dafs die Qieichung TJ = 0 eine zwischen — 1 und 
1 gelegetie Doppelwurzel erhält Es miifs daher neben TJ auch der 

Differentialquotient 4^ fdi* u = e verschwinden. Bilden wir diesen 


nach den Gleichungen (1) und (2) von pag. 240, 
Bedingung: 


so erhalten wir die 


( 1 ) 


■Ne N- 


A(l — e*) ÄfL — e*) 




welche, wie schon pag. 252 bemerkt wurde, mit der aus der Theorie 
des Deviationswiderstandes gefolgerten Gleichung Ayv = JP identisch ist. 

Eigentümlicherweise ver>sagt in diesem einfachsten Falle der Kreisel- 
bewegung unsere allgemeine Integrationsmethode. Wenn nämlich e' 
wird, so zieht sich der Integrationsweg für u in den Ausdrücken von 
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t, f und g> auf einen einzelnen Punkt zusammen und unsere Integrale 
verlieren zunächst ihren Sinn. Wir gehen daher lieber auf die nicht- 
integrierten Gleichungen 


(2)1 


du d’if} _ Nu ^ ^ N — nu 

_ = yc/, -gy ^(1 — dt A(l—u^) 


ztirück lind verifizieren direkt, dafs sie erföllt sind, wenn wir 


(3) cos # = w = e, ^ — vt, (p = fit 

maclien. In der That geht die erste Gleifehung Üxr u^e = const 
über in 0 == 0; die beiden letzten Gleichungen werden ebenfalls be- 
friedigt, wenn wir die Gröfsen v und (i mittelst der Integratipnskon- 
stanten w, N und e folgendermafsen bestimmen: 


n — Ne_ N — ne 

(^) ^ “ A{l--ey ^“^(1 — e*)' 

Hierbei haben wir auf einen merkwürdigen Widerspruch mit dem 
Vorhergehenden aufmerksam zu machen, der aber nur formaler Natur 
ist. Unsere letzte Betrachtung zeigt, dafs die Gleichungen (2) bei 
ganz beliebiger Wahl der Integrationskonstanten e, n und N und 
entsprechender Bestimmung der Konstanten fi und v durch die 
Gleichungen (3) erfüllt werden. Es möchte daher scheinen, als ob die 
reguläre Präcession bei beliebigen Anfangsbedingungen eine mögliche 
Bewegung darstellt, während doch oben behauptet wurde und aus 
unseren früheren Entwickelungen hervorgeht, dafs sie es nur dann ist, 
wenn zwischen den Integrationskonstanten die Bedingung (1) besteht. 

Um die Notwendigkeit dieser letzteren Bedingung direkt zu erhärten, 
gehen wir auf die ursprünglichen Differentialgleichungen der Bewegung 
zurück, welche wir etwa in der Lagrangeschen Form zu Grunde legen. 
Dieselben lanten nach pag. 154, wenn wir für die Komponenten 6, 
4>, ¥ der äufseren Kraft die pag. 220 angegebenen Werte eintragen und 
für T den Ausdruck (6) von pag. 156 mit G — Ä benutzen: 


( 5 ) 


= — Psin», ^ 

1 [0] = Aff', [Y] = A cos ff), 


-•>, ^- 0 . 

[d>] = A(g)' ~f- co^ ff) . 


Setzen wir hier den Gleichungen (3) entsprechend ff'=0, 

fl, so folgt aus der zweiten Reihe [0] 0, [V] = const., 
[<t>] = const.; in der ersten Reihe werden alsdann die beiden letzten 
Gleichungen identisch befriedigt, während die erste Gleichung unsere 
frühere Bedingung (1) liefert: 


Afiv = P. 
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Infolgedessen kann nach unseren ursprünglichen Gleichungen in der 
That nur eine gewisse Klasse von regulären Pracessionsiewegungen, welche 
eien durch die Gleichung (1) charakterisiert wird, auftreten. 

Wir werden aber weiter dem Grunde nachzugehen wünsclien, wes- 
halb die Gleichungen (2) Integrale besitzen, welche in den allgemeinen 
Differentialgleichungen (5) nicht enthalten sind Zu dem Zwecke müssen 
wir uns ein wenig über die Bedeutung unserer Differentialgleichungen 
in geometrischer Auffassung yerbreiten. 

Dabei möge es der kürzeren Ausdrucksweise wegen gestattet sein, 
nur von den Differentialgleichungen für u und ip zu sprechen. 

Die Differentialgleichungen (2) bestimmen für jeden Punkt (u, th) 
der Bahnkurve eine gewisse Portschreitungsrichtung (^) oder auch, 

wenn wir woUen, eine gewisse Geschwindigkeit woUen 

uns in jedem Punkte des stereographischen Bildes der Einheitskugel 
die betreffende Portschreitungsrichtung als eine Art Wegweiser markiert 
denken. Den Inbegriff des einzelnen Punktes und des zugehörigen 
Wegweisers bezeichnen wir im Anschlufs an eine heute übliche Aus- 
drucksweise als Linienelement 

Die Lifferoztialgleichungen integrieren heifst nun, eine Kurve an- 
gehen, welche aus lauter solchen lAnienelementen zusammengeseM ist, oder 
einen Weg heschr eiben, welcher überall in Lichtung de)\Wegweiser verläuft. 

Auf Grund dieser Definition sieht man 
unmittelbar, dafs jede beliebige reguläre 
Präcession (n, N, e), welche wir erhalten, 
wenn wir N und n irgendwie und e so 
wählen, dafs die Gleichung 17 = 0 erfüllt 
ist, den Differentialgleichungen (2) genügen 
mufs. Betrachten wir nämlich zunächst die- 
jenige allgemeine Bahnkurve vom Charakter 
der im vorigen Kapitel beschriebenen Kurven^ 
welche den Integrationskonstanten n, N und 
e entspricht, und konstruieren wir uns die 
ganze Schaar von Bahnkurven hinzu, welche 
entsteht, wenn wir jene erste Kurve um den Mittelpunkt der Figur (um 
das Bild des Nordpols) drehen (vgl. Pig. 46). Alle diese Kuiwen sind 
natürlich Integralkurven von (2)^ sie berühren überdies alle den Parallel- 
kreis u — e. Infolgedessen stellt jedes kleinste Stück des Parallel- 
kreises u = e ein Linienelement dar, welches unseren Differential- 
gleichungen entspricht. Dieser Parallelkreis selbst ist daher eine Inte- 
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gralturve der Gleichungen (2), gleichviel ob die Bedingung (1) zwischen 
c, n und JS^ erfüllt ist oder nicht. 

Unsere Betrachtung läfst sich sofort auf beliebige Differential« 
gleichongen erster Ordnung yerallgemeinem: Wenn wir eine Schaar 
von Integralkurven solcher Gleichungen kennen und die Enveloppe 
der Schaar konstruieren, so genügt diese gleichfalls den Differential- 
gleichungen. Man bezeichnet diese besondere Art von Integralkurven 
als singuläre Losungen, weil sie sich aus den allgenoteinen Lösungen 
durch Spezialisierung der Konstanten nicht ergeben. 

Mit Benutzung dieses terminus können wir daher sagen: Die re- 
guläre Präcession ist allerdings hei hdietiger WoM der Konstanten e, n 
und N eine Lösung der IH/ferentialgleichungen (2), aber eine singuläre 
Losung, 

Man begreift nun leicht, dafs die singulären Lösungen von (2) 
nicht auch Lösungen der Differentialgleichungen (5) zu sein brauchen. 
Machen wir nämlich hei letzteren eine der obigen ähnliche Betrachtung, 
so haben wir hier nicht von Linienelementen schlechtweg, sondern etwa 
von Linienelementen zweiter Ordnung zu sprechen. Es werden jetzt, 
nachdem ein Punkt und eine hindurchgehende Portschreitungsrichtung 
irgendwie ausgewählt sind, durch die Differentialgleichungen zugehörige 
Werte der zweiten Differentialquotienten bestmunfc. Unsere Wegweiser 
sind jetzt sozusagen bedingungsweise Wegweiser, welche vor schreiben: 
Wenn wir von einem Punkte in einer gewissen Richtung vorwärts 
gehen, so sollen wir uns mit einer gewissen Krümmung der Bahn 
weiter bewegen. Um die Gleichungen (5) zu integrieren, haben wir 
also jetzt diese Linienelemente zweiter Ordnung zu einer Kurve zu- 
sammenzusetzen hez. die Krümmung der Bahn so einzarichten, wie es 
durch unsere hedingungsweisen Wegweiser vorgeschriehen wird. Die 
Integrdkurven, zu denen wir so gelangen, müssen jedenfalls unter den 
Integralkurven von (2) enthalten sein. Letztere Gleichungen können 
aber möglicherweise noch andere Integrale zulassen. Denn wir können 
aus der Thatsache allein, dafs die Fortsehrei tungsrichtungen einer Kurve 
den Gleichungen (2) genügen, nicht sehliefsen, dafs ihre Krümmungen 
mit den Gleichungen (5) in Übereinstimmung sind. Bei den singulären 
Lösungen ist, wie wir sahen, dieses in der That nicht der Pall. 

Wir können aber weiter behaupten, dafs die allgemeinen Lösungen 
von (2) sämtlich auch den Gleichungen (6) genügen müssen. Denn 
diese Lösungen bilden eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit von Bahn- 
kurven, und aa eine genügende Anzahl sicherlich Integralkurven von (5) sein 
müssen, so werden es alle sein. Es haben also die allgemeinen Losungen 
von (2) die d/mch (6) vorgeschriebene Krümmung^ nicht aber die singulären. 
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Des näheren beachte man folgendes: Die Grleichungen (5) entstehen 
aus den Gleichungen (2) durch Differentiation und Elimination der Kon- 
stanten n, N und k, aber in der Nähe der singulären Lösung £^«=0 nur durch 
einen Grenzprozefs, der für die singuläre Lösung selbst nicht gültig ist. — 

Wir gehen nun zu einer neuen Bewegungsart des Kreisels über, 
zu den schon pag. 273 erwähnten ,,der regulären Präcessim henaeUarten 
Beivegungen'K Wir erteilen dem Kreisel zu dein Ende, während er 
in einer regulären Präcessionsbewegung begriffen ist, einen kleinen 
Anstofs. Die Kichtung des Anstofses soll beliebig, die Gro&e des- 
selben aber beliebig klein gewählt werden dürfen. Unser Änstofe setzt 
sich mit dem zur regulären Präeession gehörigen Impulse nach der 
ParaUelogrammregel zusammen. Die Komponenten des ursprünglichen 
Impulses werden also in einem gewissen Zeitpunkte, den wir als „An- 
fangszeit^^ bezeichnen können, um beliebig kleine Zuwächse, die Kom- 
ponenten unseres Anstofses, yennehrt Die Frage ist, welche Be- 
wegung dem so yeränderten Anfangsimpulse entspricht. 

Am bequemsten zerlegen wir den Impuls in seine Komponenten 
nach den drei durch unser Problem ausgezeichneten Axen, der Piguren- 
axe, der Vertikalen und der Knotenlinie, d. i. in die senkrechten 
Projektionen [V], [<b], [0] des Impulsvektors auf jene Axen. Von 
diesen sind die beiden ersten während jeder natürlichen Bewe^ng des 
schweren Kreisels unveränderlich und mit den Integrationskonstanten N 
und n identisch. Die letzteren Buchstaben mögen speziell die für die 
reguläre Präeession charakteristischen Werte der Komponenten [0] und 
[Y\ bezeichnen; die Zuwächse, welche sie durch unsem Anstofs er- 
fahren, mögen N' und n' heifsen. Die dritte Impulskomponente [0] 
ist im allgemeinen während der Bewegung variabel. Nur bei der regu- 
lären Präeession haben wir speziell [0] == 0, weil nach (5) [0] — 
und <0’'= 0 ist. Der Zuwachs, welcher durch den Anstofs hinzugefügt 
wird, bedeutet daher den Gesamtwert der [0]-Komponente zu Beginn 
der Bewegung. Wir bezeichnen ihn mit [©o], um anzudeuten, dafs 
dieser Wert die [0J-Komponente nur zur Zeit ^ = 0 darstellt. 

Im Übrigen werden wir den Effekt der Impulazuwaehse n\ N' 
und [6J einzeln untersuchen. In diesem Sinne fragen wir zunächst 
nach der Verschiebung der beiden Parallelkreise e und e' bei aussckliefs- 
lieber Vermehrung der Impulskomponente [V] um n\ 

Zunächst ist klar, dafs einer der Parallelkreise e, e' mit dem Piä- 
cessionskreise e zusammenfalit. Da nämlich [©J = 0 sein sollte, so 
wird zu Beginn der Bewegung, wo u — e ist, 0, also auch w'=0. 
Eine Wurzel der Gleichung ?7=== 0 ist also nach wie vor gleich e. 
Die zweite Wurzel e\ welche im Palle n'—O mit e zusammenfallt, 
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wird durch, unsem Anstofs einen Zuwachs erfahren. Wir bezeichnen 
diesen mit 2b, setzen also, wie pag. 270, e' — e = 2s, Dabei ist s 
eine mit n' yerschwtndende Zahl, wie unmittelbar aus der Stetigkeit 
unserer von pag. 250 folgt. Nehmen wir n' hinreichend klein, so 
können wir auch e beliebig klein machen. 

Die Crröfse von e bez. die von 2 a berechnet sich darauf aus der 
Gleichung £7j — 0 von pag. 240 oder, wie wir ausfilhrlicher schreiben 


wollen, 




Diese Gleichung mufs erfüllt sein einerseits im Falle der regulären 
Präcession, d. h. für u — e, v *== % andrerseits im Falle unserer zur 
regulären Präcession benachbarten Bewegung, also für u e 2 b, 
v~n -\-n. Entwickeln wir daher ü^(e 2e , n n') nach dem 
Taylorschen Lehrsätze in der Nähe des Wertepaares (e, n), so er- 
giebt sich wegen (e, n) — 0: 


hier verschwindet die linke Seite; auf der rechten vernachlässigen wir 
wegen der Kleinheit von s xmd n' alle nicht hingeschriebenen höheren 
Potenzen. Alsdann ergiebt sich: 


oder 


2b 


du ' dv 


2 £ = 


dv / du ^ 


wobei wir rechts v = n, u = e einzuti-agen haben. Ohne die ^rechte 
Seite genauer auszureehnen, begnügen wir uns » gezeigt zu haben, dafs 
s auf diese Weise als eine mit n' verschwindende Gröfse in jedem Falle 
bestimmt werden kaim. 

Nicht anders liegt die Sache, wenn wir N um N' vermehren, 
dafür aber die ursprünglichen Werte [M^] = n, [0J = 0 festhalten. 
Der eine Parallelkreis ist wiederum e; die Verschiebung 2 b des anderen 
Parallelkreises berechnet sich wie vorher;- da nämlich die Gleichung 
?7i = 0 in n und N symmetrisch gebaut ist, haben wir in der End- 
formel für s nur n und N zu vertauschen und W statt n zu schreiben. 

Im dritten Falle, wo wir den Anstofs [GJ hinzufügen und =0 

nehmen, verschieben sich beide Parallelkreise e und e\ Es ist nämlich 
jetzt zu Beginn der Bewegung nicht mehr 0, sondern 
mithin ist auch der Änfangswert von u, den wir mit Uq bezeichnen, 
nicht mehr Wurzel von U — 0. Bei der Bestimmung von e und e' 
haben wir daher von dieser kubischen Gleichung und nicht von der 
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quadratischen = 0- auszugehen. Es soll gezeigt werden, dals die 
beiden Parallelkreise e und c' von dem ursprün^ehen Pracessions- 
kreise % in erster Annäherung beide gleichweit abstehen, so dafe 
wie im vorigen Paragraphen den mittleren ParaÜelkreis bedeutet: 



Die ursprüngliche Form des Ausdruckes TJ war pag. 238 in Glei- 
chung (7') angegeben: 

(6) A^U= — {Nu — nf + (i — N^— 2ATu) (1 — v?). 

Zu Beginn der Bewegung = cos ist die linke Seite 

dieser Gleichung bekannt. Da nämlich allgemein 

so wird für u = Uq 

A^ U= sin^ = (1 - V) [ÖoP. - 

Somit folgt die Gleichung 

(7) (1 - V) [0o]^ = - (Nu, - nf +(]c-m^ 2APu,) (1 -<). 

Aus (6) und (7) wollen wir Je eliminieren, nachdem wir in (6) 
JJ =0 gesetzt haben. Wir finden so für die gesuchten Werte n — e 
und u — e' die Gleichung: 

(8) (1 - «^) [0,]* = (Nu - «)^ - (Nu, - uy 

Das Polynom dritten Grades, welches auf der rechten Seite steht, 
kann leicht in Linearfaktoren aufgelöst werden. Setzen wir nämlich 
die rechte Seite gleich Null, so müssen wir die Wurzeln der Gleichimg 
fr — 0 im Palle der regulären Präcessioh wiederfinden, weil [Bq] = 0 
diese Bewegung ergiebt. Die Linearfaktoren der rechten Seite lauten 
daher, — %, u — Uq und u — e'. Der hinzutretende von u unab- 
hängige Faktor wird gleich dem Koeffizienten von in Gleichung (8) 
und die rechte Seite dieser Gleichung gleich 

— 2AP(u—u^y(u — e'y 
Mithin können wir statt (8) einfacher schreiben: 

(1 — u^) [0oP= (e"— li). 

Nun dürfen wir [G^] beliebig klein voraussetzen, so dafs auch die 
rechte Seite aufserordentlich klein wird. Die gesuchten Wurzeln e ixnd 
e' liegen daher aufserordentlieh nahe an Uq. Wir setzen == -1- e 

und erhalten zur Bestimmung von s die Gleichung 

/Q\ 2 (1 — (Uq 4- 

w ^ — 2^P(V'— Wo - «) * 
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Die rechte Seite könnten wir nach Potenzen von s in eine kon- 
Tergente Reihe entwickeln. Da wir aber e ebenso wie [0^] als be- 
liebig klein voraussetzen können, brauchen wir nur das erste Glied. 
Aus diesem ergeben sich zwei entgegengesetzt gleiche Werte für s, 


nämlich 


s 



1 — Wq* 

iÄP{e " — Mo) 


[0o]- 


Hiernach werden die gesuchten Werte 

— £ und e' = 
wo £ mit [Öq] verschwindet. 

Die ParaÜelkreise e and e' stehen also in erster Annäherung gleich- 
weit ab von dem Ausgangskreise dieser stellt, wie behauptet wurde, 
den „mittleren Parallelkreis der Bewegung^^ im Sinne des vorigen 
Paragraphen dar. 

Wir kommen nach diesen Vorbereitungen auf unsere pag. 283 ge- 
troffene Unterscheidung der drei Palle zurück, welche bez. durch die 
drei Werte des Zusatzimpulses A', [ Gq] charakterisiert waren. Allen 
drei Fällen ist, wie wir sahen, gemeinsam, dafs die Parallelkreise e 
und e' einander um so näher liegen, je kleiner der Anstofs gewählt 
war. Bk fraglichen BaJmlcurven sind also ihrem Verlaufe nach dem 
ursprünglichen Fräcessionskreise heliebig benachbart , wie schon in ihrer 
Benennung ausgedrückt wurde. 

Sodann erinnern wir uns der Ergebnisse des vorigen Paragraphen, 
Die dortigen Näherungsformeln (8') und (14'), welche im allgemeinen 
nur eine begrenzte Annäherung lieferten, geben gerade in dem jetzt 
vorliegende^ Spezialfalle eine heliebig gute Annäherung; der Fehler wird 
sowohl in der Formel für u wie in der für ^ bei hinreichend kleinem b 
heliebig klein. Wir werden daher jene Formeln ohne Bedenken*) auf 
die vorhegenden drei Fälle anwenden und schreiben dürfen: 

M = «0 + £ sin 
'4) — cos — : 


die hierbei benutzten Abkürzungen haben folgende Bedeutung: 


( 11 ) 


(ü) 



A n — Nuq 

2P(e"-«o)' 

*A(1 -«,»)■* 




*) Man beachte jedöch die Bedingung von pag. 277, wonach nicht, und 
auch nicht nahezu, gleich ± 1 sein darf. Über diese PräcessionsfäUe folgen im 
§ 5 einige Bemerkungen, 
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wobei n imd N die Gesamtwerte der Impulskomponenten [H^j und [<b], 
d. b. die eventuell um n' und N' vermebrten Werte dieser Komponenten 
bei der ursprünglicben regulären Präcession bezeicbnen. 

Um eine klare Vorstellung von tmsem benachbarten Bahnkurven 
XXL bekommen, betrachten wir die Teilbewegungm der regulären Prä^ 
cession md der NutaUon, in welche die Bewegung der Kreiselspitze 
durch (10) zerlegt erscheint, für sieh. 

Die Bahnkurve der ersten Teilbewegung ist der Pracessionskreis 
ti == Dieser fällt mit dem ursprünglichen Präcessionslcreise nur in 
dem Falle zusamfnm, wo der Anstofs die Kmtenlime zur Axe hat 
{n' — N' —0, [©ol + ö). In den beiden anderen Fällen dagegen ist 
er im Vergleich zu dem ursprünglichen PräeesEdonskreise um das 
Stückchen a im vertikalen Sinne verschoben. Genauer könnten wir so 
sagen; Bei dem Anstofse [ÖJ verschwindet die Abweichung zwischen 
dem mittleren Parallelkreise % und dem Kreise der ursprünglichen 
Präcession bei verschwindender Gröfse des Anstolses von höherer als 
der ersten Ordnung, bei den Anstöfsen W und V' dagegen nur von 
der ersten Ordnung. 

Die Präcessionsgeschwindigkeit unserer ersten Teilbewegxmg ist in 
allen Fällen durch die Gröfse v aus ‘Gleichung (11) gegeben. Diese 
Gröfse stimmt mit der ursprüngUcJim Präcesswnsgeschwindiglceit wieder 
nur im Falle des Änstofses [0q] uberein, weil alsdann die Impulskom- 
ponenten n und N ungeändert bleiben und der Wert von mit dem 
ursprünglichen Werte von u bei der regulären Präcession in dem eben 
pracisierten Sinne zusammenfallt. In den beiden anderen Fällen weicht 
der Wert der Präcessionsgeschwindigkeit von dem ursprünglichen Werte 
um Gröfsen ab, welche von derselben Gr öfsen Ordnung wie n' und 
IST sind. 

Die zweite Teilbewegung, die Nutation, ist nach Früherem eine 
harmonische Schwingung mit ungleichen Amplituden in den Koordi- 
naten u und ip oder, wie wir kürzer sagen, eine elliptische Schwingung 
relativ zum Kreise der Präcession. Die durch (11) bestimmte Gröfse w 
giebt die halbe Schwingungsdauer, d. h. diejenige Zeit an, während der 
die Kreiselspitze von e zu e' gelaugt. Die vertikale Schwingungs- 
amplitude wird durch £, die horizontale durch Vj^s gemessen. Man 
sieht ohne weiteres, dafs bei verschicindendem Anstofs die Schmngungs- 
periode im allgemeinen endlich bleibt, während die beidert . Schwingungs- 
amplituden ihrerseits verschmnden. Drücken wir nämlich co durch unsere 
gewöhnlichen Integrationskonstanten n, N u. s.w. aus, indem wir für e' 
den Wert aus Gleichung (9) von pag. 273 eintragen, so folgt in der 
Grenze für verschwindende Gröfse des Änstofses: 
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hier bedeuten w, und e die Konstanten der ursprünglichen regulären 
Präcession. Der so gefundene Grenzwert Ton o ist offenbar von Null 
verschieden. Dasselbe gilt von dem Grenzwerte des Winkels um 
welchen das Azimuth der Kreiselspitze während einer Nutation zunimmt. 
Nach Gleichung (11) wird nämlich einfach 

= V(0, 

Wir können hiernach mit leichter Mühe die Figurenserie des 
vorigen Kapitels durch eine Figur vervollständigen, indem wir neben 
Fig. 31 („langsame Präcession eine Nachbarfigur einschalten. In 31 
war vorausgesetzt Ä== — P = 1; e = 0, N"=0,2, n — — 5. Geben 
wir beispielsweise n einen von — 5 etwas verschiedenen Wert, so über- 
lagert sich der regulären Präcession eine Schwingung » von der halben 
Periode 

i/ 1 

gleichzeitig wird der Azimuthaiausschlag während der Zeit o 

= — 7t circa. 

Die neben Fig. 31 einzuschaltende Nachbarfigur würde daher folgender- 
mafsen schematisch zu zeichnen sein (vgl. Fig. 47). Man beachte die 

eigentümliche Thatsache, dafs unsere Nu- 
tation, welche, wie wir wissen, für sich ge- 
nommen, verschwindende Dimensionen hat, 
durch Überlagerung mit der endlichen Prä- 
cessionsgeschwindigkeit zu einer nahezu voll- 
ständigen Umkreisung der Vertikalen aus- 
einander gezogen wird. 

Ganz dieselbe Figur kann uns auch als 
Darstellung der zu der unendlich schnellen 
Präcession (Fig. 35) benachbarten Bahn- 
kurven dienen. Nur wird hier (wegen des 
besonderen Wertes n = oo) m gleich 0 und genau gleich + 3 t. — 

Die wesentliche Absicht, welche wir bei der Heranziehung der zur 
regulären Präcession benachbarten Lösungen verfolgen, besteht jedoch 
nicht sowohl in der Erkenntnis dieser Bewegungen selbst, als vielmehr 
darin, dafs wir voi^ hieraus auf die Stabilität der regulären Präcession 
Schlüsse machen können. Wir behaupten nämlich auf Grund unserer 
üntersuchuug der benachbarten Bewegungen: Pie reguläre Präcession ist 
sicher eine stabile Bewegung des Kreisels, 
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Was wir unter dem Worte Stabilität Tersteben wollen, haben wir 
bereits pag. 219, wenn auch noch nicht mit hinlänglicher Schärfe, er- 
klärt. Eine eingehendere Definition sparen wir bis zu dem sechsten 
Paragraphen des gegenwärtigen Kapitels auf; für den Torliegenden Fall 
genügt unsere frühere Erklärung. Wir wiederholen daher: Eine Bewegung 
soll stabil heifsen, wenn sich bei Hinzufögung eines hinreichend kleinen 
Anstofses von beliebiger Richtung der Charakter der Bewegung sfdig 
ändert. 

Wollen wir dieses Kriterium auf unseren Fall anwenden, so müssen 
wir die vorhergehenden Betrachtungen noch erst nach zwei Richtungen 
vervollständigen. 

Unter der „Bewegung^^ werden wir nämlich nicht nur die Bewegung 
der Kreiselspitze längs ihrer Bahnkurve, sondern die Gesamtheit der 
Lagen des Kreisels, d. h. den Inbegrifif der Werte verstehen müssen, 
welchen etwa die Koordinaten 9, d' während des Ablaufs der Zeit 
annehmen. Nun wissen wir aber, dafs die Werte der 9 -Koordinate 
aus denen der Koordinate dnrch Vertanschung von n und N mit 
— N und — n erhalten werden können (vgl. das Reciprocitätsgesetz 
des Kugelkreisels in § 5 des vorigen Kapitels). Wir haben daher, 
um die „Bewegung^^ vollständig zu beherrschen, nicht nötig, für die 
9? -Koordinate neue Entwicklungen zu machen, sondern können uns 
darauf berufen, dafs diese sich qualitativ ebenso verhält wie die 
^-Koordinate. 

Ferner spricht unsere Stabilitätsdefinition von einem beliebigen 
Anstofse, d. h. von einer gleichzeitigen Yermehrung der Impulsköm- 
ponenten [O], [Y], [0] um kleine Zuwächse. Es ist aber klar, dafs 
der Effekt eines beliebigen Anstofses sich durch direkte Superposition 
aus den Wirkungen der oben betrachteten speziellen Anstofse n ', N', 
[0J zusammensetzen lassen mufs, falls nur jene Zuwächse hinreichend 
klein sind. Die hierbei entstehenden Formeln für u, ^ und (p sind 
iaher vom gleichen Charakter, wie die obigen für u und 

Nun zeigt der Anblick der Gleichungen (10), dafs diese Fomelii 
stetig in die Gleichungen der regulären Pracession übergehen, wenn 
wir die Gröfse der Impulszuwächse stetig verkleinern. Dasselbe gilt 
daher für eine gai& beliebige Störung hinsichtlich des Gesamtcharakters 
der Bewegung. Auch dieser wird stetig in die reguläre Pracession 
übergehen, wenn wir die Störung stetig zu Null abnehmen lassen. 

Hiernach ist die Stabilität der regulären Präcession sichergestdlt 

Unsere hier benutzte Definition der Stabilität ist von der gewöhnhch 
gegebenen Definition (vgl. hierzu § 6 dieses Kapitels) verschieden. Während 
wir nur verlangen, dafs die Abänderung der Bewegung eine stetige sei, 
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d. L um so kleiner ausfalle, je kleiner der Anstbfs genommen wird, 
bezeichnet man sonst Tielfacli eine Bewegung nur dann als stabil, wenn 
die Abweicbung der gestörten Bewegung von der ursprünglichen daumd 
sehr Hein (oder beliebig klein) bleibt. Wir möchten uns im allge- 
meinen diesem Sprachgebrauch nicht anschliefsen, weil er, wie spater 
gezeigt werden wird, eine ungebührliche Beschränkung des Stabilitäts- 
begriiffes mit sich bringt. Wir bemerken aber, dafs speziell die reguläre 
Pracession auch nach diesem engeren Stabilitätsbegriffe als stabil zu 
bezeichnen ist, sofern wir nämlich unser Augenmerk lediglich auf die 
geometrische öestalt der Kreiselspitzenbahn richten und von ihrer 
zeitlichen Durchlaufung absehen. In der That ist die durch einen 
Zusatzstofs abgeänderte Bahnkurve ganz in einer Kugelzone von der 
(in vertikaler Richtung gemessenen) Breite 2 b eingeschlossen und kann 
durch Verkleinerung von b und mittelbar durch Verkleinerung der Störung 
dem Präcessionskreise e ihrer ganzen Erstreckung nach beliebig nahe 
gebracht werden. Dafs etwas Analoges nicht bei jeder Bewegung der 
Pall ist, zeigt unter anderem das Beispiel der kräftefreien Bewegung des 
einzelnen Massenpunktes nach dem öalileischen Trägheitsgesetze. Bei 
Hinzufügung eines Anstofses verwandelt sich die ursprüngliche gerad- 
linige Bahn in eine andere gerade Linie, welche sich von der ersteren 
im Laufe der Zeit beliebig weit entfernt, wie klein auch der Anstofs 
gewählt sein möge. Wir werden also insofern der Bahnkuiwe der 
regulären Pracession einen hesonders hohen Grad von StaUlität zu- 
sprechen müssen. 

Die Sache liegt schon anders, wenn wir aufser der Gestalt der 
Bahnkurve auch ihre zeitliche Durchlaufung oder den Gesamtcharakter 
der Bewegung mit Einschlufs der 90 -Koordinaten in Betracht ziehen. 

Wir können nämlich nicht behaupten, dafs die Entfernung der 
Kreiselspitze bei der durch einen kleihen Anstofs abgeänderten Be- 
wegung von ihrer Lage in entsprechenden Zeiten bei der ursprünglichen 
Bewegung im allgemeinen dauernd klein bleibt. In der That sahen wir, 
dafs durch Hinzufügung des Anstofses n oder N' der mittlere Wert 
der Winkelgeschwindigkeit abgeändert wird, so dafs die Kreiseispitze 
nach der Störung ihre Bahn mit einer anderen Geschwindigkeit durch- 
läuft wie vor derselben. Im Laufe der Zeit wird daher die Lage der 
Kreiselspitze bei den verglichenen Bewegungen um beliebige endliche 
Stücke differieren. Entsprechendes gilt nach unserem Reciprocitäts- 
gesetz von der Koordinate 9), sofern durch den Anstofs die Werte von 
n und N abgeändert werden. 

Lediglich in dem speziellen Falle, wo der Anstofs keine Ver- 
anüerung von [<J>] und [¥] bewirkt und nur aus der einen Komponente 
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[0o] besteht, bleibt, wie wir ^ben, der ursprüngliche Betrag der Pra- 
cessionsgeschwindigkeit und daher auch der ursprüngliche Wert von 
tp' erhalten. Die abgeänderte Bahnkurve oscilliert dann mit gleichem 
Ausschlag nach oben und unten um den ursprünglichen Pracessionskreis 
herum. Also würde nur bei Beschränkung auf so spezielle Anstöüse 
die Abweichung in der Lage der Kreiselspitze und den Kreisellagen 
überhaupt bei den verglichenen Bewegungen dauernd klein hleiben, und 
die reguläre Präcession im gewöhnlichen Sinne nur unter dieser Ein- 
schränkung stabil zu nennen sein. Die letzten Bemerkungen fassen 
wir noch einmal, wie folgt, zusammen: 

Im Sinne der gewöhnlichen StcMlitätsdefimtiGnmüfste man konsequenter 
Weise, die reguläre Präcession als instabil bemchnen. Stabil könnte man 
sie nur nennen, wenn man eine von zwei Einschränkungen hinzufiigt. 
Entweder: Man beachte nur die geometrische Qestcdt. der Bahnkurve, 
nicht die Bewegung auf der Bahnkurve hez. die Bewegung des Kreisds 
überhaupt; oder: Man nchte die Störung so ein, dafs sie lediglich eine 
Veränderung von ü' hemrict, dagegen 9' und i)' xmgeändert läfst. Vom 
Standpunkte unseres Stabüitätshegriffes hingegen haben wir die reguläre 
Präcession ohne Einschränkung für stabil zu erklären. Dabei können 
wir konstatieren, dafs der geometrischen Gestalt der Bahnkurve, und hei 
den zuletzt genannten speziellen Störungen der Bewegung überhaupt, ein 
besonders hoher Grad von Stabilität zukommt. 

§ 2. Die pseudoreguläre Präcession, Anflösung des Paradoxons 
der Kreiselbewegung. 

Wir kommen jetzt zu dem wichtigsten Punkte der gesamten Kreiöel- 
theorie, zur Erklärung derjenigen Bewegung, welche wegen ihrer 
paradoxen Eigenschaften und wegen der Häufigkeit ihres thatsachlichen 
Vorkommens vor allen anderen das Interesse der erklärenden und be- 
obachtenden Naturforscher auf sich gezogen hat. Wir meinen diejenige 
Bewegung des Kreisels, welche wir als pseudoreguläre Präcession be- 
zeichnet haben. 

Die Eigenart dieser Bewegung wollen wir zunächst durch Ver- 
gleich mit der regulären Präcession schildern. 

Wie wir gesehen haben, tritt die reguläre Präcession nur unter 
besonderen Umständen auf, welche im vorigen Paragraphen sowie im 
sechsten Paragraphen des dritten Kapitels ausführlich angegeben sind. 
Wenn man sich aber auf den Standpunkt des Experimentes stellt, könnte 
man leicht zu der Auffassung kommen, dafs die reguläre Präcession die 
allgemeine Bewegung des schweren Kreisels wäre und daiä sie bei will- 
kürlicher Wahl der Anfangsbedingungen zustande käme. In der Thai, 
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wenn wir den Kreisel, wie es gewöhnlicli geschieht^ mit einer Schnur 
ahfzjiehen und ihn dann, ohne Hinzufügung eines sonstigen erheblichen 
Änstofses, dem Einflufs der Schwere überlassen, so scheint die Figuren- 
axe einen Kreiskegel um die Vertikale mit gleichmäfsiger Geschwindig- 
keit zu beschreiben. Dies Ergebnis müfste natürlich im höchsten Grade 
paradox erscheinen. Denn es ist nicht zu begreifen^ wie die nach unten 
wirkende Schwere im allgemeinen eine Bewegung hervorrufen sollte, 
bei der z. B. sämtliche Punkte der Figurenaxe dauernd in horizontaler 
Richtung, also genau senkrecht gegen die Richtung der äufseren Kraft, 
fortsehreiten. 

Hiergegen ist nun zu bemerken: Erstens ist das genannte Beob- 
achtungsergebnis nicht exakt. Die Bewegung hat nur eine äufserliche 
Ähnlichkeit mit der regulären Präcession. Wenn wir genauer hinsehen, 
bemerken wir, dafs die Figurenaxe kleine periodische Schwingungen 
um den Kreiskegel der regulären Präcession ausführt, welche allerdings 
bei sehr grofser Rotationsgeschwindigkeit kaum merklich sind und sich 
am ehesten noch in einem periodischen Ei-zittern der Unterlage kund- 
geben. Aus diesem Grunde haben wir die in Rede stehende Bewegung 
3nit dem Kamen Aex pseudoreguläreyi Präcession belegt. 

Die Täuschung wird noch dadurch verstärkt, dafs die Abweichungen 
von der regulären Präcession durch allerlei Nebenumstände, welche in 
der abstrakten Mechanik gewöhnlich nicht berücksichtigt werden, wie 
Reibimg, Elasticität der Unterlage, schnell absorbiert werden. Diese 
Nebenumstände sollen indessen vorläufig aufser Betracht bleiben. 

Zweitens sind die Verhältnisse, wie sie im Experimente gewöhnlich 
vorliegen, nicht die allgemeinen, sondern in gewisser Weise spezialisiert. 
Denn wir schaffen durch das Aufziehen allemal einen Iiiipulsvektor, 
weicher genau oder nahezu in die Richtung der Figurenaxe fällt und 
welcher überdies stets eine sehr beträchtliche Länge hat. 

Wir werden so, zunächst vom experimentellen Standpunkte aus, 
dazu geführt, die Bedingungen für die Möglichkeit der pBeudoregularen 
Präcession folgendermafsen zu formulieren; 

Die Bewegung wird dann eine pseudoreguläre Präcession seün^ wenn 
d^T Impulsvehtor anfangs nahem in Bichtung der Figurenaxe fällt und 
eine leträchtliche Länge hcd. 

Die Worte „nahezu^^ und „beträchtlich" müssen dabei natürlich 
genauer präcisiert werden. Wir wollen etwa sagen, zwei Richtungen 
fallen „nahezu" zusammen, wenn wir ihre Durchstofsungspunkte auf 
der Einheitskugel mit blofsem Auge nicht mehr unterscheid,en können. 

Um sodann mit dem Worte „beträchtlich" eine genaue Vorstellung 
zu verbinden^ müssen wir die Länge des Impulsvektors mit der Gröfse 
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der Schwerkraft vergleichen. Eine direkte Yergleichnng der beiden 
Gröfsen ist deshalb mifslich, weil sie verschiedene Dimensionen haben, 
ihr Quotient also keine absolute Zahl ist. In der That hat jij die 

Dimension [^], P dagegen die Dimension (vgL pag. 88 u. 84). 
Dagegen sind | und etwa ÄP zwei gleichbenannte GfSfsen, indem 
beiden die Dimension zukomrai Infolgedessen können wir diese 

beiden Gröfsen direkt numeriseb yergleichen* Wir wollen mm etwa 
festsetzen: Die Länge des Impulses soll als beträchtlich gelten^ wenn 
ihr Quadrat mindestens das 100-fache des (in gleichen Einheiten ge- 
messenen) Produktes ÄP beträgt. Da der Hauptbestandteil Ton \i\ 
nach der vorhergehenden Festsetzung von dem Eigenimpulse N ge- 
bildet wird und da sicher j j > iJ'T ist, so können wir unsere Erklärung 
des Wortes „beträchtlich^^ auch so fassen: Die Länge des Impulsvekfcors 
soll als beträchtlich gelten, wenn 

>100 AP. 

Die obige Bedingung für das Eintreten der pseudoregulären Prä- 
cession unterscheidet sich offenbar wesentlich von der im vorigen Para- 
graphen für die reguläre Präcession angegebenen. Während diese eine 
quantitative Bedingung war und ein ganz bestimmtes numerisches Ver- 
hältnis der Integrationskonstanten verlangte, ist unsere jetzige Be~ 
dingung qualitativer Natur; sie legt den Konstanten nur gewisse Un- 
gleichungen auf. Dementsprechend ist die pseudoreguläre Pi^ession 
auch nur ein qualitativer Begriff; je nachdem wir den Ton auf die 
ersten oder letzten Silben des Wortes legen, postulieren wir eine ge- 
ringere oder gröfsere Ähnlichkeit mit der regulären Präcession. 

Übrigens bemerken wir, dafs im vorigen Kapitel, wo wir von der 
pseudoregulären Präcession sprachen (vgl. Fig. 28), die soeben ange- 
gebenen Bedingungen erfüllt waren. Dort war nämlich die Anfangslage 
des Impulses wie die der Figurenaxe horizontal (w = 0, e — 0), aufser- 
dem war die Länge des Impulses als unendlich vorausgesetzt (N = oo). 

Wegen der Wichtigkeit unserer Bewegung wird es gut sein, die 
Behandlung möglichst elementar zu gestalten, wie solches auch von 
anderer Seite vielfach versucht worden ist, worauf wir im nächsten 
Paragraphen zurückkommen. Wir wollen also für das Folgende yon 
unserer Kenntnis der allgemeinen Bewegungsformen zunächst ahsehen 
und unsere Resultate erst nachträglich mit der Darstellung der Kreisel- 
beweguug durch elliptische Integrale in Beziehung setzen. 

Eine rein elementare Behandlung ist in unserem Falle natürlich nur 
auf Grund von mehr oder minder plausibebi Vernachlässigungen möglich. 
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welche sich streng nur aus der strengen Theorie und auf analytischem 
Wege rechtfertigen lassen. Trotzdem ist eine solche Behandlung lehr- 
reich/ da sie uns zwingt, auf die einfachsten Erklärungsgründe zurück- 
zugehen, welche in den fertigen Formeln nur verstecht enthalten sind. 

Nehmen wir für den Augenblick an, dafs die Schwere überhaupt 
nicht wirksam wäre. Dann rotiert unser Kreisel, den wir als Kugel- 
kreisel voraussetzen, wie wir wissen, um die im Baume feste Impuls- 
axe mit konstanter Geschwindigkeit herum. Die Figurenaxe beschreibt 
einen Kreiskegel, weicher sehr eng sein wird, da nach Voraussetzung 
hei unserer Bewegung der anfängliche Eichtungsunterschied ^zwischen 
Figuren- und Impulsaxe sehr gering ist. Die Ejreiselspitze durchläuft 
auf der Einheitskugel fortgesetzt einen kleinen Kreis. Wir setssen über- 
dies voraus, dafs die Impulsaxe nicht und auch nicht nahezu mit der 
Vertikalen Zusammenfalle; alsdann wird die durch die Figurenaxe ge- 
legte Meridianebene von. der durch die lüipulsaxe gehenden Meridian- 
ebene bei unserer Eotatipn dauernd nur wenig abweicben und in erster 
Annäherung als mit jener zusammenfallend behandelt werden können. 
Ferner wird sich der Winkel -ft zwischen der Vertikalen und der Figureii- 
axe bei unserer Drehung nur sehr wenig ändern und in erster An- 
näherung konstant gesetzt werden können. 

Hiei'anf berücksichtigen wir die Wirkung der Schwere. Der Impuli^ 
bleibt unter ihrem Einflufs nicht konstant, Hondem setzt sich mit dem 
Drehstofse der Schwere P sin -O in jedeiü Momente zusammen. Es mufs 
unsere nächste Aufgabe sein, uns von der Bahn des Impuls-Endpunktes 
ein Bild zu verschaffen. 

Die Bewegung des Kreisels besteht natürlich nach wie vor aus 
einer Drehung um die (jetzt nicht mehr feste) Axe des Impulses. 
Betrachten wir nur einen genügend kurzen Zeitraum, etwa den einer 
eiimäligen IJmch-ehung der Figurenaxe um den ImpulsYektor, so können 
wir bm unserer jetzigen Bewegung dieselben Vernachlässigungen ein- 
treten lassen, welche soeben für die Drehung um die im Raume feste 
Impulsaxe vorgeschlagen wurden. Wir können nämlich sagen: Die 
Änderung des Impulses steht auf der durdh die Impulsaxe gelegten Meridian- 
ehern (statt auf der durch die Figurenaxe gelegten) Und: 

Die Ändemngsgeschwindigkeit hat die konstante Gröfse P sin wo ü*q 
irgend einen mittleren Wert des Winhels ^ bedeutet (anstatt der variabeln 
Gröfse P sin #). Durch diese Angaben ist aber die Bahn des Impuls- 
Endpunktes in einfachster Weise bestimmt. Sie ist einfach ein Kreis- 
bogen um die Vertikale und wird mit konstanter Geschivindigkeit durch- 
laufen. Der Durchstofsungspnnkt deg Impulsvektors mit der Einheits- 
kugel, den wir durch P bezeichnen wollen, bewegt sich daher auf einem 
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ParaMelJcreise oder, wenn wir nnr einen genügend kleinen Teil der 
Einheitskugel betrachten und diese an der betreffenden Stelle durch 
ihre Tangentialebene ersetzen, auf einer geraden Imie. 

Wir können leicht die Fortschreitungsgeschwindigkeit v des Punktes 
J angeben. Diese yerhält sich ersichtlich zu der Fortscdireitanggge- 
sehwindigkeit P sin 0'^ des Impuls-Endpunktes wie 1 zu | i j, unter j i ! 
die Lange des Impulsvektors verstanden» In dieser Proportion mögen 
wir j i I einfach ersetzen durch die Projektion N des Impuisvektors auf 
die Figurenaxe, weil diese nach Yoraussetzung den Haupthestandteil des 
Impulses ausmaeht. Wir finden so für die öeschwindigkeit o den Wert 

( 1 ) 

Die Bewegung der Figurenaxe und die Bahnkurve der Ereiselspitze 
sind jetzt leicht zu bestimmen» Die Ereiselspitze P, d. h. der Durch- 
stolsungspuiikt der Figurenaxe mit der Eirdieitskugel, mufs nämlicl^ 
da die ingtantane Bew^ung aus einer Drehung um den Impulsvektor 
besteht, ständig senkrecht gegen die Verbindungslinie JF fortschreiten. 
Ferner ist die Y7inkelgesehwmdigkeit mit welcher sich F um J 

dreht, einfach gleich * Ersetzen wir, wie oben, j i | durch den Haupt- 
bestandteii N des Impulses, so ergiebt sich für w der konstante Wert 

( 2 ) 

Durch die Idolen Angaben isi oier die Bahnkurve der Kreiselepitise 
als CgMoide diarakterisiwL 
n (yy Achse 



In der That, erzeugen wir uns eine Cykioide in gewöhnlicher 
Weise (vgL Pig. 48) durch Abrollen eines Rades auf einer Geraden, 
so dreht sich jeder mit dem Rade festverbundene Punkt mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit um den jeweiligen Bertthrungspunkt des«* Rades 
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imd schreitet beständig senkrecht gegen die Verbindungslinie mit diesem 
fort, während der BerühningvSpunkt selbst mit konstanter Geschwindigkeit 
an seiner Geraden hinwandert. Wir können daher direkt die Bahn der 
Ereiselspitee mit der Bahnkurve eines Punktes an einem rollenden 
Rade, d. k mit einer Cykloide, und die Bahn des Impulspunktes J 
mit der geradlinigen Bahn des Berührungspunktes identifizieren. 

Hiemaeh läfst sich die Gleichung der Bahnkurve sofort hinschreiben. 
Wir benutzen rechtwinklige Koordinaten »2, indem wir die Gerade, 
an der unser Rad abroUt, zur |-Äxe nehmen. Sei r der Radius des 
Rades, a der Abstand des die Cykloide aufzeichnenden Punktes F vom 
Mittelpunkt des Rades und o die Winkelgeschwindigkeit des Abrollens, 
wobei wir cj der Gleichung (2) entsprechend zu wählen haben. Wir 
nehmen noch an, dafs für ^ = 0 der Punkt F senkrecht über dem Be- 
rührungspunkte J des Rades und auf der ij-Ase liegen möge, so dafs 
seine Entfernung von derselben ^ ^ wird. Dann lauten die 

Gleichungen der Cykloide: 

! | + a sin 

^ r -j- a cos wt. 


Die Gröfsen r und a sind hierin durch die Konstanten des Kreisels 
folgendennafsen zu bestimmen. Da rw die Geschwindigkeit bedeutet, 
mit welcher der Berührrmgspunkt J auf der g-Axe f artschreitet, so 
müssen wir ~ v haben und also mit Rücksicht auf (1) und (2): 


( 4 ) 


r 


AF sin % 


Die Gröfse a bestimmt sieh dann aus der anfänglichen Entfernung 
der Punkte J* und F durch die Gleichung 


Nun mifst % die Abweichung des Impulsvektors von der Figuren- 
axe in der Anfangslage. Bezeichnen wh das von dem Endpunkt des 
Impuisvektors auf die Pigurenaxe gefällte Lot mit p und seine Pro- 
jektion auf die Vertikale mit n', so haben wir (vgl. die Fig. 49) 


( 6 ) 


^ _ j3 n' 

ifsSä~¥'^ ■ 


Dabei ist noch, wie aus der Figur hervorgeht: 
('5') n—n — NcoS'Ü’^. 

Aus (4) und (5) foigt also als Wert von a 
^ n' 




N sin d'r 
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Setzen wir die gefundenen Werte von r und a in die Gleichungen (3) 
ein und drücken wir auch w nach (2) aus, so erhalten wir die OleicJiun^ 
der Bahnkurve in der defi/nitiven Form 


( 7 ) 



P $iii 
jy— f 
Al? sin '0'. 




+ ( 



AFbih 

\N sia d-Q 

1 

( n 

J.PsIh'^'qX 

\N sin 

) 


* j. 

sin -7- 1, 
A 

COH -jt. 


Je naclidejii der Abstand a gröfser^ gleich oder kleiner als der 
Radius r des Kreises ist ^ haben wir eine verscMu/ngeney eine gemeine oder 
eine gestreckte CyUoidey welche drei Typen in der Fig. 48 angegeben sind. 

Wir haben noch einen Punkt besonders her- 
vorzuheben. Bei der Bestimmung der Impuls-“ 
kurve nahmen wir an, dafs die Figurenaxe sich 
dauernd nur wenig von der Impulsaxe entfernt. 

Die Zulässigkeit dieser Annahme ist unmittelbar 
nur för den Anfang der Bewegung einleuchtend; 
sie ergiebt sich für diesen aus den Anfangsbe- 
dingungen. Nun folgt aber aus dem periodischen 
Verhalten unserer Bahnkurven überhaupt, dals 
die anfangs vorhandenen Bedingungen jedesmal 
nach Durchlaufung eines vollen CyMoidenbogens 
genau wieder vorliegen. Infolgedessen gelten 
unsere Überlegungen für alle folgenden Phasen 
der Bewegung ebenso wie für die erste. 

Natürlich erhalten wir durch das Vorstehende 
nur eine angenäherte Darstellung der Bewegung. Genau genommen 
müfsten wir nicht sagen: Die Bahnkurve der Kreiselspitze unter dm vc/r- 
liegmdefn Anfangsbedingungen ist eine CyMoide, sondern: Dieselbe wdcht 
von einer Oykloide um so tvemger dby je grofser der Anfap^gsimpids ist 
je genauer er der Biehtmg nach mü äsr Figurenaxe zusarnnmifäUt 

Von welcher Art die Abweichung sein mrd. ist leicht zu sehen. 
Da die Meridianehene durch die Impulsaxe nicht genau mit der Meridian- 
ebene durch die Figurenaxe zusammenfällt, wird auch die Impulskurve 
nicht genau ein Parallelkrek hez. eine Gerade sein; sie wird viel, 
mehr, je nachdem sich bei der Rotation der Figurenaxe die eine 
Meridianebene auf der einen oder anderen Seite der anderen be- 
findet, sich selbst nach oben oder unten bewegen, wie solches in der 
Fig. 48 durch die punktieii-e Linie angedeutet ist. DementsprecheiiQ 
wird auch die Bahnkurve der Kreiselspitze, weiche zu dieser geweilten 
Impulskurve gehört, kleine periodisch wiederkehrende Verzerrungen 
gegenüber der Cykloidengestalt aufweisen. Dieselben sind jedoch in 
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der Figur und auch in unseren Formeln nicht enthalten; sie würden 
in letzteren den fortgelassenen Grliedem höherer Ordnung entsprechen. 

Übrigens könnten wir unsere Cykloidenbewegung so erweitern, 
dafe sie auch diese Glieder zweiter und höherer Ordnung richtig wieder- 
giebt. Wir müfsten zu dem Zwecke auf dem rollenden Kreise abermals 
einen Kreis abrollen lassen, auf diesem eyentueil einen nächsten u. s. £ 
Durch freie Wahl der Radien und der (Jmlaufsgeschwindigkeiten erhalten 
wir ein hinreichend aUgemeines Schema,, um beliebige Bewegungen init 
beliebiger Genauigkeit wiederzugeben. Unsere obige näherungs weise 
Darstellung der Bahnkiirye erscheint unter diesem Gesichtspunkte als 
erstes Glied einer unendlichen Reihe Ton Approximationen* "*) 

Die Fig. 48 müssen wir auffassen als eine aufserordentlich ver- 
gröfserte Wiedergabe der wirklichen Verhältnisse Im Experiment wer- 
den die einzelnen Cykloidenhögen so klein und folgen so schnell auf- 
einander, dafs das Auge sie nicht mehr wahrnimmt und den Eindruck 
einer gewöhnlichen Präcession erhält. Zum Belege dessen berechnen 
wir etwa die Durcliiaufongsdauer und die Spannweite des einzelnen 
Cykloidenbogens. Die Zeit, während welcher der einzelne Teilbogen 
zurückgelegl: wird, heiise 2 ö 7; sie beträgt nach unsern Formeln 


?C3 




sie wird also mit wachsendem N zu Null. Die Spannweite des Cykloiden- 
bogens, d. k die Strecke, um welche die Figurenaxe während einer 
Periode in horizontaler ' Richtung fortschreitet, ist gleich 


JP sin <#'0 o * o. a 

“ir sm 23?; 


4P 

diese Gröfse enthält den Faktor welchen wir oben als Mein 

( < — ^ ^oraussetzten. Gleichzeitig mit der Spannweite wird auch die 

Höhe der Cykloidenhögen bei wachsendem N verschwindend Mein ent- 
sprechend der Fomel 

a ■■ 


AP sin <9*. 


M Bm < 




Die sämtMcken Dimensionen der CyMoidenlmrm werden cdso sozusa§m 
mikroskopisch Mein. Das Auge nimmt von dem gan^m Spiel der Kreisei 


*) Da? iia Teste angedeutete ^.Prifiäip der cyJcloidischsn Annähet'wig^^ liefert 
aacb die niat^bematiscbe (Iriindiage, auf wolclier die Anffaisfiung der jHimmels- 
meolianik im Ptojemäisehen Weltsysteme beruht. VgL hierzu Möbius, Elemente 
der Mechanik des Himmels, 184:3, Kap. IH, Theorie der epicykloidlschen Be- 
wegting. Ges. W. Bd* IV. 
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$jfM06 ein unhestifKmtes Mittel wohr, wdches in einer scheifi^xir regu- 
lären Prämsion besteht 

Ein ntimerisclies Beispiel möge dieses veranschaulichen. Wir be- 
trachten ein Schwungrad, dessen Masse einen Wulst von quadratischem 
Querschnitt bilden möge. Die Seite des Querschnittquadrates sei 2 em^ 
der Abstand seines Mittelpunktes von der Pigurenaxe 5 cm. Der .ünter- 
stütsfungspunkt habe den Abstand von 2,5 cm vom Schwerpunkt 
Rades. Zur Berechnung der Trägheitsmomente wollen wir uns ge- 
statten, die Masse des einzelnen Querschnittes in dem Mittslpunkir des- 
selben konzentriert zu denken. Dann findet man leicht Äö: ^ ab- 
solute Mafssystem: 

Cf==1000pa:, J^ = 750p3r, P==100p3r^, 

unter p die Dichtigkeit des Materiales verstanden. 

Die Eigenrotati<3n des Schwungrades betrage etwa (wie pag. 135) 
20 Umdrehungen in der Sekunde. Dann ist seine Winkelgeschwindig- 
keit um die Figtirenaxe 40:^; mithin wird 


40000 q: 


Ar 


3 U VW ^ ^ 

Der ßruch ~ kann näheruugsweise gleiek gesetzt werden; es T?ird ab 

S-^>200. 


Der hier betrachtete Kreisel ist allerdings kein Kugelkreisel. Wir 
wissen aber, dals ein Kreisel von ungleichen Trägheitsmom^ten A 
und C dieselbe Bahnkurve der Kreiselspitze in demselben Tempo be- 
schreibt, wie ein Kugelkreisel vom Trägheitsmomente A und denselben 
Impulskonstanten n, N u. s. w. Infolgedessen dürfen die obigen Formeln 
auf unseren Fall übertragen werden. 

Beträgt nun etwa die Anfangsneigung ö-, der Figurenaze gegen 
die Vertikale 30® und überlassen wir unseren Kreisel, ohne einen er- 
bebKchen seitlichen Anatofs hinzuzufügen, dem linflufs der Schwere, 
ao ergiebt sieh nach dem Vorstehenden die Durchlaufongszeit des 

einzelnen CyMoidenbogans 

^ 1500 OÄ* ^ n AA 

2 0 ) == < 0,04 sec. 

40000 ^ 

Die Höhe desselben wird gleichzeitig, wenn wir etwa n direkt gleich 
Noll nehmen: 

AF . . ÄP 


2 a 


2 ^ sin ^ < 0,05 mm. 


Es ist klar, dafs sich diese kleinen Gröfsen der Beobachtung so 
gut wie vollständig entziehen. 
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Wie wir sehen, macht die Erklärung der pseudoregulären Prä- 
cession auf dem von uns eingeschlagenen Wege gar keine Schwierigkeit. 
Wenn man sonst diese Bewegung überraschend und paradox findet, so 
beruht das zum guten Teil darin, dafs man bei der Auffassung der 
mechanischen Vorgänge gewöhnlich von der Punktmechanik ausgeht 
und also in unserem Falle ausschliefslich an die nach unten gerichtete 
Wirkung der Schwere auf den frei beweglichen Massenpunkt denkt. 
Natürlich ist eine Erklärung der pseudoregulären Präcession .auch voia 
Boden der Punktmechanik möglich, wie wir im folgenden Paragraphen 
noch ausführlicher entwickeln werden. Der Weg aber, welcher von 
da aus zum Verständnis unserer Kreiselbewegung führt, ist natur- 
gemäls ziemlich lang. Er wird wesentlich abgekürzt, wenn wir von 
vornherein mit den Begriffen des Trägheitsmomentes, der instantanen 
Drehung und namentlich mit dem Begriffe des Impulses operieren, 
wenn wir also, wie es hier geschah, von der Auffassung des starren 
Kölners als eines einheitlichen mechanischen Systems ausgehen. Natür- 
lieh sind jene Begriffe auch bei uns letzten Endes aus der Punkt- 
mechanik abgeleitet, aber diese Ableitung ist eben vornweg genommen 
und braucht darum nicht hinterher zwischengeschohen zu werden. 

Teils lun die vorhergehenden Betrachtungen zu kontrollieren, teils 
um sie in Zusam.menhaiig zu bringen mit der allgemeinen Darstellung 
der Kreiselbewegung, wollen wir nun unser Problem noch einmal 
analytisch anfassen. W'ir sind dabei in der angenehmen Lage, mit 
den Näherungsformeln vom Schlufs des vorigen Kapitels auszukommen, 
deren begrenzte Genauigkeit in dem Grenzfalle JV — oo in eine 
beliebige Genauigkeit übergeht. Zunächst haben wir uns ein Urteil 
über die Gröfse des Fehlers bei Anwendung jener Näherungsformeln 
zu bilden. 

Unter der Annahme, dafs der Impaisvektor nahezu in Richtung 
der Figurenaxe fällt, wird die Impulskomponeute n (vgl. die Pig. 49) 
nahezu gleich Ne, Die Differenz n — Ne bezeichnen wir, wie in 
Gleichung (5') mit n, wobei n:N als eine kleine Zahl vorausgesetzt 
wird. Daneben werden wir unsere Annahme, dafs ÄP: N^ eine kleine 
Zahl ist, zu benutzen liaben. 

Den Ausgangsparallelkreiß e sehen wir wie früher als bekannt an; 
der zweite Paralielkreis e' läfst sich alsdann leicht nähemngsweise aus 
der Gleichung 17^ = 0 bestimmen. Setzen wir nämlich in dieser 
Gleichung n~Ne-^ r7 und vernachlässigen wir das Quadrat von n' 
gegen das von V, so erhalten wir nach Gleichung (2) von pag, 240, 
indem wir zusammenziehen : 
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Wir nelimen ebenso wie bei der obigen geometriscben Betrachtung 
an, daXs die Anfangslage der Figurenaxe nicht und auch nicht nahezu 
mit der Vertikalen zusanunenfällt (e=|= + l), worauf wir mit N^(l — e-) 
dividieren können, und erhalten zur Bestimmung von e' die Gleichung: 

( 8 ) 

Da die beiden letzten Terme dieser Gleichung nach Voraussetzung 
kleine Zahlen sind, sehen wir bereits, dafs die eine Wurzel (e) nahezu 
gleich e, die zweite (ö") sehr grofs werden mufs. Einen genaueren 
Wert von e' erhalten wir, wenn wir in dem an sich kleinen letzten 

Gliede u durch e oder lieber noch durch == -i— ersetzen; so er- 
giebt sich 

(9) e'=e + 2£, s = ~ — ^ {1 — u^^). 


Wir haben pag. 273 zwei Fälle unterschieden, in denen die dort 
behandelten Näherungsformeln zur Berechnung von u einen beliebig 
kleinen Fehler ergeben. Der erste Fall war der, dafs e und e' hin- 
reichend wenig verschieden, der zweite der, dafs e" hinreichend grofs 
wird. Der erste dieser Fälle liegt bei der pseudoregulären Präeession, 
wie wir sehen, vor. In der That beträgt der Vertikalahstand der beiden 
begrenzenden Parallelkreise e und e nur die sehr kleine Gröise 2 e , 
Zum tlberflufs trifft aber in unserem Palle auch noch das zweite Kri- 
terium zu: e” wird, wie bereits erwähnt, eine sehr grofse Zahl. In 
der That, berechnen wir e' nach Gleichung (9) von pag. 273, indem 
wir n = Ne 4- n setzen und n'^ gegen vernachlässigen, so folgt 


Dieser Wert ist nach unserer Voraussetzung über das Verhältnis 
: äP eine sehr grofse Zahl; mr werden sogar den echten Bruch 
e' im Verhältnis zum ersten Gliede fortlassen können. Wir setzen also: 


und mit demselben Grade der Annäherung: 


( 10 ) 


f rr jy- 

2F{e'^u^) __ V* 
Ä ~ A^ 


Ein etwas genauerer Wert für die letztere Grofse wäre dieser: 

Wo) N^—^AFu, 

A A* ’ 


( 10 ') 
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wir b^nägen uiis im Folgenden aber lieber mit dem einfacheren Werte 
aus ftleichung (10). 

Sowohl wegen der Kleinheit Ton s wie wegen der Gröfse von e" 
wird der pag. 272 abgesclmtzte Fehler r in unserem Falle sehr Hein 
und zwar ujn so kleiner, je TollsiÄndiger die unserer Bewegung zu 
Grunde liegenden Bedingungen erfüllt sind. Wir können daher u mit 
beliebiger Annähe^rung durch die Gleichung (8') von pag. 272 darstellen. 
Mit Rücksicht auf die Gleichungen (9) und (10) der vorigen Seite er- 
giebt sich 


«0 +, (J= 


.^(1. 

N* 


«0®)) 


. JW A 
SIE -r t- 
A 


Die Eieinheit von e berechtigt uns ferner, auch durch die 
Näherungsformel (14') von pag. 276 darzustellen. Wir sahen nämlich, 
dafs der Fehler in dieser Darstellung mit verschwindendem t selbst 
verschwindet. 

Die Koeffizienten jener Gleichung lassen sich dabei in unserem 
Palle vereinfechen. Es wird nämlich, wenn wir n — Ne n' setzen: 

« — Nmo = W(e ~ Mo) + «'= + »'== — Ws + n', 

also mit Rücksicht auf (9) direkt 

n — Nu^ P 

Ähnlicher Weise vereinfacht sich der zweite Koeffizient 

N(1 + Uq^) — 2n% 

Nach (10) können wir hierfür schreiben: 

da dieser Ausdruck in GHeichung (14') von pag. 276 noch mit der kleinen 
Gröfse £ multipliziert erscheint, können wir ihn weiter vereinfachen, in- 
dem wir (n'— Nb) gegen N vernachlässigen; die hierdurch bewirkte ün- 
genauigkeit ist im Resultate von der Ordnung würde also nur die 
Form des Restgliedes beeinflussen. Unser zweiter Koeffizient kann daher 
gleich gesetzt werden: 


Daraufhin erhalten wir aus der angezogenen Öleichung folgenden 
einfachen Näherungswert für 




COS T- t, 
A 


Die Bahnkurve der Kreiaelspitze wird daher jetzt, wenn wir noch 
== cos fi*, cos setzen und für b den Wert aus (9) eintragen, 
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durch die folgenden beiden Gleichungen dargestellt; 


( 11 ) 



in genauer Übereinstimmung mit der Gytloidentheorie, wie wir sogleich 
noch näher ausführen werden. 

Das Verhältnis dieser Formeln zu der allgemeinen Darstellung der 
Kreiselbewegung durch die elliptischen Integrale ist nach den Aus- 
einandersetzungen von pag. 274 und 277 Har. Die Kleinheit des Moduls 
h bez.j was dasselbe bedeutet^ des Fehlers t erklärt zur genüge^ wes- 
halb die elliptischen Integrale in unserem Falle durch trigonometrische 
Funktionen mit guter Annäherung ersetzt werden können. 

Diese Bemerkungen werden teilweise hinfällig, wenn unsere ur- 
sprünglichen Voraussetzungen nur teilweise erfüllt sind. Wenn z. B. 
der Anfangsimpuls nahe mit der Figurenaxe zusammenfäilt und aufser- 
ordentlich grofs, aber nicht grofs gegen die Schwerewirkung ist, d. h. 
weim n /N^ aber nicht AT/N^ eine kleine Zahl ist, so wii’d die Be- 
wegung von der pseudoregulären Präcession wesentlich verschieden; 
die Fehler in unseren Näherungsfonnein können sehr beträchtlich sein. 
In der That wird sich ein Kreisel mit grofsem N und P ebenso ver- 
halten, wie ein Kreisel mit entsprechend verkleinerten Werten von TV 
und P; er kann daher die im vorigen Kapitel geschilderten allgemeinen 
Bewegungen beschreiben, welche mit beliebiger Genauigkeit nur durch 
die elliptischen Integrale dargestellt werden können. Wenn andrerseits 
der Eigenimpuls sehr grofs, das Schweremoment nicht sehr grols ist 
und die Impulsaxe iii der Anfangslage wesentlich von der Figurenaxe 
abweicht, d. h. wenn ^P/W^ aber nicht n /N klein ist, so werden die 
Parallelkreise e und e' nicht mehr ^benachbart zu sein brauchen. Immerhin 
ist dann noch der Wert von e" (s. Gleichung (9) von pag. 273) sehr 
grofs, so dafs der Fehler in der trigonometrischen Darstellung von u 
auch dann noch sehr klein wird. In diesem Falle, können wir sagen, 
liegt ein Kreisel vor, welcher einem kräftefreien Kireisel (von mäfsigem 
N und verschwindendem P) benachbart ist. So wie die Bewegung des 
letzteren genau, so kann die des ersteren angenähert durch trigono- 
metrische Terme beschrieben werden. 

Dafs unsere Gleichungen (11) mit den früheren Formeln (7) identisch 
sind, erkennt man folgendermaisen: Wir ersetzen zunächst die Eugel- 
oberfläche wieder durch ihre Tangentialebene an der betrachteten Stelle 
der Bahnkurve, was wegen der sufserordentlich kleine Dimensionen 
der letzteren gestattet sein wird. Die mittlere Partschreitungsriehtung 
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der Kreiselspitze macKen v/ir zAir x-Axe eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems (xy), dessen Anfangspunkt mit dem Orte der 
Kreiselspitze zur Zeit ^ = 0 i zusammenfallen möge. Alsdann drücken 
sich die rechtwinkligen Koordinaten Xj y der Kreiselspitze leicht durch 
ihre .früheren Koordinaten u aus. Da nämlich if (von einer additiven 
Konstanten abgesehen) das Azimuth ist^ um welches die Projektion 
der Pigurenaxe in der Äquatorehene von ihrer Anfangslage aus bis 
zur Zeit t fortgeschritten ist und da andrerseits x die horizontale 
Verrückung der Kreiselspitze auf der Kugeloberfläche (bez. in deren 
Tangentialebene) während derselben Zeit bedeutet^ so verhält sich ^ 
zu X, wie der Radius des Äquators zu dem Radius des durch die 
Kreiselspitze hindurchlaufenden Parallelkreises, d. h. angenähert wie 
1 zu sin < 0 - 0 . Es wird also 

X sin 

Ferner bedeutet u — == cos fl* — cos die vertikale Projektion 

der meridionalen Abweichung der Kreiselspitze von dem mittleren 
Parallelkreise Uq. Diese meridionale Abweichung selbst ist aber unsere 
Koordinate y. Wir haben daher 


cos ^ — cos -Oft 


sin 


sin •0’. 


Infolgedessen gehen die Gleichungen (9) über in: 


( 12 ) 


P sin 
~N 




AP sin <9', 


N sin 


l A sin d'. 




AP sin 9*^ 




jsr. 

cos -jt, 

■ ^4 

sm ~ 7 - 1, 
A 


Diese Formeln unterscheiden sich nun von den Gleichungen (7) nur 
durch eine Verschiebung des Koordinatensystems: Während unsere 
|»Axe früher mit der ImpulskuiTe zusammenfiel und (vgl. Pig. 48) 
unsymmetrisch gegen die Bahnkurve der Kreiselspitze lag, haben wir 
unsere x-Axe so gewählt, dafs sie mit dem mittleren Orte % der Kreisel- 
spitze identisch ist. Wir bringen die Gleichungen (7) und (12) auch 
zur formalen Übereinstimmung, wenn wir setzen: 




AF sin 9^ 


und wenn wir überdies den Anfangspunkt der Zeitmessung um 
verschieben. 

Unsere Bahnkurve (12) können wir daher wieder geometrisch als 
Cykloide durch Abrollung eines .Kreises auf einer Geraden erzeugen 
oder wir können auch, was im vorliegenden Fall, auf dasselbe heraus- 
kommt, unsere Bewegung als Überlagerung einer regulären Fräcession 
und einer Nutation im Sinne von pag. 276 auffassen. 
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Die Gleiclmageii der regulären Präcession entneluaen wir den 
ersten Gliedern der rechten Seiten (11); sie lauten 

(13) cos 0’ = cos ^ 0 , ^ ==s ~ 

Die Nutation beschreiben wir am bestai durch ihre Gleichung in 
den CO, ^-Koordinaten, welche wir den zweiten Termen der rechten 
Seiten von (12) entnehmen. Wir haben 


. m 

y=-=asm-j-, 


N sin 


AP sin 
N*~ 


Unter den speziellen Voraussetzungen, welche der pseudoregularen Prä- 
cession zu Grunde liegen, wird also die Kutation eine Tzr eis förmige 
Schwingwig] ihre horizontale und ihre meridionale Amplitude sind beide 
gleich £, Dagegen sahen wir, dafs unter den allgemeinen Voraus- 
setzungen am Schlüsse des vorigen Kapitels sowie bei den der regu- 
Taren Präcession benachbarten Bahnen die Nutation eine elliptische 
Schwingung war. Ferner wird die Nutationsperiode, d. h. die GrÖJse 

(16) 2 « ==- 5 ^ 


bez., wenn wir statt ( 10 ) die etwas genauere Glsicbumg (10') zu Grunde 
legen, die Gtröfse 


hei der pseudoregulären Präcession mit wachsendem N unendlich Mein, 
während sie beispielsweise bei den Nachbarkurven der regulären Prä- 
cession endlich blieb. Schliefslieh wird jetzt auch die Fräcessions- 
P 

geschwindigkeit unendlich klein, während sie im allgemeinen gleich- 
falls einen endlichen Wert hatte. 


Von den beiden Teilbewegungen, in welche wir die pseudoreguHre 
Präcession zerlegt haben, nimmt nun das Auge bei der Beobachtung 
nur die erste deutlich wahr. Allerdings ist diese Bewegusg, wie wii- 
eben hervorhoben, bei genügend grofsem JSf äufserst langsam. Dafür 
geht in ihre Gleichungen aber der Faktor t explicite ein. Trotz- des 
äufserst geringen Wertes der Winlcelgeschwindigkeit werden wir daher, 
wenn tvi/r- die Beöbaddungszeit nur lange gemig msdehnen, eine deutliche 
Präcession^ deft' Figurmaxe bemerken kennen. In den Gleichungen unserer 
zweiten Tehhewegung dagegen tritt t nur als Argument der tr^ono' 
metrischen Funktionen auf. Biese schnell reränd-crlichm Terme vcm 
geringer absoluter G^vfse entziehm sich daher dauernd der Beobachtung. 
Den hierdurch bezeichneten Unterschied können wir auch mit Be- 


Kiein-Scmmorfeld, KTeiaelbewegrang. 2. Aufl. 
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nutzui^ einer in der Astronomie üblichen Terminologie folgendermafeen 
formulieren:.- ..... 

TJnsete erste Teilbewegung steUt eine säeulme, unsere zweite eine 
periodische Störung der Buhelage dar. 

Während aber unsere erste Teilbewegung für die Beschreibung 
der Bahnkurve bez. für die Schilderung des Beobachtuagsergebnisses 
die ausschlaggebende ist; wird die zweite Teilbewegung für die mecha- 
nische Erklärung des Vorganges die wichtigere. 

Die mechanische Erldäruiig hat nämlich; nach den Grundgesetzen 
der Dynamik, nicht sowohl an den Ort, als an die Geschwindigkeit 
lind die Beschleunigung der Massenteilchen anzuknüpfen. Difterentiieren 
wir nun aber die Gleichungen unserer Bahnkurve nach t, so verschiebt 
sich das Gröfsenverhältnis der einzelnen Terme. Die periodischen 
Glieder multiplizieren sich nämlich jedesmal mit dem (sehr grofsen) 

Faktor während das säculare Glied den Faktor t verliert bez* (bei 

zweimaliger Differentiation) überhaupt verschwindet. Infolgedessen 
wird die Erklärung des Bewegiingsvorganges wesentlich auch auf die 
zweite Teilbewegung Rücksicht nehraen müssen. Wollten wir, ge- 
stützt auf ein ungenaues Beobacbtungsergebnis, die Bewegung als eine 
wirkliche reguläre Präcession behandeln, so ipaüfste sie uns in der That 
unverständlich und paradox, erseheinexi. Die nwckanische ErMärmg nmfs 
sich vi^ehr m unserem Falle gerade auf diejenigen Momente der Bewegmg 
gründ&n. welche in der Beobaehümg so gut wie gänzlich verloren gehen. 

In diesen Ausiiihrungen sehen wir die Tollständige Auflösung des 
Paradoxons der Kreiselbewegung. Wir erkenoen insbesondere, warum 
die Besehreibmg der untei^ den ühlklim ea:perimmtellen Bedingungen vm\ 
sich gehenden KreiseTbewegung als einer reguUlrm Präeession mar die 
Beöbachiunge!^i sehr gut wkdergeJben, aber dennoch für die mechanische 
Erklärung unmreichmd sein 'kann. 

In historischer Hinsicht bemerken wir schiiefslich , dafs die pseudo« 
reguläre Präcession, wenn, auch nicht unter diesem Namen, zum ersten 
Male von Poisson'*') aus den allgemeinen Differentialgleichiingeii der 
Bewegung abgeleitet worden ist. Nur ist bei Poisson ebenso wie bei 
den späteren Analytikern**) das in geometrischer und mechanischer 
Hinsieht Wesentliche nicht so ausfiihrlich wie hier aus den Formelo. 
herausgeschält. Der Leser läuft bei der Lektüre dieser rein analytischen 
Darstellungen Gefahr, gerade das Wichtige zu übersehen oder marigei-* 
haft aufzufassen. 

*} Tradt^ de Mäcanique, t. II, Nr. 432, pag. 175 der zweiten Ausgabe. 

**) Z, ß, Eircbhoff, Mechanik, 7. Vorlesung, § 5. 
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§ 3. Die in der Iiitteratur vorkommenden populären Urklärangen 
des Kreiselpksnomens.^) 

Die elementaren Darstellungen der Kreiseltheorie befassen sieh 
nahezu ausschliefelich mit der pseudoregulären Piucession, weil diese 
für das Experiment hauptsächlich in Betracht kommt und weil die 
allgemeine Kreiselbewegung sich mit elementaren Hülfsmitteln über- 
haupt nicht darstoUen iäfst. Wir geben daher an dieser Stelle eine 
Übersicht der wichtigeren populären ErMänmgen, ohne dabei irgend 
auf Vollständigkeit Anspruch zu machen. Das Gesamtbild, welches 
sich hier ergieht, ist kein sehr erfreuliches. Wir werden auf mancherlei 
unhaltbare oder unvollständige Erklärungsversuche stolsen. Übrigens 
war gerade dieser Umstand die ursprüngliche Veranlaesung zur Ab- 
fassung der vorliegenden ausführlichen Monographie. 

1. Eine erste Kategorie von Darstellungen begnügt sich mit einer 
hlofsen Schilderung der Vorgänge. Vor allen Dingen ist es folgendes 
Experiment, welches betont wird: Wenn man den Kreisel in starke 
Rotation varsetzt und alsdann, auf die Pigurenaxe einen Zug wirken 
läfst, etwa dadurch, dafs man die Kreiselspitze durch einen herumge- 
schlungenen Faden zur Seite zieht, so weicht die Axe scheinbar senk- 
recht gegen die Richtung des Fadens aus. Diese und ähnliche Dinge 
werden besonders lebhaft in dem früher citierten**) interessanten Schriffc- 
chen von Perry vorgetragen, wo der Kreisel geradezu mit einem 
eigensinnigen Tier verglichen wird, welches immer in anderer Richtung 
läuft, als es angetricben wird. 

Das genannte Experiment kann dazu dienen, das Verhalten der 
Figurenaxe unter dem Emfiufs der Schwere zu erläutern. In der That 
können wir die Schwerkraft mit einem Zuge vergleichen, welche den 
Schwerpunkt und also auch die Figurenaxe in jedem Augenblicke nach 
unten zu bewegen strebt. Dem Experiment entsprechend werden wir 
also erwarten, dafs die Spitze des schweren Kreisels scheinbar senk- 
recht gegen die Schwerkraft, d. h. in horizontaler Richtung ausweicht. 

Als hlofses Beobachtuttgsergebnis mufs man eine solche Darstellung 
der Verhältnisse gelten lassen. Sie hat ihre Richtigkeit aber nur inner- 
halb der Ungenauigkeitsgrenzen der Beobachtung. Thatsächlich wissen 
wir, dals die anfängliche Bewegungsrichtung der Kreiselspitze, falls wir 
sie ohne Hinzufügung eines seitlichen Anstofses dem Zuge des Fadens 
bez. dem Einflufs der Schwere überlassen, nicht senkrecht gegen den 
Zug, sondern in die Richtung des Zuges föllt (vgL die nebenstehende 

•) Nöben den nachfolgend besprochenen mehr populären Darstelitiageß ist 
auch noch die englifiche Monographie von H. Crabtree zu erwähnen, Zu* 
Sätze zu Heft IV dieses Buches pag. 337. **} p3g 134. 
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Zaebenkurve [gemeine Cykloide]) und dafs nur die Kleinheit der Bögen, 
aus denen sich die Bahnkurve bei sehr grofsem Eigenimpuls zusammen- 
setzt, den genannten Eindruck im Experimente hervorruft. 

2. Die beschriebene ungenaue Beobachtung sucht man nun gelegent- 
lich durch einen unrichtigen Schlufs aus den Prinzipien der Mechanik, 
wie folgt, zu erklären: Der Kreisel rotiere anfänglich um 
die Pigurenaxe, welche irgendwie gegen die Vertikale 
geneigt sei. Die Pigurenaxe stellt dann gleichzeitig die 
Rotations- und die Impulsaxe dar. Nun kommt der kon- 
tinuierliche Zug der Schw;erkraft zur Wirkung. Diesem 
entspricht ein Drehimpuls, welcher senkrecht gegen die 
durch Pigurenaxe und Vertikale gelegte Meridianebene ge- 
richtet ist und welcher sich mit dem ursprünglichen Drehimpulse nach dem 
Parallelogramm der Kräfte zusammensetzt. Man sagt nun: Die Diagonale 
des Parallelogramms giebt die veränderte Lage der „Äxe^^. Das ist richtig 
bezüglich der Impulsaxe und beim Kugelkreisel auch bezüglich der Ro- 
tationsaxe. In den Erklärungen, die wir im Auge haben, wird aber unter 
„Axe" fernerhin stillschweigend die Pigurenaxe verstanden, für die das 
Gesagte keineswegs zutrifft; es wird also geschlossen, dafs die Pigurenaxe 
beständig senkrecht gegen die genannte Meridianebene, d. h. auf einem 
Kreiskegel um die Vertikale fortschreiten müsse! — In Wirklichkeit be- 
wegt sich die Pigurenaxe natürlich auf einem Kreiskegel um die jeweils 
veränderliche Drehungsaxe, welche ihrerseits durch die Lage des Impulses 
bestimmt ist. Die Polge ist, dafs die Pigurenaxe anfangs keineswegs 
senkrecht gegen die Richtung des Zuges ausweicht, sondern sich vertikal 
nach unten bewegt. Pällt, wie hier vorausgesetzt wurde, die Impuls- 
und Pigurenaxe anfangs zusammen, so ist eine wirkliche reguläre Prä- 
cession schlechterdings unmöglich. Die Bedingung für die letztere be- 
steht vielmehr, wie wir früher sahen, darin, dafs Impuls- und Piguren- 
axe in gewisser Weise auseinanderfallen, d. h. dafs der Kreiselspitze 
aufser dem Zuge der Schwerkraft ein ganz bestimmter seitlicher Anstofs 
erteilt werde. 

Das ganze Verfahren, welches wir im Vorstehenden besprochen 
haben, kann als ein vorzügliches Beispiel einer „quaternio terminorum^^ 
gelten. Der Irrtum rührt einfach daher, dafs das Wort Axe in zwei 
verschiedenen Bedeutungen gebraucht wurde; derselbe ist um so merk- 
würdigerj als man notwendiger Weise fragen mufs: Was wird aus der 
Bewegung, wenn die Geschwindigkeit der Anfangsrotation nachläfst, in 
welchem Falle auch die Beobachtung eine Abweichung von der regulären 
Präcession deutlich erkennen läfst? 

Der genannte Irrthum ist keinem geringeren, wie dem berühmten 
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französisolieii ExperimeBtator- Foucault und seinem Koniurrenteü 
Sire passiert und findet sicli seitdem liäu% in der Litteratur. Wir 
verweisen tezüglicli genauerer Angaben auf eine verdienstvolle Arbeit 
von Gilbert*): Etüde bistoriqueet critique sur le probleme de la rotation. 

3. Wir gehen nun auf die sogenannte Airysclie ErJclärnng ein, 
die gleichfalls in einem wesentlichen Punkte bedenklich isi Als 
Astronom interresiert sich Airy**) namentlich für das Problem der 
Präcession und Nutation des Erdkörpers; diesem schickt er seine 
elementare Theorie der Kreiselbewegung als Einleitung voraus. 

Airy leitet zunächst den Satz, von dem ParaUelogramm der Drehungs- 
vektoren ab, hebt aber nicht hervor, dafs dieser Satz lediglich eine kine- 
matische Bedeutung hat. Den Begriff des Impulsvektors und das Parallelo- 
gramm der Impulsvektoren, welches in kinetischer Hinsicht allein ma&- 
gebend ist und den Ablauf der Bewegung reguliert, hat Airy nicht. 
Die Massenverteilung des Körpers bleibt angeblich ganz allgemein. 

Airy behandelt nun ein Rotationsproblem, welches mit dem des 
schweren Kreisels nur eine entfernte Ähnlichkeit hat. Er setzt nämlich 
voraus, dafs auf deu Körper eine Kraft wirkt, welche ihn beständig 
um eine zur Drehungsaxe ÖD senkrechte und in einer festen Ebene 
AOD gelegenen Axe OA zu drehen strebt. Die Gröfse der Kraft soll 
unveränderlich sein. (Hiergegen ist zu bemerken, dafs bei dem wirk- 
lichen Rotationsproblem des schweren Kreisels die Axe der Zusatz- 
drehung (die Knotenlinie) nicht auf der Drehungsaxe sondern auf der 
Figurenaxe senkrecht steht und im allgemeinen auch nicht konstant 
ist, ein Umstand, dessen sich Airy selbstverständlich voUkommen bewufst 
ist. Es handelt sich bei Airy zunächst eben nur um ein fingiertes 
Problem.) Durch successive Anwendung des Satzes vom Parallelo- 
gramm der Drehungsvektoren schliefst Airy, dafs der Drehungsvektor 
der Gröfse nach konstant bleibt und der Richtung nach in der Ebene 
AOD mit konstanter Geschwindigkeit umläuft. 

In diesem Schlüsse liegt aber, wenn wir zunäch^ jenes fingierte 
Gesetz über Richtung und Gröfse der Zusatzdrehung einmal aeceptieren, 
ein prinzipieller Fehler. Es wird nämlich dahei auf die Möglichkeit 
der „Eigenhewegung" des Drehungsvektors keine Rücksicht genommen. 
Auch wenn die äul'sere Drehkraft, welche bei Airy die Rotation 
um OA hervorbringt, nicht wirken würde, wird die Drehungsaxe OD 

*) Annales de la soci^t^ scientifique de Braselies, 1878. Auf einen ähnlichen 
Fehler macht gelegentlich Herr Franke aufmerksam: Ztschr. f. d. mathem. u. 
naturw. Unterricht, Bd. 17, 1886. 

**) Airy, Mathematical Tracts, Cambridge 1831. Ygl. das Kapitel: Precession 
of the equinoxes Kr. 1—15. 
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im allgemeinen im Körper und im Raume weehseluv In der That be- 
schreibt ja der kräftefreie Kreisel im allgemeinen eine reguläre Pm- 
cession, bei welcher der E^tationsvektor auf einem Kreiskegel tun die 
Impulsaxe herumgefiihrt wird. Airy dagegen nimmt stillschweigend 
an, dafs, wenn die äufsere Kraft plötzlich zu wirken aüfhSren würde, 
die Drehungsaxe in der augenhUcUichen Lage verbleiben würde. 

Die genannte Voraussetzung ist nur in dem besonderen Palle des 
Kugelkreisels erfüllt, wo, wie wir betonten, jede Axe als permanente 
Drehungsaxe angesprochen werden kann. Infolgedessen müssen wir 
sagen: IHe Airy sehen Sätze gelten nicht für den allgemeinen Fall eines 
rotierenden Körpers, sondern, im Gegenteil nur fü/r den spezidisten Fall 
den Fall des Kugelkreisels. 

Überhaupt möchten wir bei dieser Gelegenheit vor einer Über- 
schätzung der kinetischen Bedeutung des Drehungsvektors warnen. 

Der Drehungsvektor lehrt im Grunde nur den augenblicklichen kine- 
matischen Bewegungszustand kennen. In kinetischer Hinsicht kommt es 
nicht auf dm Drehungs-, sondern auf den Impulsvektor an. Dieser setzt 
sich mit dem Drehmomente der äufseren Kräfte in einfachster Weise 
(nach dem Parallelogrammgesetze) zusammen und bestimmt so zu- 
sammen mit der Massenverteilung des Körpers den Verlauf der Be- 
wegung. Der Drehungsvektor folgt darauf der Lage des Impulsvektors 
und bewegt sieh gerade so, wie es ihm durch die Lage des Impuls- 
vektors und die Massenverteilung des Körpers vorgeschrieben wird. 
Das Parallelogramm der Drehungsvektoren ist zwar kinematisch richtig, 
aber kinetisch nichtssagend, weil der Drehungsvektor auch ohne Hinzu- 
fügung einer „äufseren" d. h. einer durch äufsere Kräfte hervorge- 
rufenen Drehung, im Körper und im Raume fortwandern kann. 

(Ein einfaches Beispiel, auf welchesHerrK oppe(vgL p.315, Anm.)).**''*') 
aufmerksam gemacht hat, möge zeigen, wie man in kinetischen Fragen 
durch das Parallelogramm der Drehungen zu falschen Resultaten ge 
führt werden kann. 

Wir fragen nach dem Drehmoment, welches bei einem (symme- 
trischen) Kreisel zum Verdrehen seiner Figur enaxe erforderlich ist. 
Genauer wollen wir die Frage folgendermafsen formulieren: Der Kreisel 
rotiere anfangs um seine Figurenaxe OF und sei dem Einflufs äulserer 
Krafte entzogen. Seine Rotationsgeschwindigkeit sei r, sein Impuls 
Cr ~ N. Darauf drehen wir die Figurenaxe zwangsmafsig um den 
kleinen Winkel dd', so zwar, dafs, wenn wir die Axe loslassen, der 
Kreisel mit der ursprünglichen Geschwindigkeit r um die abgeänderte 
und von jetzt ab im Raume stillestehende Axe OF^ permanent rotiere 
(vgL Fig. 51). Gesucht wird das hierzu erforderliche Drehmoment. 
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Zur HerbeiftÜiruiig des genannten Sachrerhaltes ist nach der Impals- 
theorie zweierlei nötig: (1) Man muls der Pigurenaxe eine Drehge- 
schwindigkeit um die auf OF und OF^ senkrechte Aie OM erteilen 
und mufs diese Geschwindigkeit aufheben, wenn die Lage OF^ er- 
reicht ist. Die zugehörigen Impulse, welche gleichMb um. die ge- 
meinsame Senkrechte von OF und OFj^ erfolgen, 
heben sich gegenseitig auf (OM = — OMj). (2) Man 
mufs aufserdei?! für die Umlagemng des Impuls- 
vektors aus der Lage OF in die Lage OjF\ sorgen. 

Thäte man dieses nämlicli nicht, so würde die 
Figurenaxe, nachdem sie die Lage OFj^ erreicht ^ 
hat, um die unveränderte Lage OF des Impulsvektors 
eine reguläre Präcession beginnen, anstatt, wie wir 
verlangten, im Raume stille zu stehen. Der zur üm- 
lagerung erforderliche Zusatzimpuls ist di — Ndd^:; 
seine Axe OG liegt in der Ebene OFF^ senk- 
recht zu den unendlich wenig verschiedenen Axen OF und OF ^ . Die 

Änderungsgeschwindigkeit des Impulses gieht nach Axe und Grolse 

das Drehmoment an, welches wir hei Verdrehung der Figurenaxe auf- 
wenden. müssen. Die richtige Antwort auf unsere Frage, wie sie sich 
aus dem Parallelogramm der Impulsvektoren ergieht, lautet also: 

Dieselbe Frage möge nun nach dem Parallelogramm der Rotationa- 
Vektoren beantwortet werden. Zur Umlagerung und nachherigen Fixierung 
der Figurenaxe ist wieder im Ganzen kein Drehmoment erforderlich. Zur 
Umlagerung der Drehungsaxe mufs man nach dem ParaHelogramm 
der Rotationen die Drehung r^' um die Axe OG hinzufögen. Das 
dieser Drehung entsprechende Drehmoment findet man in bekannter 
Weise durch Multiplikation der genannten Winkelgeschwindigkeit mit 
dem zu OG gehörigen Trägheitsmomente A. Das Drehmoment, nach 
welchem gefragt ist, wäre hiernach 

Ar^\ 

Der falsche und der richtige Wert stimmen, wie mm sieU, nur im 
Falle des KugelJcreisds überein. In jedem anderen FaUe kann die Anr 
Wendung des Parallelogramins der Botationen in der Kinetik irreführend 
werden,) 

Dementsprechend ist die Airysche Betrachtung für den Fall des 
allgemeinen oder des symmetrischen Kreisels dahm zu erganzmi, daJs 
man überall statt Rotationsvektor Impulsvektor sagt. So macht es 
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Poinsot in seiner Theorie des equinoxes.^) Er betrachtet übrigens 
einen etwas allgemeineren Fall wie Airy, indem er den Zusatzimpnls 
senkrecht zu dem vorhandenen Impulse und überdies in einer festen 
Ebene annimmt, welche nicht durch den vorhandenen Impuls hindiu’ch- 
zugehen braucht (während Airy, wie erwähnt, eine Zusatzdrehung in 
einer durch die jeweilige Drehungsaxe hindurchgehenden Ebene voraus- 
setzt). Führt man in diesem Falle die successiven Parallelogramm- 
konstruktionen mit dem Impulsvektor aus, so sieht man, dafs dieser 
einen Kreiskegel um die JTormale der festen Ebene beschreibt, also 
im Speziellen einen vertikal gestellten Kreiskegel, wenn man die feste 
Ebene als Horizontalebene denkt. Natürlich deckt sich auch das 
Poinsotsche Problem wegen der angegebenen Voraussetzung über die 
Richtung des Zusätzimpulses mit dem Problem des schweren Kreisels 
nicht vollständig, wie Poinsot selbst ausdrücklich hervorhebt. Dem- 
entsprechend ist auch das angegebene Resultat, dafs der Impulskegel 
ein Kreiskegel wird, für den schweren Kreisel nur angenähert richtig. 

Unsere eigene populäre Erklärung der pseudoregulären Präcession 
im Anfänge des vorigen Kapitels stellt geradezu eine Weiterführung 
der Poinsotschen Darstellung vor. Wir haben dort auf Grund der 
Poinsotschen Impulsprinzipien die successiven Lagen der Figurenaxe 
im Raum ermittelt und haben auch den Sinn der Abweichungen fest- 
gestellt, welche die wirkliche Bewegung gegenüber unseren immerhin 
nur angenäherten Konstruktionen aufweisen wird. 

Nach einer anderen Richtung wie Poinsot (nämlich durch Berück- 
sichtigung der Nutationen) vervoUständigt Herr A. Schmidt die 
Airysche Erklärung in seiner anregenden Arbeit**) „Die elementare 
Behandlung des Kreiselproblems Indessen müfste man auch Hier die 
Beschränkung auf den Kugelkreisel hinzufügen, weil der Verfasser 
durchweg mit dem Parallelogramm der Rotationen operiert, statt, wie 
es für kinetische Fragen im allgemeinen unerläfslich ist, mit dem 
Parallelogramm der Impulsvektoren. 

Wie hervorgehohen, werden weder die Airyschen noch die Poinsot- 
schen Voraussetzungen bei der allgemeinen Bewegung des schweren 
Ejeisels realisiert. Der Zusatzimpuls bez. die Zusatzdrehung steht hier 
weder senkrecht auf der Drehungsaxe noch auf dem Impulsvektor, 
sondern auf der Figurenaxe. Nur hei der genauen regulären Präcession 
sind wegen der besonderen gegenseitigen Lage von Vertikalen, Rotations- 
Figuren- und Lnpulsaxe die Voraussetzungen der Airyschen bez. der 
Poinsotschen Betrachtungen genau erfüllt. 

•) Connaissajice des temps, Paris 1857, Einleitung, Nr. 1—10. 

♦•) Matliein.-naturw -Mitteilungen von Böklen, 1886, Heft III. 



§ 3. Popiüäre Ersisellitteratar. 


313 


Die Nutzanwendung der AiiTschen BetracMung auf den Fall des 
schweren Kreisels wird in der theoretischen Phjsilr von Hrn. y. Lang^) 
versucht. Um ein den Airyschen Voraussetzungen analoges Problem 
zu haben^ nimmt v. Lang als Anfangszustand eine einfache Rotation 
um die Figurenase an^ so dafs anfangs die der Schwere entsprechende 
Zusatzdrehung auf der Drehungsaxe senkrecht steht. Dieser Sachverhalt 
mufs sich aber eben wegen der Schwere Wirkung sofort ändern. Wenn 
trotzdem vorausgesetzt wird, dafs die hinzukommende Drehung (besser 
der Drehungsimpuls) auf der instantanen Drehungsaxe (besser Impuls- 
axe) dauernd senkrecht steht, so scheint eine abermalige Zweideutigkeit 
in der Verwendung des Wortes „Axe^- vorzuliegen. Dementsprechend 
isi; auch das Resultat, zu welchem v. Lang kommt, nicht richtig. Nach 
seiner Ableitung müfste die Drehungsaxe genau einen Kreiskegel um 
die Vertikale beschreiben, was, wie wir wissen, bei dem vorausgesetzten 
Anfangszustande nur angenähert und auch dies nur hei sehr grofsm 
Botatiönsgeschwindiglceiten richtig ist. Überdies müfste man, wenn man 
die V. Langsche Benutzung des Drehungsvektors aufrecht halten will, die 
ausdrückliche Beschränkung auf den Kugelkreisel hinzufügen. 

Eine korrekte Darstellung giebi im Änsebiusse an Poinsot 
De Jonquieres welcher das Auftreten der Spitzeiekurve ableitet. 

4. Auf wesentlich anderen Prinzipien wie die zuletzt genannte 
oder wie unsere eigene elementare Betrachtung am Anfänge des vorigen 
Paragraphen beruht die bekannte Poggendorjfsche JErdärimg^'^'^) Während 
wir den Kreisel als ein einheitliches mechanisches System behandelten, 
geht Poggendorff auf die Bewegung der einzelnen Massenpunkte zurück. 
Bei der Kürze und dem ganz elementaren Charakter der Darlegungen 
ist die Poggendorffsche Erklärung keine vollständige und gieht leicht 
zu Irrtümern Anlafs. Wir reproduzieren dieselbe in etwas freier Weise, 
ohne mit Sicherheit behaupten zu können, dafs wir im Folgenden die 
Meinung des Verfassers, die aus seinen Worten nicht ganz eindeutig 
festzustellen ist, genau wiedergeben. 

Wir betrachten mit Poggendorff ein Schwungrad von horizontal 
gestellter Pigurenaxe, welches um einen Punkt 0 der Axe frei drehbar 
ist und welchem eine bestimmte RotationsgescLwindigkeit um die Axe 
erteilt worden ist. Wir denken uns das freie Ende der Axe in der 
Vertikalehene ein Stückchen nach unten bewegt, was dem Anscheine 

*) § 65. 

**) Thäorie älämentaire du mouvement de la toupie, Eevue maritime et co» 
loniale, 1886. 

***) „Noch ein Wort über die Fesselsche Eotationsmaschine.*) ** ***) PoggendoifFs 
Annalen, Bd. 90, pag. 348. 
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nach der Einwirkung der Schwere auf das Schwungrad entspricht. 
Diese Bewegung bezeichnen wir kurz als Bewegung I. Offenbar wer- 
den durch diese Bewegung die Geschwindigkeitsyektoren der einzelnen 
Massenpunkte teils parailel mit sich verschoben, teils aus ihrer Richtung 
abgelenkt. Letzteres erfordert für jeden Punkt eine Kraft, deren Qröfse 
und Richtung gleich ist der Inderungsgeschwindigkeit des Impulses 
in dem betreffenden Massenpunkte. Setzt man alle diese Kräfte zu 
einer Drehkraft zusammen, so findet man leicht eine Drehkraft von 
vertikaler Axe. Letztere müfsten wir ausüben, wenn wir die Bewegung I 
erzwingen wollen. Üben wir sie nicht aus, denken uns aber trotzdem 
dem Schwungrade die Bewegung I erteilt, so bleibt eine der genannten 
entgegengesetzt gleiche Drehkraft übrig, welche, wenn sie allein wirk- 
sam wäre, eine Bewegung der Pigurenaxe in horizontaler Richtxmg be- 
wirken würde. 'Letztere werde als Bewegung II bezeichnet. Die Be- 
wegung II würde nun ihrerseits eine Richtimgsänderung in den Einzel- 
impuisen der Massenpunkte bewirken. Die hierzu erforderlichen Kräfte 
setzen sich zu einer Drehkraft von horizontaler Axe zusammen. Diese 
müfste wiederum von aufsen hinzugefügt werden, wenn die Bewegung 11 
für sich möglich sein soll. Im anderen Falle bleibt eine entgegen- 
gesetzt gleiche Drehkraft von horizontaler Axe übrig, welche eine Be- 
wegung III bewirkt, der zufolge die Figurenaxe vertikal nach oben, 
also der Bewegung I entgegen gedreht wird. Das Auftreten der Be- 
wegung III erklärt nun, warum, die durch die Schwerkraft gegebene 
Bewegungstendenz I auf die Dauer nicht anhält, sondern durch die 
allmählich wachsende Bewegungstendenz III überwunden werden kann. 
Das Auftreten von II zeigt gleichzeitig, dafs die Punkte der Pigurenaxe 
unterdessen eine horizontale Gescb windigkeitskomponente erhalten können. 
Die wirkliche Bewegung, müssen wir uns vorstellen, besteht in einer Kom- 
bination der Bewegungen I, ll und III (und zwar, wie wir nach Früherem 
hinzufügen können, in einer derartigen KQmbination, dafs sich die zur 
Hervorhringung dieser Bewegungen erforderlichen Drehkräfte jederzeit zu 
einer dem Sehweremoment genau gleichen Drehkraft zusammensetzen). 

Wie man sieht, wird durch die vorstehende ziemlich rohe Be- 
trachtung nur ein sehr ungefähres Bild der resultierenden Bewegung 
gewonnen. In welcher Stärke die unterschiedenen Bestandteile I, II, III 
der Bewegung jeweils auftreten, bleibt völlig unentschieden. Über die 
Gestalt der Bahnkurve, welche die Kreiselspitze auf der Kugelober- 
fläche beschreibt, kann daher lediglich auf Grund der obigen Über- 
legung nichts Näheres angegeben werden. 

Die Poggendorffscbo Ausdrucksweise ist, wie gesagt, von der vor- 
stehenden etwas verschieden. Sie legt den Irrtum nahe, als ob die 
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Bewegungen I und III sich gegenseitig kompensieren könnten, so dafs 
eine rein horizontale Bewegung der Kreiselspitze übrig bleiben würde. 
Dies ist natürlich gänzlich unmöglich, sofern das Schwungrad in der 
Anfangslage keine horizontale Fortschreitungskoniponente besitzt. 

In den Lehrbüchern^), welche die Poggendorffsche Erklärung 
Wiedergeben, wird besagter Irrtum vielfach explicite begangen. 

Die Poggendorffsche Erklärung ist von Hrn. M. Koppe* **) ^) ver- 
vollständigt und bis zur quantitativen Bestimmung der Bewegung durch- 
geführt. Koppe berechnet die auch in der Poggendorffschen Erklärung 
grundlegende Drehkraft zu Cr ff', im Einklang mit unserer Berechnung 
auf S. 311 und unserem früheren Deviationswiderstand (Kap. III, § 5) und 
zeigt, dafs die Bewegung der Kreiselspitze so erfolgt, wie die Bewegung 
eines Massenpunktes auf der Kugeloberfläche, auf den aufser den elemen- 
taren Kräften, der Schwere und Centrifugalkraft, noch diese „inducierte 
Kraft*^ jeweils senkrecht zur Bewegungsrichtung wirkt. Er gelangt so 
durchaus richtig zur Beschreibung der Bahnkurve dieses Massenpunktes 
als Cykloide. Die Einzelkräfte, aus denen sich die inducierte Kraft zu- 
sammensetzt, lassen sich, wie Koppe hervorhebt, als Corioliskräfte der 
aus Rotation um die Figurenachse und Bewegung der letzteren zusammen- 
gesetzten Bewegung auffassen. Wir heben insbesondere die wertvollen 
kritischen Bemerkungen über elementare Erklärungen des Kreiselphäno- 
mens zu Beginn seiner Arbeit hervor, welche uns bei der Abfassung des 
Vorstehenden vielfach nützlich waren. 

Gleichfalls mit der Coriolisschen Kraft operiert die oben'*'*'*') citierte, 
im Wesentlichen richtige Arbeit von Jouffret. 

An Poggendorff knüpft auch F. Beinen in der Beschreibung 
seines Rotationsapparates an.t) Die Heinensche Darstellung ist aber 
viel umständlicher wie die Poggendorffsche und giebt auch nicht mehr 
als eine allgemeine qualitative Vorstellung der zu erwartenden Bewegung. 

Alles in allem möchten wir das Zurückgehen auf die Punktmechanik, 
welches der zuletzt betrachteten Gruppe von Erklärungen gemeinsam ist, 
aus den pag. 300 genannten Gründen im Allgemeinen, nicht empfehlen. 

5. Als besonders verfehlt müssen solche Erklärungen tt) gelten, 
welche das im Experiment zu beobachtende Aufrichten der Kreiselaxe 


*) Z. B. Müller-Pouillet, Bd. I, § U, 

**) über die Bewegung des Kreisels. Ztschr. ^ d, phys. u. cbem. Unterricht, 
4. Jahrg., 1890 und 9. Jahrg., 1896. 
pag. 190. 

t) Braunschweig 1867. 

tt) Vgl. z. B. Munter, Ztschr. f. d. mathem. u. phys. Unterricht, Bd. 26, 
pag. 565. 
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aus den Prinzipien der abstrakten Dynamik horleiten wollen. Wir 
wissen, dafs der bisher betrachtete ideale, reibungslose Kreisel sich 
keineswegs aufrichtet, sondern dauernd dieselbe mittlere Neigung gegen 
die Vertikale behauptet. Das Aufrichten der Kreiselaxö erfolgt, wenn 
überhaupt, nur durch die Reibung im Unterstützungspunkte, worüber 
wir uns spater verbreiten werden. 

§ 4. Über die Stabilität des aufrechten Kreisels» Geometrische 

Diskussion. 

Ein besonderer Pall der regulären Präcession ist derjenige, wo 
sich die Bahnkurve auf einen Punkt, den höchsten oder tiefsten Punkt 
der Einheitskugel zusammenzieht. Der Kreisel rotiert dann mit gleich- 
förmiger Geschwindigkeit um die vertikal gestellte Figurenaxe. Wir 
woUen diese interessante Bewegung ausführlich behandeln, um daran 
unsere Begriffe über die Stabilität der Bewegungen zu bilden und so 
die allgemeineren Untersuchungen des sechsten Paragraphen vorhereiten. 

Die Figurenaxe kann bei dieser Bewegung sowohl vertikal nach 
oben . wie vertikal nach unten gerichtet sein. W ir werden uns auf die 
erstere Annahme beschränken, was ohne Beeinträchtigung der Allge- 
meinheit geschehen kann, wenn wir nur nötigenfalls den als Figuren- 
axe bezeichneten Halbstrahl mit dem entgegengesetzten vertauschen. 

Wir werden also -0’ = 0 rechnen und haben dabei zwei ünterfäUe 
zu unterscheiden, je nachdem P<0 oder P >0 ist. Auch hier sprechen 
wir vom Kugelkreisel mit dem Trägheitsmomente Ä. 

Die zu besprechende Bewegung bezeichnen wir kurz als die Be- 
’wegung des aufrechten Kreisels. 

Zunächst bemerken wir, dafs unsere Koordinaten 9?, 0, d' zur ße- 
handluDg des vorliegenden Falles ungeeignet sind. Offenbar wird 
nämlich bei aufrechter Figurenaxe die Knotenlinie in der Äquator- 
ebene unbestimmt. Mithin haben auch die Winkel 9p und ijj (die Winkel 
der X“ hez. der x-Axe gegen die Knotenlinie) keine selbständige Be- 
deutung. Wohl aber kommt eine solche dem Winkel q) ^ ~ ^ zu, 
welcher direkt den Winkel zwischen X- und x-kx& darstellt, also die 
Drehung des Kreisels gegen den Raum mifst. Mit Benutzung dieser 
Koordinate ist unsere Bewegung einfach durch die folgenden beiden 
Gleichungen charakterisiert 

(1) 0 , x' ~ const. 

Wir überzeugen uns nun leicht, dafs die B(yimgung des mfrecMen 
Kreisels hei heliehigen Werten der MotationsgescJiwindiglceit % eine mögliche, 
mit den fundamentalen- Impulsgesetzm verträgliche Bewegung ist Bei 
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der durch (1) dargestellten Bewegung fällt nämlicli der Impuls dauernd 
mit der Vertikalen zusammen und hat eine konstante Länge. Die 
Änderung des Impulsvektors ist also jederzeit gleich Null. Aufserdem 
ist bei vertikaler Stellung der Figurenaxe die Schwerewirkung P sin 0* 
fortgesetzt gleich Null. Es besteht mithin die durch unsem Ihipulssatz 
geforderte Gleichheit zwischen den Änderungen des Impulses und den 
Züsatzimpulsen der äufseren Kraft. Durch die Gleichungen (1) wird 
also in der That eine mögliche Bewegung des schweren Kreisels dar- 
gestellt, welchen Wert auch immer die Rotationsgeschwindigkeit 
haben möge. 

Offenbar gilt für die aufrechte Bewegung die Beziehung 
(2) N, 

Da nämlich Impuls, Pigurenaxe und Vertikale beständig zusammen- 
fallen, so ist die Vertikalprojektion des Impulses mit der Projektion 
auf die Figurenaxe sowie direkt mit der Länge des Impulsvektors 
identisch. 

Die Bedingung (2) ist übrigens nicht nur für die gieiehmäfsige 
Rotation des aufrechten Kreisels charakteristisch, sondern überhaupt für 
jede Bahnkurve, welche durch den höchsten Punkt der Kugel bindurch- 
zieht. In der That wird allemal beim Passieren des Nordpols die Pro- 
jektion des Impulses auf die Figurenaxe identiscb mit der Projektion 
auf die Vertikale, weil ja beide Richtungen in einem solchen Momente 
Zusammenfällen. Da überdies die Impiüskoznponenten n und N, wie 
wir wissen, konstant sind, so besteht die angegebene Relation für solche 
Bewegungen allgemein. 

Wir gehen nun zu den Stahilitätsfragen über und erteilen zu dem 
Zv/ecke dem Kreisel während seiner Rotation um die Vertikale einen 
Anstofs. Diesen charakterisieren wir durch den zugehörigen Drehstofs 
hinsichtlich des Unterstützungspunktes und repräsentieren ihn durch 
einen Vektor. Dabei wird vorausgesetzt, dafs die Länge des so er- 
haltenen Vektors eine beliebig vorgegebene Gröfse nicht übersteigt. 
Über die Richtung des Drehstofsvektors dürfen wir der Allgemeinheit 
wegen zunächst nichts voraussetzen. Indessen zeigt es sich, daXs wir 
diese Richtung als horizontal annehmen dürfen. Wenn nämlich ein 
schiefgerichteter Drehstofsvektor vorliegt, so zerlegen wir diesen in eine 
vertikale und eine horizontale Komponente. Die vertikale Komponente 
bewirkt lediglich eine Änderung der Rotationsgesehwindigkeit des Kreisels 
und iäfst den Charakter der Bewegung ungeändert. Wir können daher 
von der vertikalen Komponente absehen und einen Drehstofs von hori- 
zontaler Axe voraussetzen. 
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Der ursprOnglicli vorhandene Impuls setzt sich natürlich mit diesem 
Drehstofs nach dem Parallelogrammsatze zusammen. Wir bezeictmen 
den Zusatzimpuls mit [0»], da er uns die gleichzeitig am- Pigurenaxe 
und zur Vertikalen senkrechte Komponente des öesamtimpulaes zur Zeit 
t == 0 angiebt. Die Beziehung zwischen unserer Impulakomponente [0,] 
und der durch sie hervorgerufenen Rotationskomponente wirÖ dabei nach 
dem allgemeinen Zusammenhänge zwischen Impuls- und Drehungsvektor: 

(3) [Go] == 

wo den Anfangswert der Winkelgeschwindigkeit &•' bedeutet. Die 
Länge \.i\ des Gesamtimpulses, welche hei der ungestörten Bew^Ung 
konstant und gleich N war, wird jetzt variabel. Speziell ergiebt sich 
für den Anfangswert | | nach dem Pythagoras die Gleichimg: 

[00?. 

Schliefslich berechnen wir noch die Impulskonstante h mittels der 
Gleichung (3) von pag. 219. Da für t — 0 auch -9' — 0 ist, so ergiebt sich 

(4) Ä = |io|M-2AP=W*+[0oP-f 2AP. 

Um den Charakter der durch unseren Anstofs ausgelösten Be- 
wegung zu überblicken, fragen wir vor allem, wie tief die Kreiselspitze 
auf der Einheitskugel heruntersinkt. Wir sehen deshalb zu, in welcher 
Weise die Wurzel e der Gleichung ü = 0 von [0J abhängt. Dabei 
müssen wir auf die ursprüngliche Form dieser Gleichung auf pag. 238 
zurüekgehen, weil die hieraus abgeleitete Gleichung Üi—O wegen des 
vorgezogenen Faktors 1:(1 — c®), welcher in unserem Falle (e = l) 
unendlich grofs wird, für das Folgende unbrauchbar ist. Wir haben 
nach der angezogenen Stelle mit Rücksicht auf die Beziehung n = N: 

(5) A*U= — W*(l — «?-i- Qc — N^~2APu) (1 ~m»), 
oder, wenn wir Ic der Gleichung (4) entsprechend ausdrücken: 

(5') Ä^U^ — N\l~uf+ {W+ 2 äP(1—u))(1~u^). 

Auf der rechten Seite steht ^ wie es sein muls^ der Faktor l—~Uf 
welcher der bekannten Wurzel c =<= 1 entspricht. Wir sondern diesen 
ab und bekommen für die beiden übrigen Wurzeln die quadratische 
Gleichung: 

- (1 -- «) + ([©„]» + 2 AP(1 — u)) (1 u) = 0. 

Hier mögen wir == v setzen und die so entstehende Gleichung 

(6) 0« (1 -h «■) -- (1 -- m) (W* — 2 A P (1 -f «)) = 0 
in einer v-Ehem geometrisch deuten. 
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Die entstehende Kurve wird wieder von der dritten Ordnung. Sie 
"liegt symmetrisch gegen die Abscissenaie (u-Axe) und besteht aus 
einem paaren und einem unpaareii Zuge. Die Gestalt der Kurve unter- 
suchen wir auf Grund ihrer vertikalen Tangenten, welche Mer b^onders 
leicht zu bestimmen sind. 


Die Gleichungen der vertikalen Tangenten^ sowie die Lage ihrer 
Berührungspunkte steilen wir wie folgt zusammen: 

Gleichung: u ~ -f- 1 Berührungspunkt: v = 0 


n 




V — oo 


Die an zweiter SteUe genannte Tangente ist hiernach Asymptote. Für 
uns kommt es wesentlich darauf an^ wie die dritte Tangente gegen die 
übrigen liegt. Wir unterscheiden in der BKnsicht vor allem zwei Fälle, 
je nachdem P-< 0 oder P>0 = 


Erster Fall: P< 0. ^ 

Die dritte Tangente liegt links von der Asymptote. Reelle Werte 
von V ergeben %ich für die Gebiete 

- AT* 

und — <x><M< — 1 -f 

Der unpaare Zug verläuft; in dem Streifen zwischen m == — 1 und 

der paare Zug erstreckt sich von der Tangente u — 1 -f- nach 

links ins Unendliche (vgl. Fig. 52). Wir ziehen in beliebiger Nähe 
der Abscissenaxe die Parallele f 

== [9^] und bringen sie 
zum Schnitt mit dem unpaaren 
Zuge. Die Abseisse dieses 
Schnittpunktes liefert uns den 
Parallelkreis ti". Wie man 
sieht, kommt die Gröfse e' der 
Einheit um so näher, je kleiner 
wir [0J nehmen, (Dabei wird, 
wie wir des Folgenden wegen 
bemerken, die Differenz 1 — e' 
von der Ordnung [©oJ^y sie 
stellt also „eine unendlich 
kleine Grofse zweiter Ord- 



nung^^ dar, wenn wir den Ms- » 2 , 

Anstofs [©^] „unendlich klein von der ersten Ordnung^^ werdesn lassen.) 
Infolgedessen köimen wir durch Wahl von [0J erreichen, da& die 
Bahnkurve des ursprünglich aufrechten Kreisels nach HmziifüguBg 
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unseres Änstofses in einer beliebig engen HsTachbarsebaft zur ursprüng- 
lichen Babnkurre, dem Nordpole, verläuft. Hmsichtlich der Bahnkurve 
findet cdso im Fade P < 0 sicher ein stetiger Übergang von der ur- 
sprünglichen au der abgeänderten Bewegung statt. 

Die Bahnkurve der Kreiselspitze bringt indessen, wie wir wissen, 
die Bewegung nicht vollständig zum Ausdruck, indem sie über die 
Rotation des Kreisels um die Figurenaxe keinen AufschluCs giebt. 

Bei der ungestörten Bewegung wird diese gemessen durch den 
Winkel %> ^3. sich die Winkelgeschwindigkeit % durch den Impuls W 
bei der aufrechten Bewegung folgsndermafsen ausdrückt: 

so haben wir einfach (bei spezieller Wahl der Anfangszeit) 



Nach Hinzufögung des Änstofses [0o] wollen wir, um vergleich- 
bare Gröfsen zu haben, die Rotation um die Figui-enaxe durch den ent- 
sprechenden Winkel i messen. Wir haben dann mit Rücksicht auf (2): 

, ’ < n — Nu , N — nu tN 

% 'P ~r i’ — «*) ' 3. (1 — «’) (1 -j- «) " 

Da nun u in beliebiger Nähe von 1 bleibt, entwickeln wir nach 
Potenzen von u — 1 und vernachlässigen aRe höheren Potenzen. So 
ergiebtsich ^ ^ ^ ^ ^ 

X ~ A Ä a ■ 

Hier ist der zweite Term der reebten Seite, wie aus einer obigen 
Bemerkiing liervorgebt, im Verhältnis zu dem Anstofse [GJ von der 
zweiten Ordnung unendlicli Mein. Solche Oröfsen pflegt man aber bei 
der in der Litteratur üblichen Handhabung der Stabilitätsbetraehtungen 
nicht mitzunehmen. Auch bei den Hachbarbewegungen der regulären 
Präeession im ersten Paragraphen dieses KapitelB haben wir, indem 
wir den Rest B in dem Ausdrucke von ijj vernachlässigten^ die Glieder 
zweiter Ordnung (mit dem Faktor unterdrückt. Beschränken wir 
uns also auch jetzt auf die Glieder erster Ordnung^ so werden wir, 
indem wir die Integration nach t ausführen, wieder auf die arsprüng- 
liehe Formel zurückgeführt: 



(Man bemerke übrigens, dafs die jedenfalls nicht unbedenkliche 
V ernachlässigung der Glieder zweiter Ordnung nur eine vorläufige ist 
und dafs sie für die in § 6 zu entwickelnde definitive' Auffassung der 
Stabilitätskriterien gar nicht in Frage kommt.) 
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Unsere Betrachtung zeigt, dafs der Winkel % der ahgeänderten Be- 
wegung dem Winkel i der ursprünglichen bis auf Glieder zweiter Ordnung 
dauernd benachbart bleibt. Diese Aussage bezieht sich jedoch nur auf 
den Fall, wo der hinzugefügte Drehstofs eine rein horizontale Aie hat. 
Bei allgemeinerem Anstofs, durch welchen nicht nur ein gewisser Wert 
Ton [©o] hinzugefttgt, sondern auch die ursprüngliche Impulskomponente 
W abgeändert wird, liegt die Sache natürUeh anders. 

Betrachten wir z. B. den einfachsten Fall, wo [ÖJ = 0 genommen 
und W um die kleine Gröfse W vermehrt wird. Die Bewegung Ueibt 
dann nach wie vor die des aufrechten Kreisels. Der Winkel % hei der 
abgeänderten Bewegung bestimmt sich durch die Gleichung 

jy-f JV' 

z = -5-#. 

Wie man sieht, weicht derselbe von dem Winkel % der ungestörten 
Bewegung um ein Glied ab, welches der ersten Potenz des Anstofses Jf' 
proportional ist. Nichtsdestoweniger können wir zwischen die ursprüng- 
liche und die abgeänderte Bewegung durch Verldeinerung von W solche 
Bewegungen einschalten, welche einen stetigen Bbei^ng von dem % 
der einen zu dem der anderen Bewegung vermitteln. 

Nach alledem werden wir zweifellos und zwar unabhängig davon, 
ob wir die soeben gemachte Vernachlässigung der Glieder zweiter Ordnung 
zulasseh wollen oder nicht, sagen können: 

Die Bewegung des aufrechten Kreisels im Falle P < 0 ist eieher 
eine stabile Bewegung, 

Dieses Resultat stimmt natürlich vollkommen mit der bekannten 
Thatsache überein, dafs die Gleichgewichtslage des nicht aufgezogenen 
Kreisels (N — 0) eine stabile ist, wenn der Schwerpunkt unter dem 
Unterstützungspunkte liegt (P < 0). 

Zweiter Fall: P>0. 

Sehr viel interessanter ist der zweite FaU P > 0. Die dritte der 
pag. 319 genannten vertikalen Tangenten liegt alsdann rechts von der 
Asymptote u — — 1 . Je nachdem sich dieselbe auch rechts von der 
Tangente fe == -f- 1 oder links von derselben befindet, ergeben sich 
zwei ünterfälie a) und b). 

Der erste Unterfall tritt ein, wenn 

(a) d.b. 2^>4AP, 

der 0weite, wenn 

(b) d.L 1P<4ÄP. 

Wir vergleichen hiermit unsere frühere Unterscheidung zwischen 
SUeisi-Sommerfdld, Aufi. 21 
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dem starken und dem schwachen Kreisel. Da wir P> 0 vorausgesetzt 
haben, müssen wir das Kriterium (3') von pag. 249 heranziehen. 

Tragen wir hier, der aufrechten Anfangslage der Figurenaxe ent- 
sprechend, für e den Wert -f- 1 ein, so gehen die Ungleichungen jenes 
Kriteriums gerade in die Ungleichungen (a) und (b) über. Der Unter^ 
faU (a) entspricht also einem starken, der Unterfall (b) einem schwachen 
Kreisel (Nebenbei bemerkt, ist der Fall eines negativen P stets den 
siaalcen Kreiseln zuzurechnen, weil hier die Ungleichung (a) selbst- 
verständlicher Weise befriedigt wird.) 

Wir setzen zunächst wieder unsere Kurven dritter Ordnung flir 
unsere beiden Falle P > 0 her, wie sie der Öleichung (5) entsprechen. 
Bei dem starken Kreisel, Fall (a), zieht sich der unpaare Zug durch den 
Streifen — 1 bis -f- 1 hindurch, indem er u — — 1 im Unendlichen 
und « ==a -f- 1 auf der Abscissenaxe berührt. Bei dem schwachen Kreisel 
dagegen ist der unpaare Zug in den Streifen — 1 bis — 1 -f- ein- 
geschlossen. Der paare Zug liegt beidemal rechts von dem unpaaren 
und berührt entweder die Tangente — 1 + Tangente 1 

in ihrem Schnittpunkte mit der Abscissenaxe. 






Mg. 54, Sohwacher Kireisel. 


Es kommt nun darauf an, aus der Gestalt dieser Kurven den 
Charakter der Bahn bei einer Störung [0^j] zu erschliefsen.*) Wir ziehen 
zu dem Zweck wieder die Parallele v — [0^] zu der Abscissenaxe, deren 
Schnittpunkt mit dem unpaaren Zuge durch seine Abscisse die Örö6e 

) Tgl, hierzu: F. Klein, On the stability of the sleepinö’ top. Americain 
Bulletin, im, B F 
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des zweiten Parallelkreises bestimmt. Hierbei ergiebt sich mm ein sehr 
interessanter Gegensatz zwischen dem starken und schwachen S^iseL 

In Pig. 53 liegt nämlich der genannte Schnittpunkt in unmittelbarer 
Nähe des Punktes w = 1 , v = 0. 

Bei dem starTcen Kreisd fällt also der Parääelkreis e' um so Meiner 
aus, je Meiner wir den Ansto fs [0<j] wählen, und gäd hei verscJiwindmdem 
[©o] in den Nordpol 6=1 stetig über. Die Bcdinkuroe der Kreisdepüze 
verharrt in unmittelbarer Nähe der ursprünglichen punktförmigen Bodin-' 
kurve; ihre Dimensionen können durch Verkleinerung des Anstoßes be- 
liebig verkleinert werden. 

In Fig. 54 dagegen untÄ-scheidet sich die Abscisse des soeben 
konstruiertön Schnittpunktes Ton der Einheit stets um eine endliche 

Gröfse^ welche nicht unter 1 + 1 — jZp werden kann. 

Bei dem schwachen Kreisd ändert sich also die Lage des zweiten 
DaraUdkreises in unstetiger Weise, Bei der geringsten Störung springt 
dieser Parcdlelkreis, welcher sich bei der ungestörten Bewegung auf den 
Nordpol reduziert, sogleich in einen Kreis über, dessen d Meiner ist dis 

— 1 + 23p ‘ Dimemionefi der Bahnkurve können daher durch Ver- 

kleinemng von [0J nicht helidrig verkleinert werden. Die aufrechte Bo- 
tation des schwachen Kreisels nimmt also im Systern der Bahnkurven eine 
isolierte Stellung ein. 

Die letzten Bemerkungen zeigen bereits, dafs der schwache Kreisel 
in aufrechter Stellung instabil ist Was den starken Kreisel im Palle 
P>0 betrifft, so können wir bei ihm dieselben Überlegungen anstellen, 
wie oben im Falle P<0. Wir sprechen daraufhin den allgemeinen Satz aus : 

Der starJce Kreisel ist in aufrechter Stellung stabil, der schwache 
Kreisel labil. 

Den Grenzfali zwischen dem starken und schwachen Ereisel, i h. 
den Kreisel mit N'^== 4J.P haben wir ersichtlich den stabilen Fällen 
zuzurechnen. Alsdann können wir nämlich den Anstois [©J noch 
gerade so klein bemessen, dafs sich e' beliebig wenig von 


1 + 




•l + 2 = + l 


unterscheidet. Wir fügen daher hinzu: 

Der Kreisel, wdcher auf der Grmze zwischen dem starken und 
dem schwachen Kreisel steht, ist in aufrechter Lage gleickfaUs stabil. 
Übrigens wird die Bahnkurve im stabilen wie im labilen Falle die 
Gestalt einer Bosette haben, weiche sich (wegen der allgemeinen Perio- 
dicitätseigenschaften der Bewegung) in regelmäfsigen Zeitintervallen 
fortgesetzt durch den Nordpol der Kugel hindurchzieht und ans lauter 
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kongruenten Schleifen besteht. Der Unterschied zwischen beiden Fällen 
offenbart sich nur in der Gröfse dieser BoseUe^ oder, genauer gesagt, 
in der Verändermg ihrer Größe hei Verlcleinerung des Anstoßes. Die 
Rosette im labilen Palle ist eine nicht minder reguläre, periodisch sich 
reproduzierende Kurve, wie int stabilen Falle, welche sogar, unter be- 
sonderen sogleich näher anzugebenden Umständen, von der Rosette des 
stabilen Pafies für das Auge durch nichts verschieden ist. Wir be- 
tonen diesen Punkt besonders, weil hierüber vielfach irrige Vorstellungen 
verbreitet sein dürften. 

Die Engländer bezeichnen in höchst anschaulicher Weise die auf- 
rechte Kreiselbewegung als Bewegung Ües „sleeping top" Wenn näm- 
lich, wie wir annehmen wollen, nicht nur mechanische, sondern auch 
geometrische Rotationssymmetrie um die Figurenaxe vorhanden ist, so 
scheint der Kreisel bei aufrechter Stellung dem Auge zu ruhen. Dafe 
diese Ruhe aber nur eine scheinbare ist, zeigt sich, wenn wir ihn durch 
einen Anstofs gewissermafsen aufwecken. Alsdann wird seine ursprüng- 
lich verborgene Bewegung auch äufserlich sichtbar. ISfach seinem Ver- 
halten beim Aufwachen beurteilen wir die Stabilität oder Labilität. 
Wenn sein Aufwachen ein sanftes ist, nennen wir die aufrechte Be- 
wegung stabil; wenn dagegen die leiseste Störung hinreicht, um un- 
verlmltnismalsig grofse Elongationen hervorzurufen, heifst die Be- 
wegung labü. 

Dafs überhaupt im Falle P > 0 bei aufrechter Stellung Stabilität 
möglich ist, stellt eine Thatsache von ganz eigenartigem Interesse dar, 
welche zunächst wieder paradox erscheinen möchte. Während der nicht 
au%ezogene Kreisel im Falle P > 0 in aufrechter Stellung natürlich 
gänzlich instabil ist und auf jeden kleinsten Anstofs mit einer vollen 
Pendelschwingung’ reagiert, wird er, in genügend starke Rotation ver- 
setzt (jy*> 4 AP), befähigt, dem Einflufs der Schwere bis zu einem 
gewissen Grade Widerstand zu leisten. Der schwache Kreisel ver- 
mittelt dabei den Übergang zwischen dem Kreisel von der Eigenrotation 
Null und dem starken Kreisel. 

Die Lage des Parallelkreises e', bis zu welchem die Figurenaxe 
bei irgend einem Anstofs mindestens herabsinkt, kam als ein Mafs für 
die gröfsere oder geringere Schwäche des Kreisels angesehen werden. 
Di© Lage dieses dem Anstofse [G^] — 0 entsprechenden Parallelkreises 
ist, wie wir sahen, gegeben durch 






Für den Kreisel von der Eigenrotation Kuli wird dieser Wert 
gleich — 1; die Figurenaxe beschreibt alsdann, wie soeben erwähnt, 
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im Nordpole angestofsen einen groJsten Kreis, welcher durch den Süd- 
pol hindurchgeht. Die im allgemeinen eintretende Rosette ist hier aus- 
geartet. Bei wachsendem N wächst der Wert yon e' kontinuierlich 
und nähert sich für 4ÄP dem Werte ^ = -f 1. 

Der Übergang zwischen dem labilen und dem stabilen Falle der 
aufrechten Kreiselbewegung ist auf diese Weise gewissermafsen selbst 
ein stetiger. Wenn nämlich IP zwar kleiner als 4 AP aber doch von 
4 AP sehr wenig verschieden ist, wird die Elongation der Bahnkurve 
bei beliebig kleinem Anstoüse zwar von Null verschieden aber doch 
unbeträchtlich 5 sie kann sogar durch geeignete Annahme von N unter 
jeden gegebenen Wert herabgedrückt werden. Ipimerhin bleibt auch 
dann die charakteristische Eigenschaft des labilen Falles bestehen, dafs, 
nachdem wir einmal über N verfügt haben, die Dimensionen der Bahn- 
kurve durch Abänderung von [G^] nicht beliebig verkleinert werden können. 

Theoretisch ist also in diesem Palle (wo — 1 eine absolut 

.genommen kleine negative Zahl ist) die Bewegung jedenfalls labil^ 
im Experiment dagegen würde sieh eine derartige Bewegung von einer 
theoretisch stabilen nicht merklich unterscheiden. Beidemal haben wir 
eine Rosette von qualitativ ähnlichem Verlauf und aufserordenthch 
kleinen Dimensionen. Wir mögen daher etwa von einer fheormschm 
und praMiscJien LaMliiät VAid Stabilität sprechen und sagen: Im Falle^ 
wo nur seJir wenig Meiner ist als 4 AP, ist die Betvegung 'ffieoretisck 
labil, jgraTdisch aber immer meh stabil. 

Im sechsten Paragraphen dieses Kapitels werden wir noch andere 
einfachere Beispiele von theoretischer Labilität und praktischer Stabilität, 
sowie von theoretischer Stabilität und praktischer Labilität kennen 
lernen. — 

Wir mögen schliefslich allgemein nach solchen Bewegungen des 
schweren symmetrischen Kreisels fragen, welche aus einer hlofsen Ro- 
tation um eine im Raum feste Axe bestehen. 

Aus Symmetriegrimden geht hervor, dafs eine solche Axe keine 
andere, als die Vertikale sein kann und dafs die Drehung um diese 
Axe gleichfönoig erfolgen mufs. Die Bewegung gehört alsdann zur 
Klasse der regulären Piäcessionen, und zwar handelt es sich hier speziell 
um eine solche Präcession, bei welcher der Herpolhodiekegei unendlich 
dünn ist, bei welcher also ft den Wert Null hat. Die andere Pracessions- 
konstante welche uns hier direkt die Gröise der Winkelgeschwindig- 
keit angiebt, ist daraufhin bestimmt. Die Theorie des Deviationswider- 
standes liefert nämlich (s. 61 (3) von pag. 77) für 'ir die Gleichung: 

(15) P=^{G—A)v^cob^. 
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i^ur in dem Falle d = 0 verliert diese Gleichung ihre Gültigkeit, weil 
wir an der angezogenen Stelle aus der zunächst in Betracht kommenden 
Gleichung den Faktor sin ü* herausgehohen haben, vermöge dessen 
diese Gleichung im Falle -O* = 0 identisch erfüllt ist. Mithin ist die 
aufrechte Figurmaxe die einzige Gerade, um welche sich der Körper mit 
jeder ieliehigm Geschwiudigheit permanent drehen 1mm, Jede andere Äxe 
erfordert, falls sie als permanmte Äxe auftreten soll, einen (bis auf das 
Vormchm) bestimmten Wert der Winkelgeschwindigkeit. 

Je nachdem dieser Wert reell oder imaginär ausfäUt, werden wir 
die betreffende Axe als „zulässige^^ oder „unzulässige Drehungsaxe^^ 
bezeichnen. Um die Entscheidung hierüber zu treffen, wollen wir das 
Gesamtbündel der von 0 auslaufenden Halbstrahlm durch die Äquator- 
ebene des Kreisels in zwei Halbbündel zerl^en. Indem wir uns die 
Figurenaxe so gewählt denken, dafs der Schwerpunkt bei vertikal auf- 
gerichteter Figurenaxe über den Unterstützungspuidd; zu liegen kommt 
(P>0), wollen wir dasjenige Halbbündel, welches den Schwerpunkt 
enthält, als oberes, das andere als unteres bezeichnen. Alsdann zeigt 
die Gleichung (15): 

Fei dem verlängerten Kreisel {C<iÄ) sind alle Malbstrahlen des 
unteren, bei dem abgeplatteten adle des dberm Halbbündels zulässige per- 
manente JDrehungsaxen. Jeder dieser Äxen kommen zwei entgegengesetzt 
gleiche Werte der Winkelgeschwindigkeit zu. Speziell lei dem Kugel- 
kreisd sind die betreffenden Winkelgeschwindigkeiten allemal i oo - 

§ 5. Fortsetzung. Analytische Behandlung der durch einen Anstofs 
abgeänderten aufrechten Hxeiselbewegung, — Formeln für die pseudo- 
regulären Fräoessionen von kleinem Fräcessionskrcise. 

Wir werden jetzt die im vorigen Paragraphen gegebene qualitative 
Diskussion der aufrechten Kreiselbewegung durch eine angenäherte 
quantitative Darstellung ergänzen, unter dem Gesichtspunkte, von hieraus 
eine exakte Grundlage für unsere spätere Kritik der Methode der kleinen 
Schwingungen zu gewinnen, einer Methode, welche in der modernen 
Dynamik eine bekannte wichtige EoUe spielt. Dabei haben wir an die 
Näherungsformeln vom neunten Paragraphen des vorigen Kapitels an- 
zuknüpfen. Die dortigen Näherungsformeln für u können auf den vor- 
liegenden Fall direkt übertragen werden. Dagegen bedürfen die Formeln 
für if einer Modifikation, weil in diesen der Tenn 1 — im Nenner 
vorkam, welcher jetzt wenigstens in den stabilen Fällen bei verschwinden- 
dem Anstofs verschwindet. 

Wir schreiben zunächst die Nähemngsformel für u im vorliegenden 
Falle hin. Um mit den Bezeichnungen des genannten § 9 in Einklang 
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zu bleiben, verötehen wir unter e den unteren, unter e den oWen te* 
beiden begrenzenden Parallelkreise, so dafe e —1 wird. Die in uns^tr 
Näberungsformel auffcretende GrÖJse b bedeutete den halben Veriäkal- 
abstand der Kreise e' und e, so dafs jetzt 



die öröfse war der „mittlere Parallelkreis" dessen Ebene von den 
Ebenen der Parallelfcreise e und e den gleichen Yerükalabstand s be- 
sitzt, woraus im vorliegenden Falle folgt: 

(2)- tio = 1 — B. 

Die Gleichung (8') von pag, 272 können wir daher mit Benufanmg 
der in (7) pag. 272 eingeführten Abkürzung folgendermafsen schreibe: 



Hierbei haben wir gleichzeitig eine für das Folgende bequeme Ver- 
schiebung des Anfangspunktes der Zeit vorgenommen, indem wir statt 
des Sinus den Cosinus gesetzt haben, was zur Folge hat, dafs zu Be- 
ginn der Bewegung die Figurenaxe vertikal steht {u—1 fiir ^ 0). 

In (3) führen wir statt u und e die entsprechenden Winkel ein, 
indem wir setzen: 

. u = cos 6 = cos ri 


und gehen von den ganzen zu den halben Winkeln über. Dann folgt, 
wenn wir rechts und links die Quadratwurzel ziehen: 


(4) 



. 77 . Tfi 


Die Unsielierlieit in dieser Formel bestimmt sich ans der öröfse z 
des relativen Fehlers von t. Nach Gleichung (5) von pag. 272 ist 


(5) 



•worin nadi (1) e = 1 — 2e, e'= 1 zu setzen und e" aus Gleichung (9) 
von pag. 273 zu berechnen ist. Da bei der aufrechten Bewegung n — N 
ist, so können' wir in der letztgenannten Gleichung den Faktor 2(1 — e) 
in Zähler und Nenner heben und erhalten 

i _ 

W ® ” AP(l + e) ^ %AP{l-s) 


Infolgedessen wird 

(50 


<V^ 


iAP(l — e)* 


iAP(l - e) 


1 . 
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Diese Abscliätziiiig liefert in jedein Falle einen Anhalt für die Be- 
urteilung des Genauigkeitsgrades der Gleichung (4). 

Wir fragen insbesondere nach denjenigen Fällen, wo die begrenzte 
Genauigkeit Ton Gleichung (4) in eine beliebige Genauigkeit übergeht, 
wo also jr] beliebig klein gemacht werden kann. Dies tritt offenbar, 
allgemein zu reden, in dm stabilm Fällen ein, wo wir durch Wahl 
des Anstofses erreichen können, dafs s beliebig klein wird. Alsdanti 
weicht nämlich der Wert der, Quadratwurzel in (5') von 1 beliebig 
wenig ab. 

In dm labilm Fallen dagegen haben wir die Gröfse von s nicht 
in unserer Gewalt. Die rechte Seite von (5') wird dann, selbst bei 
beliebig kleinem Anstofse, eine von Null verschiedene Gröfse; es liegt 
kein Grund zu der Annahme vor, dafs unsere Darstellung (4) auch in 
diesem Falle eine beliebig genaue wäre. 

Dabei haben wir defi Ormfsfall zwischen dm sksMm und den lor 
Mm Fällen (N®«=4J.P) besonders zu berücksichtigen. Wir sahen, 
dafs wir diesen Fall bezüglich des Verhaltens der Bahnkurve durchaus 
den stabilen Fällen zuzuordnen haben, weil die Bewegung der Kreisel- 
spitze bei hinreichend Heinersi Anstofse in unmittelbarer Nähe des 
Nordpoles verläuft. Dagegen zeigt sich jetÄt, dafs bezüglich des Ge- 
nauigkeitsgrades unserer Annäherongsfonneln dieser Grenzfall auf Seite 
der labilen Fälle steht. Setzen wir nämlich in (6') JV^s=i4AP, so 
wird die rechte Seite 



d. h., wenn wir s hinreichend klein machen, gleich 

^2 - 1 . 

Hier haben wir also trotz des stabilen Charakters und trotz der 
Möglichkeit einer beliebigen Verkleinerung der Bahnkurve einen Fall 
vor uns, in dem wir von unserer Näherungsformel nur eine begrenzte 
Genauigkeit erwarten können. 

Ähnlich liegen die Verhältnisse in dm tkecr/etisek labilm j praMisch 
aber stabilm Fällm, wo — 4 AP zwar kleiner als Null, aber nur 
äufserst wenig von Null verschieden ist und wo gleichzeitig bei hin- 
reichend kleinem Anstofse auch e äufserst klein ausfällt. Auch in 
diesen Fällen genügt die Eieinheit von e nicht, um die Gröfee des 
Fehlers beliebig herabziidrücken. 

Zu Letzterem wäre erforderlich, dafs s nicht nur klein schlechtweg, 
sondern auch klein gegen (4 AP — J^)/4AP wäre, was nicht der Fall ist, 
da, wie wir pag. 323 sahen, die Differenz 2 s der Werte von e und e 
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miudestenB gleieli — ist. Mithin haben wir auch in 

ebenso wie in den theoretisch und praktisch labilen fallen nur be- 
grenzte Annäherung zu erwarten. 

Im Zusammenhänge damit möge noch eine Bemerkung über die- 
jenigen stabilen Fälle Platz finden, wo — 4J.P zwar gröfser als 
Null, aber nur äufserst wenig tou Null verschieden ist. In diesen Fällen 
ist es allerdings möglich, durch Wahl des Anstofses die Dimensionen 
der Bahnkurve und insbesondere den Wert von s beliebig zu yerbleinem, 
es ist also möglich, s nicht nur klein, sondern auch klein gegen 
— 4:ÄP)/4:AP zu machen: unsere Näherungsformel würde für so 
klein bemessene Änstöfse als beliebig genau gelten können. Sobald 
wir aber den Anstofs nur ein wenig gröfser nehmen, so zwar, dafs a 
nicht mehr klein gegen — 4AP)/4 J.P wird, kann der Fehler 
sogleich beträchtlich wachsen. Infolgedessen würde die Genauigkeit 
unserer Formel fiir alle nicht gar zu kleinen Änstöfse doch nur eine 
begrenzte sein. Wir werden in diesem Falle von einer theoretisdh be- 
liehigm, praktisch aber hegrm^ten Ännähening sprechen. 

Die letzten etwas subtilen Unterscheidungen wollen wir noch ein- 
mal zusammenfassend so formulieren: 

Unsere Näherwngsformel besitzt eine theoretisch und prdlUisch be- 
grenzte Genauigkeit in allen instabilen Fällen und in denjenigen stabilen 
Falle f welcher sich auf der Grenze vo^i Stabilität und Labilität heßidd. 
Sie besitzt eine in theoretischer und praktischer HinsicJit beliebige Ge- 
nauigkeit in denjenigen stabilen Fällen, welche, genügend weit von den 
labilen Fallen entfernt sind. Dagegen haben wir theoretisch leHebige, 
praktisch aber begrenzte Gena/uigkeit in denjenigen Fällen, welche zwar 
stabil sind, aber der Grenze der Labilität sehr nahe liegen. 

Sodann wollen wir die Nähenmgsformel für ^ ableiten. Dabei 
werden wir, anstatt uns auf die allgemeinen Formeln von pag. 275 
zu stützen, die Untersuchung lieber von vorne beginnen, weil sie sich 
in dem vorliegenden Falle weiter führen lafst und einfacher gestaltet, 
wie es im allgemeinen möglich war. 

Wir gehen also aus von der Gleichung 

, n — Nu 

^ ^ (1 — ii^) 

Da bei der aufrechten Bewegung n — N ist, so können wir rechterhand 
den Faktor 1 — u fortheben. Nehmen wir noch mit der rechten Seite 
eine identische Umformung vor, so erhalten wir: 

^ ~ A l + u~~ ” "r t+u/' 
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Indem wir nun zu einer angenäherten Darstellung übergehen, be- 
schränken wir uns in der Klammer auf das erste Glied. Das zweite 
liefert dann die erforderliche Fehlerabschätzung. Unsere angeiÄerte 
Darstellung soll also lauten, wenn wir sogleich die Integration nach t 
ausfahren und die unwesentliche Integrationskonstante gleich KuU setzen; 

( 7 ). ^ = 

Der Fehler ist dabei genau gegeben durch 

. rNi-u,. 

Wir können JV’> 0 voraussetzen, in welchem Falle der Integrand 
dauernd positiv ist. Setzen wir für u seinen Meiusteu Wert e = 1 — 2 s 
ein, so verkleinern wir den Nenner und vergröfsem gleichzeitig den 
Zähler des Integranden. Infolgedessen ist sicher 

W' 

Somit Baben wir eine obere Grenze für den absoluten Fehler der 

f 

Näherungsfonnel (7) bestimmt. Der relative Fehler ~ wird dem- 
entsprechend kleiner als 



Ebenso einfach wie die Fehlerabschätzung ist die Diskussion des 
Genauigkeitsgrades von Gleichung (7). Die Genauigkeit *wird offenbar 
eine beliebige, wenn wir, gleichviel wie, erreichen können, dafs s be- 
liebig klein wird; sie wird voraussichtlich eine begrenzte sein, wenn 
wir a oder was dasselbe bedeutet, die Dimensionen der Bahnkurve 
nicht nach Belieben verkleinern können. Wir werden also sagen müssen: 

Die Gleichung (7) gieM eine heliehig gute Annäherung in allen stabilen 
Fällen {mit Einschlufs des Grenzf alles zwischen Stabilität und Läbiliiät), 
sowie in den p'aktisch stabilen und theoretisch labüen Fällen; sie gidbt 
dagegen nur eine begrenzte Amaherung in den Fällen thatsächlicher 
(jprahtischer) Labilität 

Man bemerke, dais hier die Diskussion wesentlich anders ausfällt, 
wie oben die TJntersuchung des Genauigkeitsgrades von Gleichung (4). — 
* Nach dieser vorbereitenden Diskussion der Näherungsformeln unter- 
suchen wir den Charakter der verschiedenen Bewegungen, wie er sich 
auf Grund unserer Näherungsformeln ergiebt. Zunächst fassen wir jetzt 
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diejenigen Falle näker ins Auge, welche gleichzeitig durch (4) und (7) 
beliehig gut dargestellt werden, d. h. die stabilen Palle, welche hin- 
reichend weit Yon der Grenze der Labilität entfernt sind, bei hin- 
reichender Kleinheit des Anstofses [Gq]. 

Ojffenbar können wir in diesen FäUen, 'da ja die Dimensionen der 

Bahnkurve verschwindend klein sein sollen, in (4) sin — imd sin — 
durch ~ und ersetzen. Gleichzeitig wollen wir den Wert von m 

in Gleichung (3) vereinfachen, indem wir näherungsweise s == 0, 1 

setzen. Dann ergiebt sich aus (6) und (3) 


Die Gleichungen der Bahnkurve nehmen daher folgende Gestalt an: 

( 10 ) ^ 


' ^ 

d" = ^1 sm 

h /n^—aapA 
l> 4 ^-- ^1 

, ^ * 



Für die Vorstellung und Zeichnung ist es bequem, die Bahnkurve 
auf die Aquatorebene zu projizieren. Wir können hierzu eine Ortho- 
gonalprojektion benutzen (bei der stereographischen Projektion würde 
sich dasselbe Bild, nur im halben Mafsstabe, ergeben). Bezeichnen x 
und y die rechtwinkligen Koordinaten des Projektionspunktes bezüglich 
eines im Mittelpunkt der Einheitskugel gelegenen Koordinatenkreuzes, 
so haben wir etwa: 


( 11 ) 


I ■ ^ , ■ (i/jr» — 4^P N . 

Ix = sm ' 0 ' cos ^ = 12 sm I J/ — ^ r, 

\y = sm 0* sm = 12 sin I p *• sm ^ t. 


Die hierdurch dargestellte Bewegung können wir folgendermafsen 
mit Worten beschreiben (vgl. auch S. 341 u. Anhang zu Heft IV, S. 946). 

Die Bewegung der MorizontcdrBrojektimi der JSjräselspike hestekt aus 
einer getvölinlichen harmonischen ScJiwingmig (dargestelU durch dm ersten 
Faktor in x und y) von der Amjglitude ij und der viertel Sehzvingimgs- 
damr ca, verbunden mit einer Drehung der ScJmingungsrichkmg (dar- 
gestellt dv/rcli den mveiten Faktor) von der Winkelgeschtvindigiceit 'N:2A. 

Die Gestalt der Bahnkurve wird wesentlich durch den Winkel be- 
dingt, um welchen das Azimuth ^ etwa während der Zeit o zunimmt. 
Wir bezeichnen denselben wie früher durch inid haben nach (7) und (9) 



N 


( 12 ) 
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Ersichtlich ist 

^ im Falle P > 0^ 
imFaUe P<0. 

In dem örenzfalle P = 0 wird gerade gleich jr/2. Die Bahn- 
kurve der Kreiselspitze wird dann einfach ein Kreis, der Präcessions- 
kreis der kräftefreien Bewegung; Axe der Präcession ist der um den 
Anstofß [0o] abgeänderte Anfangsimpuls N. Letztere Bahnkurven- 
bestimmung gilt übrigens aufser für den örenzfall P — 0 auch für 
den Fall JV = oo , wie aus dem schon mehrfach benutzten Prinzipe 
folgt, wonach ein Kreisel von unendlich grofsem Eigenimpuls und end- 
lichem Schweremomente P sich ebenso verhält, wie ein schwereloser 
Kreisel von endlichem N> 

Die Gestalt der Bahnkurven ist hiernach in allen stabilen PäUen, 
wo unsere beiden Näherungsformeln beliebig genau werden, leicht, zu 
übersehen. Die nachfolgenden charakteristischen Figuren, welche man 
bei allen analogen Schwingungsvorgängen wiederfinden wird, erläutern 
drei Typen derselben, P> 0, P=0 bez. N = oo und P<0. Die 
Bahnkurve in Fig. 55 schliefst sich zufällig fast genau, Fig, 56 stellt 
den Übergang zwischen 55 und 57 dar. 





Wie wir sehen, sind unsere Schwingungen im stabilen Falle 
tautoehron, d. h. in erster Annäherung ihxer Zeitdauer nach iinab- 
der Gröfse des Anstolses [GJ und der damit zusammen- 
hängenden Gröfse der Amplitude vorausgesetzt, dafs beide Gröfsen 
hinreichend klein genommen werden. Unsere Schwingungen zeigen 
also dasselbe Verhalten, welches von den sogenannten kleinen Pendel- 
Schwingungen her bekannt ist und welches für die sogenannten „kleinen 
Schwingungen" überhaupt charakteristisch ist. 

Die kleinen Pendelschwingungen müssen sich natürlich als Spezial^ 
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fall unter die Schwingungen des aufrechten Kreisels und zwar sp^ell 
eines Kreisels von verschwindendem Trägheitsmomente C einordnen. Da 
darS Pendel in vertikaler Lage nur stabil ist, wenn der Massenpunkt 
unter dem Aufhängepunkt liegt, müssen wir im Vorhergehenden P<0 
voraussetzen. Und zwar haben unter m die schwingende Masse, 
unter l die Pendellänge verstanden: 

A = mlK 

Die Formel (9) liefert daher, wegen jr= Cr = 0: 

4(d = 2«]/^ = 2a]/-i, 

d. h. die bekannte Öleichung für die Periode der vollen Pendelschwingung. 

Wir wenden uns nun zu den instabilen Fällen, sowie zu den theoretisch 
stabilen^ praktisch aber instabilen Fällen. Auch zur Beurteilung dieser 
Fälle können die obigen Näherungsformeln von Nutzen sein; wir müssen 
uns dabei nur gegenwärtig halten, daüs die Genauigkeit dieser Darstellung 
keine beliebige mehr ist, und müssen die Grö&e der möglichen Fehler 
nach den Ungleichungen (5') und (8') in jedem Falle abschätzen. Jeden- 
falls werden wir aus dieser (wenngleich mit endlichen Fehlem behafteten) 
Darstellung schliefsen dürfen, dafs der qualitative Charakter der Bahn- 
kurve im allgemeinen ein ähnlicher sein wird, wie in den stabilen Fällen, 
nur dafs die Dimensionen je nach dem Grade der Labilität sich ver- 
gröfsern und dafs im einzelnen quantitative Abweichungen von dem 
einfachen Sinusgesetz Platz greifen. Im gro&en und ganzen werden 
daher die Bahnkurven auch im labilen Falle, wie bereits pag. 324 her- 
vorgehoben, Rosetten von ähnlicher Gestalt wie die vorhergehenden 
Figuren sein. Wollen wir die Bahnkurven in den labilen Fällen da- 
gegen beliebig genau berechnen, so werden wir offenbar zu den ellipti- 
schen Integralen zurückgreifen müssen. 

Natürlich müssen wir dabei nicht die fär die Verhältnisse des 
stabilen Kreisels vereinfachte Näherungsformel (10), sondern die all- 
gemeine Formel (4) zu Grunde legen. Insbesondere würde es ein grober 
Fehler sein, wenn wir die Schwingungsperiode cd aus der Gleichung (9) 
statt aus (3) entnehmen wollten. Die letztere Glfdchnng wird auch in 
den labilen Pallen ein vernünftiges Resultat liefern, welehes um so 
brauchbarer ist, je kleiner sich der Fehler t: stellt. Die Gleichimg (3) 
dagegen liefert ein ganz unsinniges Ergebnis. Es würde sich nämlich 
bei einem labilen Kreisel wegen — 4AP < 0 ein imaginärer Wert 
für 03 berechnen. Es wäre offenbar eine handgreifliche Verdrehung 
des wahren Sachverhaltes, wenn man aus dieser Berechnung von m 
schliefsen wollte, dafs die Bewegung des instabilen Kreisels unperiodisch 
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Terlaufe und die Kreiselspitze sieh dementsprechend je länger je mehr 
Ton dem Nordpole entferne. Trotzdem findet man oft diesen gänzlich 
falschen Schlüfs gemacht. Was aber noch viel merkwürdiger ist, es 
liefert diese Verdrehung, zum Prinzip erhoben, ein, wie wir später sehen 
werden, sehr fruchtbares Instrument, um über die Stabilität der Be- 
wegungen ein vorläufiges Urteil zu gewinnen; man nennt dieses Ver- 
fahren die Methode der kleinen Schwingungen! 

Ein ganz besonderes Interesse darf die Bewegung des aufrechten 
schwachen Kräsels im Grenzfalle [O^] = 0 beanspruchen. Wir wollen 
uns vorstellen, dafs wir der Figurenaxe in der aufrechten Anfangs- 
lage eine Eeihe allmählich abnehmender Anstöfse erteilen, und wollen 
den Lünes untersuchen, dem sich die Bahnkurve für [0J = 0 nähert. 
Bei den allgemeinen Untersuchungen des folgenden Paragraphen wird 
diese Bewegung, wie wir schon jetzt bemerken, eine prinzipielle EoHe 
spielen. 

Wir wollen uns zunächst fragen, inwieweit wir diese Bewegung 
durch unsere Annäherungsformeln beherrschen können. Wir bestimmen 
also den Fehler t für den vorliegenden Fall und haben uns zu dem 
Zwecke ein Urteil über die Lage der Wurzeln e, e' und e" zu bilden. 
Die kleinste Wurzel e wird durch denjenigen Parallelkreis gegeben, bis 
zu welchem die Kreiselspitze bei Hinzufügung eines in der Grenze ver- 
schwindenden Anstofses mindestens heruntersinkt. Dies ist nach der 

Fig. 54 von pag. 322 der Kreis w = e = — 1 + 2^‘ nächst- 

gröfsere Wurzel wird wegen der aufrechten Anfangslage e' = 1. Um 
die dritte Wurzel c" zu finden, gehen wir auf den Ausdruck von U 
in Gleichung (5') (vgl. pag. 318) zurück. Setzen wir hier [GJ = 0, 
so ergiebt sich 

(13) 2ÄP{1 u% 

{ ^2AP(u — e)(l~uy, 

Die dritte Wurzel wird also in diesem besonderen Falle mit der 
zweiten Wurzel identisch; wir haben 

Dann aber liefert die Ungleichung (5) wegen des verschwindenden 
Nenners als obere Grenze für den Fehler r den Wert oo! In diesem 
Spezialfalle der instabilen Kreiselbewegu'ng (aber auch nur in diesem) 
'wird unsere angenäherte Darstellung, soweit sich dieses aus der Fehler- 
dbschätsung beurteilen läfst, gänzlich tmbramhbar^ indem die angegebene 
obere Grenze des Fehlers federt beliebigen Betrag erreichen hann. 

Zum Glück wird aber auch gerade in diesem Spezialfalle die genaue 
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Darstellung so einfach^ dafs wir unsere Naherungsformeln leictt ent^ 
belireii können. Es zeigt sich nämlich, dafe die elliptischen Integrale 
in elementar ausführbare ausarten, entsprechend dem Umstande^ dafs 
zwei unserer Verzweigungspunkte e' und zusaromenrücken. Hach 
Gleichung (13) wird nämlich 



das Integral rechts drückt sich durch einen Logarithmus in folgender 
Weise aus: 

du _ 1 yi — e + yu-- e 

1 — u Yu — e 1 — e yi — e — j/w — e 


Infolgedessen wird mit Rücksicht auf den oben angegebenen Wert Ton e: 


(14) 


^ lo* ]/l — e -f~ — g 

V4^p— ^ yriri-. 


Die Unterdrückung der Integrationskonstanten in dieser Formel 
kommt einer speziellen Festlegung der Anfangszeit gleich. Da die 
rechte Seite füi* n = e verschwindet, so bedeutet die Anfangszeit ^ = 0 
denjenigen Moment, wo die Kreiselspitze den tiefsten Punkt passiert. 
Die Zeit wird also in Gleichung (14) (und zwar mit gutem Grunde) 
nicht wie bisher von dem Eintritt der Störung in der aufrechten Lage, 
sondern von der tiefsten Lage an gerechnet. 

Dem Anstofse [0^] == 0 entsprechend wird die Ausgangsgeschwindig- 
keit der Kreiselspitze im Hordpole d'Q = 0 (wir haben ja allgemein 
[0] = Äd"'). In Übereinstimmung hiermit wird die Zeitj während’ welcher 
die Kreiselspitsse von dem Nordpole bis eu dem ParaUdhreis e herabsinTä, 
und welche wir nach Früherem mit m zu bezeichnen haben, geradezu 
unendlich grofs. In der That liefert Gleichung (14) für diese Zeit, 
bez. für die in umgekehrtem Sinne gemessene Zeit, während welcher 
u von e bis 1 wächst, den Wert 


( 0=00 


Die explicite Darstellung der Bahnkurve verlangt ferner die Be- 
rechnung des Integrales für t/;. Wir setzen zu dem Zwecke in die 
aUgemeine Formel 

Nu du 




J A(l-i 


n ^ N und tragen den Wert von U aus Gleichung (13) ein. So er- 
giebt sich 
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Wiederum läfst sich das Integral auf elementarem Wege ausföhren. 
Wir haben nämlich 


r 1 du ^ n 1 du ^ , i_ r 1 

J 1 — »* l/i — tt ^ J 1 — W e ^ J l-\rU 


du 




Das erste Integral rechts wurde bereits oben angegeben; das zweite 
liefert 


/ri; 


du 

yu— 


yt + e 


arctg 




yi + , 


M ithin ergiebt sieh 

1 N 


(15) 


lg 


yi—e + Yu 


2 yi:AP — N'^yi — e — yu — e 


- arctg “ 




Da die ganze rechte Seite für u — e verschwindet^ so giebt unsere 
Formel direkt an, um wieviel der Winkel ^ wächst, während die Kreisel- 
spitze von dem unteren Parallelkreise e ausgehend in die allgemeine 
Lage u übergeht. 

Die Öleichung (15) liefert uns die gesuchte Darstellung der Bahn- 
kurve, Wir haben unsere Aufinerksamkeit namentlich auf den ersten 
Term der rechten Seite zu richten. Dieser wächst unaufhörlich, wenn 
u sich . der 1 nähert und wird für u — 1 logarithmisch unendlich. Der 
zweite Term kommt im Verhältnis zum ersten nicht wesentlich in Frage, 
weil er für w = 1 endlich bleibt. Die Gestalt der Bahnkurve ist 
daraufhin klar: Unsere Kurve windet sich um den Nordpol unaufhörlich 
herum y indem sie sich ihm beständig nähert ^ ohne ihn jemals zu erreichen. 
Wir haben im Wesentlichen eine hgarithmische Spirale vor uns. 

Die ungestörte aufrechte Bewegung stellt hiernach im Palle des 
schwachen Kreisels, wie man im Anschlüsse an Poincar^s Unter- 
suchungen zur Himmelsmechanik sagt, eine asymptotische Lösung des 
Kreiseiprobl&ms dar, weil es eine Schaar von Bewegungen giebt, welche 
sich ihr asymptotisch nahem. 

Verfolgen wir die Bahnkurve von dem Parailelkreise e aus nach 
der anderen Seite, so erhalten wir einen dem soeben beschriebenen 
spiegelbildlich gleichen Ast, welcher gleichfalls dem JSTordpole asympto- 
tisch zustrebt Die gesamte Bahnkurve besteht also in unserem Falle 
nicht, wie iin allgememen, aus unendlich vielen, sondern nur aus zwei 
spiegelbildlich gleichen Teilbogen. 

Trotzdem schliefst sich unsere apet'iodische Spiralkurve in gewissem 
Sinne stetig an die periodischen Bahnkurven hei von Null verschiedenem 
Anstof se m. Wir haben uns vorzustellen, dafs bei abnehmendem [Ö^] 
die Durchlauftingsdauer und die Spannweite jedes einzelnen der unend- 
lich vielen Teilbögen gröfser und gröfser wird, und dafs gleichzeitig auch 



337 


% 5. Analytisclies zur aufrechten Kreiselbewegung. 

die Anzahl von Malen^ mit der sich der Teilbogen um den Nordpol 
herumschlingt, unbegrenzt zunimmt. Nach der anderen Seife hin^ d. h. 
nach der Seite der aufrechten Kreiselbewegung selbst j ist der Übergar^ 
von unserer spiraligen GrenzTmrve zu der insfabüen gleichformigm HotaMon 
natürlich ein völlig disJcontinuierlicher, In der That ändert sieh die 
punktförmige Bahnkui've der aufrechten Kreiselbewegung unvermittelt 
sprungweise in die spiralige ö-renzkurve ab, wenn wir erstere durch 
einen Anstofs stören und diesen Anstofs zu Null abnehmen lassen. 

Hier ordnet sieh auch ein spezieller FaU der gewöhnlichen Pendel- 
bewegung ein. Wenn wir nämlich einen nicht aufgezogenen Kreisel 
(N — 0), d. i. ein Pendel, hei senkrecht über dem Unterstützungspunkte 
gelegenem Schwerpunkt anstofsen, so schwingt die Spitze Von dem 
höchsten durch den tiefsten Punkt der Kugel hindurch und beschreibt 
einen gröXsten Kreis. Wenn wir den Anstofs immer mehr zu Null ab- 
nehmen lassen, bleibt die Bahnkuiwe ungeändert dieselbe. Nur die 
Geschwindigkeit im höchsten Punkte wird in der Grenze Null, die 
Schwingungsdauer unendlich. Dementsprechend liefern unsere Formeln 

•in diesem Falle ^ i ^ a 

^ «s const. 

Die nächstfolgende (in orthographischer Projektion hergestellte) 
Figur 58 ist für die besonderen Werte 

A = P=-i, N=^Y2 

entworfen, in welchem Falle e — 0 wird und die Gleichung der Bahn- 
kurve sich folgender mafsen schreiben läfst: 

== Y ^ arctgyw . 

Bei dem kräffcefreien dreiaxigen Körper ist eine entsprechende 
asymptotische Bewegung seit Poinsot bekannt (vgl. oben pag, 132, Anm.). 
Für den schweren symmetrischen Kreisel hat A. 6. Greenhill*) die 
elementare Berechenbarkeit dieser Bahn erkannt, ohne aber deren gestalt- 
liehen asymptotischen Charakter zu erwähnen. 

Im Anschlufs an die Bewegung des aufrechten starken Kreisels 
bringen wir einen Nachtrag zu der fx’üheren Behandlung der pseudö- 
regtdären Präcessiony bei welcher der FaU unerledigt blieb, wo die 
Bahnkurve der Kreiselspitze in nächster Nahe des Nordpols verlief. Dies 
nehmen wir jetzt an; es sollen also die Parallelkreise e und e' (e<Ce') sehr 
wenig von einander und von 1 verschieden sein. AuCserdem sollen die för 
die pseudoreguläre Präcession charakteristischen Bedingungen gelten^ 
wonach der Impuls nahezu in Richtung der Figurenaxe fallen und eine 

*) Applications of elliptic functions, London 1892, pag. 243, § 226 E. 

Klein- Somme rfeld, Kreiaelbewegung. 2. Anfl. 22 



338 Besöndere Bew^gungsformen des scliweren symmetrisclien Kreisels. 

beträchtliclie Lange (JV® grofs gegen AP) Haben soll. Wir werden ver- 
muten dürfen, dafe die Bewegung ähnlich verlaufen wird, wie die Be- 
wegung des aufrechten starken Kreisels bei hinreichend kleinem Anstofs, 
was wir analytisch bestätigen werden. 

Da wir wieder unsere Näherungsformeln verwenden wollen, prüfen 

wir zunächst deren Gre- 
nauigkeitsgrad. Die For- 
mel für M giebt, wie wir 
wissen, eine beliebige Ge- 
nauigkeit, wenn die obere 
Grenze des Fehlers t 
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Fig. 5S. 

uns also ein Urteil über die Gröfse toxi e" 
Naeb öleicbung (9) yoh pag. 273 wird 

* — 2nlfe 


tAF{t — C-) 


beliebig klein ausfallt. 
Hierzu genügt noch nicht, 
dafs e und e' hinreichend 
wenig Terschieden sind, 
sondern es kommt noch 
die weitere Bedingung 
iimzö;^ dafs e' den Wer- 
ten Cy e' nicht sehr nahe 
liegen darf. Wir müssen 
bilden. 


— s 


nähert sich e immer mehr. der 1, so nahem sich auch die Werte n 
und W einander 5 es Terschwindet also Zähler imd Nenner gleichzeitig, 
so dafs eine besondere Untersuchung nötig wird. Wir gehen auf den 
ursprünglichen Äusdru*3k Yon ü' (s. Gleichung (7 ') yob pag. 238) zurück. 
Tragen wir hier u e ein^ so wird 


oder 


{Ne — nf (k ~ ~ 2 4Pc) (i — r) 


>*2 + jv a ^2nN€ 
l'l.-P 


^]c — 2APe. 


Die rechte Seite dieser Gleichung hat eine einfache mechanische 
Bedeutung; es war nämlich (s. Gleichung (3) von pag. 219) 

Je — \i\^ -f“ 2 AP cos 

mithin ist die fragliche Gröfse direkt gleich d. h. gleich dem 

Quadrat der Länge des Impulses in der Anfangslage e. Nach Voraus- 
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Setzung ist diese Gröfse im VerlÄltnis zu J.P eine sehr grofse 
und wenig von verschieden. Hieraus folgt, dals e" ebeniWls einen 
grofsen Zahlehwerfc besitzt und dafs wir, gerade so wie bei der auf- 
rechten Bewegung, näherungsweise setzen können 

m e ^- p . 


wobei |ij| durch N* und e' durch 1 ersetzt ist. 

Die Näherungsfonnei (8') von pag. 272 für u besitzt also auch 
in diesem Falle der pseudoregulären Präcession eine beliebig hohe Ge- 
nauigkeit. Wir schreiben dementsprechend 


(ii) 


I 


« == «0 + « s“ — “ 

£ = -2—, O = g |/ j f ,- ijrp f <y = £Sin-. 


Gröfsere Weiterungen verursacht die Herstellung einer geeigneten 
Näherungsfonnel für Wir haben 




Die Berechnung von macht keine Schwierigkeit. Benutzen wir 
die Identität 

11 1 ^ \ 
l+u—l+u, + d — l + u, (i + «,)* + (1 + «o)* (i + «)' 


so wird näherungsweise 


(18) 




n + N 

2Ä(l+u,) 


t 4 - 


(H + y) 

2 ^( 1 +».)* 


•K 


COS 


(ü> 


Das fortgelassene Restglied ist, wie man sich leicht überzeugt, im 
Verhältnis zu den heibehaltenen Gliedern bei hinreichend kleinem t 
aliexnal beliebig klein. 

Bei der Berechnung von nützt uns die vorherige Entwickelung 
nichts, weil dabei die als klein vorausgeseizte Grö&e 1 — in den 
.Nenner treten und die Abschätzung des Fehlers illusoriseh machen 
würde. Wir sind daher auf die wirkliche Ausführung der Integration 
angewiesen. 

hat, wenn wir für u den Wert aus Gleichung (17) benutzen, 
die Form: 




sin cct* 


a = 


>1, 


n — N 
2 As 


Die Integration liefert, wie man verificieren kann, 

— c j 1 — o sin «t 


(19) 


i'i 


a|/a* - 


arctg 


f/ö^ 


1 cos at 


22 
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Wir werden hier also auf eine kompliciertere Abhängigkeit von t 
geführt, welche sich nicht, wie in der für gegebenen Formel, un- 
mittelbar in ein der Zeit proportionales und ein periodisches Glied 
zerlegt. Auf die Pelilerahschätzung werden wir hier der Kürze halber 
nicht eingehen. 

Zunächst wollen wir unsere letzte Formel mit der früheren Dar- 
stellung der pseudoregulären Präcession und der aufrechten Kveml 
bewegung in Zusammenhang bringen. Bei der pseudoregulären Prä- 
cession mit nicht verschwindendem Präcessionskreise ist 1 — Uq von 
hTull verschieden und a wegen des kleinen Nenners b sehr grofs. In- 
folgedessen geht das Argument des Arcus-Tangens über in tgß;^ und 
die Formel in 

c_ . n — • K . 

1^111 ~ 2ul(l — Uq) 

Dieser Term, zusammen mit dem ersten Gliede in (17), bestimmt 
die mittlere Präcessiohageschwindigkeit bei der pseudoregulären Präcession 
in der früher (pag. 302) angegebenen Weise. 

Sehen wir an.drerseits zu, was Gleichung (19) bei der aufrechten 
Bewegung giebt, wo die Bahnkurve durch den Nordpol der Binheitskugel 
hindurchzieht. Hier wird e'== 1 und 1 ~~ = a. Mithin haben wir 

a = 1. Das Argumexit des Arcus-Tangens nimmt in diesem Falle nur 
die drei Werte -f- ^ 0 an. Im allgemeinen ist aein Wert 

+ 00 , je nach dem Vorzeichen von cos at] in denjenigen Momenten 

aber, wo = 1) -^ wird, d. h. (vgl. Gleichung (17)), wo die 

Kreiseispitze den Nordpol passiert, springt das Argument von* + oo 
durch 0 nach — oo; der Wert des Areus-Tangens vermehrt sich dabei 
sprungweise um — 2?r. (Um dieses einzusehen, mufs man allerdings 
nicht den Grenzfall a — 1 selbst, sondern ein a > 1 betrachten.) In 
der Gleichung (7) von pag. 330, durch welche wir die i/;- Koordinate bei 
der aufrechten Bewegung darstellten, kam diese sprungweise Änderung 
nicl^t zum Ausdruck. Vielmehr giebt diese Gleichung nur den einen 
Bestandteil (und zwar nur das erste Glied desselben) wieder. Dagegen 
lehrt ein Blick auf die Figuren 56 — 57 die Bedeutung des in Eede 
stehenden Termes verstehen. Beim Passieren des Nordpols wächst t/f 
in der That notwendigerweise momentan und zwar um ä, da sich die 
Bahnkurve durch den Nordpol hindurch mit stetiger Tangente fortsetzt. 
Gleichzeitig schlielsen wir daraus, dafs der (sonst nicht ganz leicht zu 
bestimmende) Grenzwert des Faktors: 

c (n — N) 7c 

cc }/ä *“^^1 ~ 2 « JL y(r~ fä 
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§ 5. Analytisclies zur aiifrefeliteii Ereiselbewi^tmg. 

für 1 Wo = e und n — N gleich, y sein wird. Diesen Ghrenrwert 

wollen wir auch im Falle, dafs die Bahnkurve nicht genau durch den 
Nordpol hindurehgeht, benutzen, und für (19) einfacher schreiben: 


( 19 ') 



f — (1 — u^) 


y(l — cos ~ 

0} 


Die definitiven Formdn zur Beschreibung einer pseuderegtdären Prä- 
cessim von sehr Meinem Präeessionshreise werden daher nach (17^ (18) 
und (190 folgenden: 




( 20 ) 


+ . -xt 


, _ » + jy , , 

^ 2^(1 + »,)^ + 


•n -f- ^ 

2 J .(1 4 - ® ® 


— aretg ■ 


* - (1 — «o) sin 


xt 


y(i — cos 


xi 


Der Vergleich unserer Bewegung mit der aufrechten Ereiseibe- 
wegung giebt uns ein deutliches Bild von dem Urspnmg des Termes 
Der plötzliche Sprung der ^-Koordinate im Falle der aufrechten Be- 
wegung muls sich bei unserer pseudoregularen Pracession in eine stetige, 
aber eventuell sehr schnelle Änderung auflösen, welche jedesmal dann 
eintritt, wenn die Kreiselspitze dem Nordpole sehr nahe rückt. Es ist 
begreiflich, dafs diese ausnahmsweise Änderung des Azimuthes sich dem 
Schema von Pracession und Nutatioa nicht ohne Weiteres anpafst. Dem- 
entsprechend sehen wir, dafs der allgemeine Charakter der Gleichungen 
zur Darstellung der pseudoregulären Pracession gegen früher erheblich 
verändert ist. Im Anhang zu Heft IV (pag. 946) wird aber gezeigt, dafs 
wir trotzdem die Bewegung wie früher in eine reguläre Pracession und 
eine einfache harmonische Schwingung auflösen Mnnefi. 

Einer ähnlichen Modifikation wurden natürlich auch die Gleichungen 
bedürfen, durch welche wir die Nachbarbewegungen der regulären Prä- 
cession dargestellt haben, falls letztere in nächster Nähe des Nordpols 
statthndei Aiich hier würde sieh die Spaltung der Bewegung in dm 
mittlere Pracession und eine darüber gdagerte Nutatmi mir durch nicht 
ganz einfache Umrechnung ausführen lassen. 

Trotz des formalen Unterschiedes in der Gestalt der Gleichungen 
bleiben in der Tat wesentliche Eigenschaften der aUgerneinen pseudo- 
regulären Pracession erhalten. 
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Wir sahen bereits, dais sich die Zeitdauer cj eines Überganges von 
dem einen zu dem anderen Begrenzungskreise auch jetzt durch die 
Näherangsformel (17) 


darstellen lälst^ welche mit Gleichung (15') von pag. 305 identisch ist. 

Ferner berechnen wir nach (20), die Gröfse 2^«,, d. h. die Änderung 
des Azimuthes ii während zweier aufeinanderfolgender Übergänge. Der 
Arcus Tangens wächst u^hrend dessen um — 2x, der Winkel ^ daher um 



2lf>a 


n -f“ ^ 

¥IWT^) 


2(0 


JC. 


Hier gehen wir noch zur Grenze % — 1, n — N über, welche der 
aufrechten Bewegung entspricht und erhalten: 

o , ^ 

^ <0 — n. 


Setzen wir für 0 den eben angegebenen Wert ein und entwickeln diesen, 
AP 

indem wir von wie früher bei der pseudoreguKren Präeession nur 
die erste Potenz beibehalten, so ergiebt sich scKlieislich: 

2 jy-t j ^ f ^ — jy*^* 

Dieser Wert stimmt genau mit demjenigen überein, den wir bei 
der gewöhnlichen pseudoregulären Präeession aus Gleichung (11) von 
pag. 303 berechnen würden. 

Für die Anwendungen (insbesondere für die Ballistik) haben die 
pseudoregulären Präcessionen von sehr kleinem Präcessionskreise eine 
gewisse Bedeutung, weshalb ihre nachträgliche Erledigung an dieser 
Stelle geboten schien. 


§ 6. Allgemeines über die Stabilität und. Labilität der Bewegungen. 

Aufgabe dieses Paragraphen soll es sein, unsere bereits mehrfach 
angewandte Begriffsbestimmung der stabilen und labilen Bewegungen 
zu verschärfen und^ gegen andere Definitionen dieses Begriffes abzu- 
wägen, Das Beispiel des Kreisels wird uns dabei einen geeigneten 
Ausgangspunkt für allgemeinere Betrachtungen liefern. * 

Am frühesten kommt ein Stabilitätsbegriff bewegter Systeme in 
der astronomischen Mechanik vor. Er spielt bereits bei Laplace eine 
bekannte wichtige Rolle, der seine Scheinbeweise für die Stabilität des 
Planetensystem s gab.*) Und zwar nennt man nach Laplace ein Punkt- 

'V^el. Z, B. Jacobis vierte Vorlesung über Dynamik. 
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§ 6. Über den allgemeinen Begriff der Bewegtmgsstabilitäi. 

System stabil, wenn im Laufe der Zeit kein Punkt siet ins Unendliche 
entfernen kann. Wie man sieht, ist dieser Stabiliiatsbegriff speziell 
auf die Bedürfnisse der Astronomie und die Verhältnisse bei einem 
nicht starren Punktaggregate zugeschnitten. Er hat mit dem, was wir 
im Folgenden als Stabilität bezeichnen werden, sehr wenig zu thun. 

Vom physikalischen Standpunkte aus hat wohl zuerst*) Lord Kelyin 
auf (he Stabilitatsfragen aufmerksam gemacht. Es gieht nach ihm 
„kaum eine für die Natürerkenntnis wichtigere mechanische Frage wie 
die nach der Stabilität und Labilität der Bewegungen.^^** ***) ) Seitdem 
werden diese Dinge Tcm zahlreichen namentlich englischen Autoren 
behandelt* Die hier gewöhnlich zu Grunde gelegte Definition der 
Stabilität entnehmen wir der Preisschrift Ton Herrn E. J. South, On 
fhe stcibüity of a givm state ofmotion**^) Nach Routh soll die Bewegung 
eines Systems stalnl heifsen, wenn bei einer beliebigen aier Meinen Störung 
die Abweichung zwischen den m ghidien Zeiten greifenden Lagen- 
hoorduicdm des Systems in der abgeänderten und- der ursprünglichen Be- 
wegung daiternd Mein bleibt (Unter einer „kleinen^" GröJfee wird dabei 
eine solche rerstanden, „deren Quadrat vernachlässigt werden kann'l) 

Wir haben zunächst das Wort „Störimg^^ näher zu präzisieren. 
Wir verstehen darunter zunächst den Inbegriff der Differenzen zumdkm 
dm Anfangstverten der Inipidskoordinaim bei der ursprünglichen mä der 
abgeänderten Beivegung, Hierbei müssen wir uns allerdings bezüglich 
dessen, was bei einem beliebigen mechanischen System unter den 
Impulskoordinaten verstanden werden soU, auf spätere Ausftihrungen 
berufen. 

Es liegt nun nahe, an der mitgeteilten Defi 2 iiti<)n eine durch die 
Forderungen moderner Strenge gebotene Modifikation vorzunehmen. 
Wir werden lieber, statt von Memm, von beliebig Meinen Störungen 
und Abweichungen sprechen. Damit knüpfen wir an die wohlfdndierten 
Grundbegrifie der Differentialrechnung, speziell den Grenzbegriff, an. 

Gleichzeitig sondem wir durch diese Modifikation die in unserem 
Beispiel von pag. 325 als praktisch stdbü bezeichneten^FäUe von den 
theoretisch stabilen ab. Bei den praktisch stabilen, iheoretiseh labilen 
Pallen d^ aufrechten Kreiselbewegung war nämlich die Abweichung 
der Kreiselspitze von ihrer Anfangslage (infolge besonderer Wahl der 
Kons^tanten J., P und H) dauernd klein; sie konnte aber nicht (durch 


*) la der ersten Auflage der Natural Pblloflopiiy, 1S67. 

**) Tgl. Thomson und Tait: Natural Phüosophy., art. 346, YoL I pag. 416. 

***) London 1877, vgl. Kap. I, art. 1, sowie das Lehrbuch desselben Autors, 
Bigid Dynamics ^ Part 11 , art. 266 und 267. 
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Verkleinerung der Störung) beliebig klein gemacht werden. Nach der 
Torangestellten Routhschen Definition würden diese Fälle daher zu den 
stabilen, nach Anbringung der vorgeschlagenen Modifikation aber zu 
den instabilen zu rechnen sein. Ob letzteres oder ersteres an sich vor- 
zoziehen sei, bleibe dahin gestellt. Jedenfalls aber wird die exakte 
Handhabung der Stabilitätsdefinition durch die Förderung heliehig^ 
Kleinheit von Störung und Abweichung, d. k durch die Beschränkung 
auf theoretische Stabilität, erleichtert. Der Ausdruck praktisch instabil 
ist zuerst von W. Gibbs 1876 gebraucht.*) 

Wir erwähnen sogleich noch eine zweite Modifikation, welche wir Vor- 
schlägen möchten. Die obige Definition verlangt, dafs die Abweichungen 
zwischen den hB.gm-Koordinaten des Systems klein seien (bez. beliebig 
klein gemacht werden können). Die Auswahl des Koordinatensystems 
aber ist, zumal vom Standpunkte der allgemeinen Lagraugeschen Mechanik, 
ganz in unsere Willkür gegeben. Es ist sehr wohl möglich, dafs die Ab- 
weichungen zwischen den Lagenkoordinateii bei einer gewissen Wahl 
des Koordinatensystems im Verlaufe der Bewegung beliebig klein bleiben, 
bei einer anderen beliebig grofs werden — sofern wir nicht die Wahl 
des Koordinatensystems gewissen Beschränkungen unterwerfen, auf die 
wir an dieser Stelle nicht eingehen können. 'In dfet* obigen Fassmig betrifft 
diso die StohiUtdtsdefiniUon genmi gemmmen eine mechanisch gegenstands- 
lose Eigenschaß der Bewegung j welche vom Koordinoiensystem nicht un- 
abhängig ist. 

Es ist leicht diesen Übelstand zu beseitigen. Wir müssen nicht 
von den Abweichungen der Lagenkoordinaien ^ sondern von den Ab- 
weichungen der Lagen des Systems sprechen. Diese nennen wir beliebig 
klein, wenn die Entfernungen der Orte Jedes einzelnen Syatempunktes 
bei der einen und bei der anderen Bewegung in entsprechenden Zeit- 
momenten beliebig klein sind. Die Entfernung zweier Punkte aber ist 
ein von der Koordinatenanswahl unabhängiger Begriff. 

Um auch bei der Gröfsenabschatzung der Störung vom Koordinaten- 
system unabhängig zu sein, können wir uns den Gesamtimpuls’ des 
Systems in die zu jedem einzelnen Massenpunkfe gehörigen Einzel- 
impulse aufgelöst denken, welche jederzeit aus Masse und Geschwindig- 
keit des Punktes bestimmt werden können. Die Störung wird alsdann 

O 

beliebig klein heifsen, wenn die Abweichungen zwischen den zu Jedem 
Systempunkte gehörigen Einzelimpulsen im Anfänge der ursprünglichen 
und der gestörten Bewegung unterhalb einer beliebig vorzusclireibenden 
Grenze liegen. 

Daraufhin werden wir die Kouthsche Definition der Stabilität 

*) Connecticut Academy, ^gl. die deutsche Ausg. von Oetwaid, Leipz. 1892, p. 94. 
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§ 6. Ül3er den allgemeinen Begriff der Bewegungsstabilität. 

folgendermafsen präzisieren können: Bmegun^ Jmfse stabil, wem 

die aus einer Störung reMltier&yide^i A-bweichun^en Mi-ischeu entsprechsudefi 
Lagen des Systems dadurch dauernd unter eine gegehme Grenze herab- 
gedrückt werden können y dafs fnan die Gröfse der Störung unierhcdb einet' 
geeignet zu hestimniendm Grenze wäJdt. 

Wir wollen diese Definition eingehend anf ihre ZweckmäJBigkeit prüfen. 

Vom rein logischen Standpunkte aus ist natürlich jede Definition 
zulässig, welche nicht mit sich selbst im Widerspruch ist und der 
überhaupt irgendein Objekt in der Wirklichkeit entspricht. Vom natur- 
wissenschaftiichen Standpunkte aus aber müssen wir von einer Stabilitäts- 
definition mehr verlangen als ihre blofse innere oder äufsere Wider- 
spruchsloöigkeit. ÄUgemein verbindet man aänilieh mit dem Worte' 
instabil"* die Auffassiufg eines ausnahmsw eisen und turbulenten Vor- 
ganges. Wir werden daher, um dieser Auffassung gerecht zu werden, 
von unserer Definition verlangen müssen, ilafs keine durchaus reguläre 
und gewöhnliche Bewegung unter den Begriff der instabilen, keine 
augenscheinlich irreguläre unter den der stabilen Vorgänge falle. 

Es soll nun an einer Reihe von Beispielen gezeigt werden, dafs 
unter diesem Cresichtspimkte die obige Definition der Stabilität un- 
geeignet ist. Die betreffenden Beispiele entnehmen wir zum Teil der 
Theorie des Kreisels, zum Teil den einfachsten Problemen der Piinkt- 
mechanik. 

Betrachten wir zunächst die reguläre rräcession und die benach- 
barten Bewegungen, wie im § 1 dieses Kapitels. Hier konstatieren 
wir aus dem Anblick «der Fig. 47, dafs die abgoänderte Bahnkurve 
dauernd in der Nähe der ursprünglichen verläuft; und zwar gilt dieser 
Sachverhalt für jede beliebige Art der Störung. 

Anders liegt die Sache, wenn wir nicht nur die räumliche Gestalt 
der Bahnkurve, sondern auch,* wie es die obige Stabilitätsdefinition ver- 
langt, das Tempo berücksichtigen, in weichem sie von der Kreiselspitze 
durchlaufen wird. Wir sahen pag. 287, dafs bei der abgeänderten Be- 
wegung die mittlere Winkelgeschwindigkeit 

n — Nuq 

Ml _ • 

von der Präces&ionsgeschwiadigkeit • 

7t iV'C 

bei der ursprünglichen Bewegung im .allgemeinen, d. h. immer dann, 
wenn der Anstofe nicht gerade die Knötenlinie zur A.xe hat. versebieden 
ist, alier{iings lun so weniger, je kleiner wir den Anstois wäliien. Diese 
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Verscliiedenlieit genügt aber, um im Laufe der Zeit eine endliche Diiferenz 
zwischen der Lage der Kreiselspitze in den beiden verglichenen Fällen 
der Bewegung herbeizuführen Wir können direkt ein (mit abnehmen- 
der Störung natürlich wachsendes) Zeitintervall t bestimmen, nach dessen 
Ablauf die Differenz der ^-Werte bei unseren beiden Bewegungen bei- 
spielsweise gröfser als y wird. 

Wollten wir dieses vermeiden, so müfsten wir den Charakter der 
Störung der besonderen Bedingung unterwerfen, dafs lediglich die 
[0]-Komponente des Impulses bei der Störung alteriert wird. Das wäre 
aber eine willkürliche Festsetzung, welche in der bisherigen Definition 
nicht vorgesehen ist,*) Überdies würde auch dann noch die abgeänderte 
Präcessionsgeschwindigkeit mit der ursprünglichen (vgl. pag.320) nur bis 
auf öröfsen übereinstimmen, welche der zw^eiten Potenz der Störung [0^] 
proportional sind. Bei entsprechender Vergröfserung des Zeitintervalles t 
können wir auch in. diesem Palle eine beliebige endliche Differenz in 
den gleichzeitigen Werten der ^-Koordinate bei der ursprünglichen und 
der abgeänderten Bewegung konstatieren. 

Sierndch ist^hlar^ dafs nach dem Wortlaut unserer obigen Definition 
die dllereinfachste Bewegung des Kreisels^ die reguläre Präcession, als 
instabil m hemchnen wäre, 

Ent^sprechendes gilt in erhöhtem Malse von den allgemeinen Be- 
wegungen des Kreisels. Hier bleibt bei einem hinreichend kleinen An- 
stofse nicht einmal die Bahnkurve der Kreiselspitze ihrer Gestalt nach 
dauernd in beliebiger Nähe der ursprünglichen. In der That ändert 
sich bei einer Abänderung des Impulses im allgemeinen (vgl. die 
Figuren 29 — 35 des vorigen Kapitels) auch die Spannweite der Teil- 
bögen, sowie die Zeit, in welcher letztere durchlaufen werden. Aller- 
dings können diese Änderungen beliebig klein gemacht werden, wenn 
wir die Impulsändening hinreichend klein wählen. Wenn wir aber nur 
einen genügend grofsen Zeitraum in Betracht ziehen, entstehen aus 
solchen beliebig kleinen Änderungen beliebige endliche Differenzen 
zwischen entsprechenden Lagen der Kreiselspitze. Wollten wir also m 
der obigen Definition festhalten, so müfsten wir die sämtlichen Bewegungen 
des Kreisels schlechtweg für instabil erhlären. Dies trifft insbesondere 
auch für die aufrechte Bewegung ‘des starken Kreisels zu, wenn wir 
die Koordinate % berücksichtigen und eine Abändeiimg der Impuls- 
komponente N zulassen oder ganz allgemein dann, wenn wir auch 


*) In Wirklichkeit wird eine solche Festsetzung bei den englischen Autoren 
allerdings meist nachträglich eingeföbrt. Vgl. den folgenden Paragraphen, 
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§ 6. Über den allgemeinen Begriff der BewegxmggsiabiliiÄt. 

solche Abweichungen mit in Eechnung setzen^ welche der zweiten 
Potenz der Störung proportional sind (vgl. pag. 320). 

Um auch noch ein Beispiel aus der Mechanik des einzelnen Massen- 
punktes zai nennen^ betrachten wir mit Herrn Appell^) die kreis- 
förmige Bewegung eines Massenpunktes in einer festen Ebene unter 
dem Einflüsse einer anziehenden Centralkraft von dem Wirfcungsgesetze 
r^. Es zeigt sich, dafs bei einer Störung die abgeänderte Bahnkurve 
dauernd dem ursprünglichen Kreise hei hinreichend kleinem Anstofs 
beliebig nahe bleibt, falls n> — 3 ist. Anders die Lage des Punktes 
auf der Bahnkurve. Diese wird offenbar nur dann für die Dauer der 
Bewegung wenig geändert werden, wenn der Zusatzstofs keine Kom- 
ponente in Richtung der ursprünglichen Bahn hat, wenn also der Zu- 
satzstofs die Geschwindigkeit des Punktes ungeändert läfst. Hr. Appell 
sieht sieh daher auf Grund der obigen Definition genötigt, die Bewegung 
des Punktes auch im Palle — 3 für instabil zu erklären. 

Die genannten Miisstande kann man teilweise vermeiden, wenn 
man prinzipiell nur solche Impulsänderungen zuläfst, welche die Energie 
des Systems nicht verändern. In dem Werke von Thomson und Tait 
wird eine derartige Storung als „konservativ" bezeichnet, und die Be- 
schränkung auf konservative Störungen sogleich in die Stabilitäts- 
definition aufgeuommen,^) Bei dieser Modifikation des Stabilitäisbe- 
griffes wird in dem zuletzt genannten Beispiele die kreisförmige Bahn 
im Palle — 3 für stabil zu erklären sein* **) ***) ^); überhaupt wird so 
das Auftreten „säkularer Störungen", wie man die mit der Zeit wachsen- 
den Abweichungen der abgeänderten von der ursprünglichen Lage nennen 
kann, in vielen Fällen vermieden (wenigstens insoweit, dafs diese Oku- 
laren Glieder nur noch von der Gröfsenordnung der zweiten Potenz 
der Impulsänderung sind). 

Es bldben aber noch genug andere Übelstände bestehen. Betrachten 
wir z, B. die kräftefireie Bewegung des einzelnen Massenpunktes nach 
dem Galileisehen Trägheitsgesetze. Werden wir uns entschliefsen können, 
diese sozusagen regulärste aller Bewegungen für instabil zu erklären? 
Nach dem Wortlaute der üblichen Definition müfstm wir es thun. 
Denn die durch einen Zusatzstofs abgeänderte Bewegung des Punktes, 
weiche beim Fehlen äufsersr Kräfte wieder eine gleichförmige und 
geradlinige ist, entfernt sich von der ui-sprüngiichen Bahn mehr und 
mehr, wie klein wir auch die Storung bemessen mögen. 


*) M^canique rationelle, 1. 11, art, 458. 

**) Natural Pkiloßophy, art. 346, 347. 

***) Natural Philo sophy, art. 350. 
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Wir ziehen ferner das interessante Beispiel der geodätischen Linien 
heran, d. h. der kräftefreien Bahnen eines einzelnen Massenpnnktes, 
welcher gezwungen wird, auf einer irgendwie gekrümmten Fläche zu 
bleiben. Hier haben wir zwei Fälle zu unterscheiden, ^ je nachdem die 
Krümmung der . Fläche (im Gaussischen Sinne) positiv oder negativ fst. 
Lassen wir unsem Massenpunkt auf einer Fläche von negativer Krümmung 
laufen (z. B, auf einem einschaligen Hyperboloid) und erteilen ihm einen 
kleinen Stofs, so entfernt sich die so gestörte Bahn von der ursprüng- 
lichen immer mehr; wir können keine Grenze aiigehen, unterhalb deren 
die Gröfse des Stofses liegen müfste, damit die Entfernung des Punktes 
bei der abgeänderten Bewegung von der entsprechenden Lage hei der 
ursprünglichen Bewegung unter einer vorgegebenen Grenze bleibe. 
Hiernach mülsten wir alle geodätischen Bahnen auf Flächen negativer 
Krümmung mit Thomson und Tait*) **") als instabile Bahnen bezeichnen. 
Auf den Flächen von positiver Krümmung andrerseits sind geodätische 
Bahnen, welche im Sinne der obigen Definition stabil zu nennen sind, 
jedenfalls denkbar. Man zeigt nämlich, dafs, wenn man auf einer solchen 
Fläche von irgend einem Punkte aus zwei geodätische Linien konstruiert, 
weiche sich in ihrer Anfangsrichtung unendlich wenig unterscheiden, 
diese sich fortgesetzt schneiden müssen, in Intervallen, die je nach der 
Gröfse des Krümmungsmafses verschieden sind. Betrachten wir also 
eine dieser beiden Linien als die ursprüngliche Bahn imseres Massen- 
punktes, die andere als die durch eine Störung abgeänderte, so wird 
die erstere beständig um die letztere JierumosdUieren, Können wir 
ferner nachweisen, dafe die Amplitude der Oscillationen mit wachsender 
Zeit nicht systematisch zunimmt, so werden wir bei Beschränkung auf 
konservative Störungen die Bahnkurve auch nach der obigen Definition 
für stabil erklären können.’^) 

Alles in allem werden wir aber sagen müssen: Die obige Stabilitäts- 
defmtimj nach weWier eine äwmrnde Kleinheit der Abweichungen ver- 
langt wird, ist ssu eng. Sie verweist unter a/nderem die allereinfachsten 

*) L c. art. 365, wo man auch die ilufserst eijifachen Beweise der im Text 
genannten S’ätze über geodätische Linien nachlesen wolle. 

Thomson und Tait, 1. o., art. S6ö. Der Schlafe auf die (im Sinne der 
Autoren gemeinte) Stabilität der Bahnkurve ohne vorherige Untersuchung der 
Osciilationsampiitude scheint allerdings voreilig. In der That sind z. B. auf dem 
Eotatiousellipsoid die Meridiane isn Thomsonsohen Sinne instabile Bahnen: Bei 
Hinzufügiing eines seitlichen Anstofses gehen sie in ungeschlossene Kurven über, 
welche abwechselnd einen in der Näh® des Nordpols imd einen in der Hälie des 
Südpols gelegenen Paralielkreis berühren und das Ellipsoid mit einer von 2« ver- 
schiedenen Spsänuweite umschlingen. Yerfolgea wir eine solrhe Kurve weit genug, 
so entfernt sie sich von dem ursprünglichen Meridiane laehr und mehr. 
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und regulärsten Bewegungen (GaUleisdie TrägJieitsbewegmig/) in die Klasse 
der instabilen Bewegungen y was der noMirlichen Auffassung des Wortes 
widerspricht 

Man könniÄ versuclieii, die obige Definition im wesentlichen bei- 
zubehalten und sie nur darin abzuändern^ da& man die Kleinheit der 
Abweichungen nicht für jeden beliebigen^ sondern für einen begrenzten 
Zeitraum fordert. Man würde dann die Stabilität durch folgendes 
Postulat definieren: 

Es soll rmglich seiny die Störung so Mein m wafüm, dafs für 
einen gegebenen Zeitraum t <i T die Abweichungen zwischen eni'- 
sprechenden Lagen des Systems hei der ursprünglichen und der abge- 
änderten Bewegung unterhalb eimr vorgegebenen Grenze ileiben. 

Auf Grund dieser Definition würde die Galileische Trägheitsbe- 
wegung^ die geodätischen Bahnen auf dem H 3 rp 6 rboloid, die a%emein6 
Kreiselbewegung u. s. w. sofort in die Kategorie der stabilen Bahnen 
einrücten. Es würden sich aber Übelstände anderer Art ergeben. Es 
würden nämlich Bewegungen toxi so zweifellos irregulärem Charakter 
wie die aufrechte Rotation des schwachen Kreisels für stabil erklärt 
werden müssen. 

Rufen wir uns zunächst das Verhalten des schwachen Bfreiseis im 
Grenzfalle eines unendlich abnehmenden Anstoises (lim [©q] = 0) ins 
Gedächtnis zurück. Unsere frühere Untersuchung zeigte^ dafs die 
Kreiselspitze in diesem GrenzfaUe allerdings nicht in beliebiger Nähe 
des Nordpols bleibt, dafs aoer ihre Geschwindigkeit im Nordpole selbst 
gleich Null ist. Und zwar wurde die Zeit o, während welcher die 
Kreiselspitze in Eig. 58 von einem beliebigen Punkte der Spirale bis 
in den Nordpol gelangt, unendlich grofs. 

Hiernach übersieht man das Verhalten der Kreiselspitze bei einem 
von Null verschiedenen aber auiserordentüch kleinen .Anstofse [0 q]. 

Die Bahnkurve ist dann keine Spirale, aber sie wird den Nordpol 
iiamerhin noch einig© Male in nächster Nähe umkreisen 5 die Ge- 
schwindigkeit - 0 -', mit welcher sie aus dem Nordpole herausrückt, ist 
nicht gleich Null, aber immerhin aufserordentlieh Mein. 

Sicherlich können wir nun für den Anstofs [Qq] eine obere Grenze 
so festsetzen, dafs bei jedem kleineren Anstofse für jede Zeit t<T 
{T etwa gleich einem Jahre) die Abweichung der Lagenkoordinate # 
in. der abgeänderten und der ursprünglichen Bewegung Meiner als s 
(e etwa gleich einer Bogensekunde) wird. 

Mit anderen Worten: Die Bewegung des aufrechten sdiwaclim Kreisels 
wäre hei Zugrundelegung unserer jetzigen BeßniMon stabil! 

Ähnliche Betrachtungen liefsen sich in dem gleichfalls allgemein 
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als instabil anerkannten Falle der Rotation des unsymmetrisclien schwere- 
losen Kreisels um seine mittlere Hauptträgheitsaxe anstellen. Auch 
hier wird die Geschwindigkeit j mit der die Rotationsaxe hei einem zu 
Nxdl abnehmenden Anstofse die mittlere Hauptträgheitsaxe yerMst, 
in der Grenze gleich KTuU. Für eine begrenzte Zeit tcT bleibt daher 
die ahgeänderte Bewegung hei geeigneter Wahl des Anstofse auch 
hier in beliebiger JSTähe der ursprünglichen. 

Wir schliefsen hieraus: Unsm jetzige StaMUtätsdeßnition, nach 
welcher die Kleinheit der Mweiehung mr für einm legrmst&n Zeitraum 
verlangt wirdj ist zu weit Sie läfst Bewegungen als staMl passieren, 
die mr vernünftiger Weise durchaus als labil amehen müssen. 

Wir sind somit in ein eigentümliches Dilemma geraten, dem wir 
nur dadurch entgehen können, dafs wir unsere früher bereits mehrfach 
in Anwendung gebrachte Stahilitätsdefinition wieder aufnehmen. Wir 
wollten eine Bewegung stabil nennen, wenn zwischen ihr und der durch 
einen beliebigen Anstofs abgeänderten Bewegiuig ein stetiger Übergang 
möglich ist. Es kommt nur darauf an, diesen etwas unbestimmt ge- 
haltenen iStetigkeitsbegriff näher zu präzisieren und durch ein analy- 
tisches Kriterium, zu kennzeichnen. Wir wollen zu dem Zwecke folgender- 
malsen verfahren: Wir ändern die fragliche Bewegung durch einen end- 
lichen Anstofs von beliebigem Charakter ab. Alsdann lassen wir die 
Gröfse des Anstofses m Null abnehmen und suchen die Grenze auf, 
der die abgeänderte Bewegung hierbei züstrebt. Wem> diese Grenze 
existiert und mit der vorgelegten Bewegung übereinstm'mt ? nennen wir 
den Übergang ziviscJmi der ursprimgliclmi und der äbgemderten Be- 
wegung einen stetigen^ 

Ünsere endgültige Stabilitätsdefinition, ausgesprochen für ein be- 
liebiges mechanisches System, wdrd daraufhin folgeTi<lermafsen lauten: 

Bine Bewegung soll stabil hcifsen, wenn sie ühereinstimmt mit dem 
I/imes, welchem die aus einer beliebigen Impuls resultierende 
Bewegung bei nach Null abnehmender Gröfse dieser Änderung zustreit 
Dagegen soll sie labil gemnni vjerdc^i, wenn sie von dem so erhaltenen 
Limes verschieden ist, oder ivenn hei verscMeäenm Arten der Imp^ds- 
änderung verschiedene Limites herausicommen oder wenn ein Limes über- 
haupt nicht existiert 

Offenbar wird nach dieser Definition beispielsweise die reguläre 
Präcession, die allgemeine Bewegung des Kreiaefe, bei welcher die 
Bahnkurve zwischen zwei Parallelkreisen hin und her läuft, die Galileische 
Tragheitsbahn u. s. w. zu den stabilen Bewegungen, die aufrechte Be- 
wegung des schwachen Bjreisels, die Rotation des dreiaxigen Körpers 
um die mittlere Hauptträgheitsaxe u, s. w., wie billig, zu den labilen 
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Bewegungen zu rechnen sein. In der Tliat sahen wir z. B. bei dem 
aufrechten schwachen *Kreiselj dafs hei zu Kuli abnehmendem Werte 
des Anstofses [0^] eine ganz bestimmte Bewegung (Ton spiraliger 
Bahnkurve) übrig blieb^ welche von der einfachen Rotation um die 
Vertikale yerschieden war. Was die geodätischen Bahnen auf dem 
Rotatiönshyperboioid betrifft;^ so würden diese im allgemeinen stabil 
sein mit Ausnahme des KehlkreiseSj weicher instabil ist und eine 
asymptotische Lösung darstellt, wie wir nicht näher ausföhren wollen. 

Bin weiterer Punkt, in dem unsere Stabiiitätjjdefinition der sonst 
üblichen ersichtlich überlegen ist, verdient beBonders hervorgehobeu 
zu werden. Wenn man die Stabilität der Bewegungen im gewöhnlichen 
Sinne aus der Kleinheit der Abweichung beurteilt, welche aus einer 
kleinen Störung resultiert, und wenn man diese Abweichung durch 
Käherungsformdn darsteilt, so vernachlässigt man (vgl. pag. 320) ge- 
wöhnlich alle diejenigen Glieder, welche wie die zweite oder eine höhere 
Potenz der Störung verschwinden. Ist die betreuende Vernachlässigung 
aber in einem säkularen (etwa mit t multiplizierten) Terme vorgenomnien, 
so wächst die hierdurch bedingte XJngenauigkeit der Näherungsfonnel 
mit der Zeit immer mehr an: während also die Näherungsfonnel auf 
eine dauernd kleine Abweichung schiiefsen läfst, kann es Vorkommen, 
dals in Wirklichkeit die Abweichung zwischen der gestörten imd der 
ursprünglichen Bewegung jeden beliebigeii Betrag erreicht. In diesem 
Falle würde eine Bewegung nach der gewöhnlichen Methode stabil 
erscheinen, während doch bei einer Störung mit der Zeit endliche 
Abweichungen auftreten. Dagegen ist die Handhabung unserer defini- 
tiven Stabilitätsdefinition von solchen Schwierigkeiten gänzlich frei. 
Bei uns handelt es sich nicht um Abweichungen erster oder zweiter 
Ordnung, sondern um direkte GleichJi&it zwischen der ursprünglichen 
und dem Limes der gestörten Bewegung. Diese Gleichheit läfst sich 
aber nicht nur mit größerer Schärfe, solidem auch mit grölserer 
Leichtigkeit beurteilen, wie die Kleinheit der Abweicliuiig bei der ge- 
wöhnlichen Definition. 

Wir können unsere neue Definition auch dadurch empfehlen, dafs 
wir zeigen: Im Fdle des GhidigeivicMSj tw die Begriffe stuhil mvJ hUl 
seit langem feststehenj deckt sie sich mit der aUgemein acceptierten Be- 
deutung dieser Worte. Es genüge in der Hinsicht ein einfaches BeispieL 
Ein schwerer Massenpunkt auf der Kugeloberfiache befindet sich im 
obersten Punkte (Nordpol) im labilen, im untersten (Südpol) im stabilen 
Gleici^ewicht. Dies folgt aus unserer Definition der Stabilitätsver- 
hältnisse der Bewegung, von denen die der Buhe ein spezieller Fall 
sind, und stimmt mit der gewöhnlichen Auffassung überein. Geben 
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wir nämlich dem im JSTordpole befindlichen Punkte einen Stofs, so be- 
schreibt er einen grÖfsten Kreis auf der Kugel; lassen wir die GrÖfse des 
Stofses immer mehr zu Null abnehmen, so bleibt die Bahn des Punktes 
die frühere, nur die Greschwindigkeit nimmt ab; im Nordpoie wird sie 
in der Grenze gleich Null, in allen übrigen Punkten des gröfsten Kreises 
bleibt sie von Null verschieden. Der Limes ist hier also eine bestimmte 
wohldefinierte Bewegung, welche von dem ursprünglichen Ruhezustände 
verschieden ist. Übrigens ergiebt sich je nach der Richtung des An- 
stofses ein anderer Limes. Lassen wir dägeg;en auf den im Südpole 
ruhenden Punkt einen Anstofs wirken, so pendelt der Punkt auf einem 
gröfsten Kreise hin und her, w^ohei die GrÖfse des Ansschlages von 
der Gröfse des Anstofses abhängt und mit diesem zu Null ahnimmt. 
Der Limes, von dem unsere Definition spricht, ist hier also die ur- 
sprüngliche Ruhelage selbst. 

Wir könnten schliefslich noch einen auf der Kugel ruhenden 
schwerelosen Massenpunkt betrachten. Stofsen wir diesen an, so be- 
schreibt er einen gröfsten Kreis mit konstanter Geschwindigkeit; lassen 
wir die Gröfse des Stofses Null werden, so wird auch die Geschwindig- 
keit in jedem. Punkte der Bahn gleich Null. Man könnte im Zweifel 
sein, ob man den so erhaltenen Limes als Ruhe oder als Bewegung 
bezeichnen soll. Jedenfalls wird man sagen, müssen, dafs ein bestimmter 
Limes nicht existiert, da die Lage des gröfsten Kreises von der Richtung 
des Anstofses abhängt. Für solche Fälle scheint die wohl auch sonst 
angewandte Bezeichnung des „indifferenten Gleichgewichts“^ passend.'*^*) 

Wir wollen keineswegs leugnen, dafs nicht auch der zu Anfang dieses 
Paragraphen aufgestellte Stabilitätsbegriff, zumal wenn er durch die Ein- 
schränkung auf konservative Anstöfse verbessert ist, der Untersuchung 
wüi'dig wäre. Wir möchten nur in dem dort definierten Falle nicht von 
Stabilität schlechtweg, sondern etwa von absoluter Stabilität sprechen. Also : 

Wenn eim Bewegung so bescliaffe/n ist, dafs sie bei einer hinreichend 
kleimn konsermtiven Änderung der Impulskoordinatm in eine Bewegung 
übergeht, in welcher die Lagen des Systems den entsprechenden Lagen in 
der ursprünglichen Bewegung dauernd beliebig nahe bleiben, so nennen 
wk die Bewegung absolut stabil. Dafs eine solche Bewegung auch 
unserer definitiven Stabilitätserklärung genügt, ist selbstverständlich. 
Die pag. 347 genannte Kreisbahn ist unter der angegebenen Bedingung 
n > — 3 in diesem Sinne absolut stabil. Dabei müssen wir allerdings 
wiederholt bemerken, dafs die in der Litteratur (z. B. bei Routh sowie bei 
Thomson und Tait) gewöhnlich eingeschlagene üntersuchungsmethode, 
nach welche r die absolute Stabilität ans den Gliedern erster Ordnung unter 
Hierzu vergleiche man auch Anhang zu Heft IV, pag. 947—949. 
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VernaciilÄssigiing der kökeren Glieder erschlossen, wird, von imserem 
Standpunkte aus unvollständig ist. Ifack der vorstekenden Definition 
können wir eine Bewegung nur dann absolut stabil nennen, wenn die ab- 
geänderte Bewegung nickt nur in den Gliedern erster Ordnung, sondern 
sckleektweg der ursprünglicken dauernd beliebig benachbart bleibt. 

Wir können noch eine Heike anderer Unterscheidungen treffen. 
Wenn wir den Ton darauf legen wollen, dafs bei Abänderung einer 
stabilen Bewegung das System nach gewissen Zeitintervallen in die- 
selben Lagen kommt, wie bei der ursprünglicken, so können wir die 
Bewegung osäUierend stabil nennen. Der Gegensatz hiervon würe 
divergierend stabil. Die geodätischen Bahnen auf den Hacken positiver 
Krümmung sind, soweit sie überhaupt stabil sind, allemal oscdllierend, 
die auf den negativ gekrümmten Placken divergierend stabil. Die 
Galileiscke Trägkeitsbahn liefert ein weiteres Beispiel von divergieren- 
der Stabilität. Dals absolute und oscillierende StabililÄt nickt zu- 
sammenzufallen brauchen, kann an dem Beispiel der geodätischen Linien 
auf dem Ellipsoid gezeigt werden (vgl. die Anm. auf pag. 348). 

Ferner können wir noch unterscheiden zwischen partidler und 
totaler Stabilität. Von partieller Stabilität würden wir sprechen, wenn 
unser Stabilitätsfcriterium nur für gewisse Anstöfse, von totaler dann, 
wenn es schlechtweg, d. k. für alle möglichen Anstöfse erfilllt ist. 
Unsere bisherige Stabüitätsdefinition bezog sieh hiernach auf to^e 
Stabilität. Beschränken wir uns dagegen mit Thomson und Tait auf 
konservative Anstöfse, so fragen wir nach einer Art partieller Stabilität. 
Auch sonst interessiert man sich in der Litteratur, wie wir im folgen- 
den Paragraphen sehen werden, zumal im Falle der sogenannten cyHi- 
schen Systeme, meist nur für partielle Stabilität. 

Endlich wollen wir noch einmal den G^ensatz zwischen iheoretischer 
und praktischer Stabilität und Labilität betonen. Unsere bisherigen 
Entwickelungen in diesem Paragraphen bezogen sich sämtlich auf 
theoretische Stabilität. Es kann aber, wie wir schon im vorigen 
Paragraphen sahen, Vorkommen, dals eine Bewegung imserem Stabili- 
tätskriterium nicht genügt, dafs sie aber doch für praktische Zwecke 
so gut wie stabil ist. Dies wird eintreten, wenn der in Frage kommende 
Limes von der ursprünglichen Bewegung zwar verschieden, aber nur 
so wenig verschieden ist, dafs er nahezu mit jener zusammeiimlit. 

Das Umgekehrte wird der Fall sein, wenn der Limes der äbge- 
änderten Bewegung allerdings mit der ursprünglichen identisch ist, 
Svenn aber selbst kurz vor dem Grenzübergange, d. b. bei schon sehr 
klein gewordenen Werten der Impulskoordinatenänderungen die abge- 
änderte Bewegung noch wesentlich von der ungestörten differiert. Ein 

ElIela>S ommerf eld, Kreiselbewogung. 8. Aufl. 23 
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Beispiel &Lr ein in diesem Sirmc praMisch theoretisch stabiles 

GhkhgewicU liefert ein Massenpunkt, der sick reibungslos in einer 
sehr kleinen Mulde auf der Spitze eines Berges befindet. Ein theoretisch 
labiles und praMsch stabiles Gleichgewicht stellt ein Punkt dar, der auf 
einer geringfügigen Erhöhung im Boden eines Thaies liegt. 

Wir wollen zum Schlüsse bemerken, dals man unsere Stabilitäts- 
deftnitipn, wenn man will, in der Weise modifizieren könnte, dafs man 
aufser den Impuls- auch die Lagenkoordinaten bez. dafs man statt der 
Impuls- die Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaten des Systems einer 
kleinen Änderung unterzieht, wie solches bei den Gleichgewichtsunter- 
suchungen in der That häufig geschieht. Indessen scheint diese Modi- 
fikation keine erheblichen Konsequenzen zu haben. Überdies dürfte 
unsere Abändening der Impulskoordinaten am besten dem physikalischen 
Begriffe einer Störung entsprechen und dürfte den Vorzug verdienen 
vor einer Abändemng der Geschwindigfceitskoordinaten, welche zwar 
formal-mathematiscli jener gleichwertig aber ihrem physikalischen Sinne 
nach weniger zweckentsprechend sein würde wie jene. 


§ 7. finergiekritexien für die Stabilität des Gleichgewiobtes und 

der Bewegung. 

Die Handhabung unserer Stabilitätsdefinition des vorigen Para- 
graphen setzt die Kenntnis der Bahnkurven im allgemeinen und nament- 
lich die Kenntnis desjenigen Limes voraus, dem die Bewegung bei 
verschwindender Störung zustrebt Die Entscheidung, ob eine Bewegung 
stabil oder labil sei, ist hiernach ziemlich mühevoll. Man wird wünschen, 
diese Entscheidung zu vereinfachen und wird namentlich nach Kriterien 
suchen, welche ohne Kenntnis der allgemeinen Bewegung, also ohne 
Integration der mechanischen Differentialgleichungen, zum Ziele führen. 
Wir werden in dieser Hinsicht kaum etwas Neues zu bringen haben; 
unsere Aufgabe soll vielmehr wesentlich kritischer Natur sein. Wir 
beabsichtigen namentlich im folgenden Paragraphen zu zeigen, dafs das 
gangbarste Kriterium, welches aus der sogenannten Methode der kleinen 
Schwingungen folgt, zu mancherlei Einwänden AnJafs giebt. 

Als Vorbild für die zunächst anznstellende Untersuchung mufs das 
bekannte Kriterium für die Stabilität des Gldcligewichtes dienen, welches 
von Lagrange zuerst ausgesprochen und von Dirichlet in einer kurzen 
aber bedeutungsvollen Arbeit^*) genau formuliert und bewiesen isfc. 
Dirichlet betrachtet ein beliebiges mechanisches System, deBsen Ver-^ 


■*) Crelles Journal, Bd. 32, pag. 85—88, 1846. 
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bmdungen von der Zeit nnablmngig sind, und welches lediglich „kon- 
servativen Kräften" unterworfen ist, d. h. solchen Kräften, deren Arbeit 
durch eine Funktion der Koordinaten, den negativ genommenen Wert 
•der potentiellen Energie Vj dargestellt werden kann. Für ein solches 
System gilt der Satz der lebendigen Kraft in der Form 

T+ V=^h, 

Das Resultat der Dirichletschen Untersuchung lautet nun bekannt- 
lich so: Bas GleichgetvicM ist sicher stabil, wenn in der frc^liehm 
GleichgewichUla-ge V ein mi/rUiches Minimim> ist. 

Den Beweis führen wir mit Rücksicht auf die sogleich zu nennende 
Verallgemeinenmg des Kriteriums etwas abweichend von Dirichlet 
folgendermafsen: 

In der Gleichgewichtslage ist 0; der Wert von F kann, da 
er nur bis auf eine additive Konstante definiert ist, ebenfieJls gleich 
Null gesetzt werden; also wird in der Gleichgewichtslage auch ä = 0. 
Ist nun V ein wirkliches Minimum, so können wir solche Grenzen für 
die die Lage des Systems bestimmenden Koordinaten angeben, dafs 
V grölser als eine (genügend klein zu wählende) positive Grölse h 
ausfällt, sobald eine oder mehrere der Lagenkoordioaten einem oder 
mehreren der genannten Grenzwerte gleich werden, und gleichzeitig 
die Werte der übrigen Lagenkoordinaten innerhalb dieser Grenzen ver- 
bleiben. Um uns kurz ausdrücken zu können, wollen wir von der 
Gesamtheit der Wertsysteme unserer Lagenkoordinaten, welche inner- 
halb der genannten Grenzen liegen, als von einem „Gebiet" sprechen 
und wollen diejenigen Koordinaten -Wertsysteme, in denen mindestens 
eine Koordinate mit einem der für diese Koordinate au%estellten Grenz- 
werte übereinstimmt, als „Begrenzung des Gebietes" bezeichnen. Dann 
haben wir auf der B^’enzung unseres Gebietes 

r>7c. 

Um so mehr wird also, weil T notwendig positiv ist, 

( 1 ) T+r>jc, 

und zwar unabhängig von den Werten, die wir den in T eingehenden 
Geschwindigkeitskoordinaten beilegen mögen. 

Wir erteüen nun dem System eine Storung. Für die so entstehende 
Bewegung gilt wieder der Satz der lebendigen Kraft. Die Störung 
können wir so klein bemessen, dafs die Konstante der lebendigen Kraft 
h<k wird. Für die gestörte Bewegung gilt also 

(2) T+V<Tc. 

Es ist nun klar, dafs diese Bewegung ganz und dauernd innerhalb 
des vorher angegebenen Gebietes verläuft. Im entgegengesetzten Falle 
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würde es namlicli einmal eintreten^ dafs eine Lagenkoordinate (oder 
öTentuell mehrere gleichzeitig) die oben angegebenen Grenzen erreichte, 
während die übrigen Lagenkoordinaten noch solche W^erte besäfsen, 
die dem Innern des Gebietes angehörten. In diesem Augenblicke müfste 
aber die Ungleichung (1) gelten, welche mit der gleichzeitig geltenden 
Ungleichung (2) unyereinbar ist. 

Die Grenzen des Gebietes können nun beliebig verengert und die 
vorstehenden Schlüsse, bei entsprechender Verkleinerung der Störung, 
wiederholt werden. 

Hiernach bleiht das System bei der abgeänderten Bewegung dauernd 
in einer beliebig engen Nachbarschaft der ursprünglichen Gleichgewichts- 
lage. Letztere ist also nach unserer sowie nach jeder sonstigen Definition 
des Wortes sicher stabil. 

Das somit bewiesene Kriterium reicht hiernach hin^ um die Sta- 
bilität des Gleichgewichtes zu garantieren. Es entsteht aber weiter 
die Frage, oh die Forderung dieses Kriteriums auch notwendig ist, oder 
anders ausgedrückt, oh sich der Lagrange-Dirichletsche Satz in dem 
Sinne umkehxen läfst, dafs beim Niehtvorhandensein eines Minimums 
(oder vielleicht nur heim Yorhandensem eines Maximums) das Gleich- 
gewicht sicher instabil ist. Hierüber giebt es noch keine abschliefsendeu 
Eesultate, Wenigstens können die Herren Liapounoff und Hadamard 
in ihren einschlägigen Arbeiten*) die Umkehrung des in Rede stehenden 
Satzes nur unter spezielleren Voraussetzungen über die Beschaffenheit 
von V aussprechen (z. B. unter der Voraussetzung, dafe sich in der 
Potenzentwicklung von F das Niehtvorhandensein eines Minimums an 
den quadratischen Gliedern oder das Vorhandensein eines Maximums an 
den Gliedern niedrigster Ordnung erkennen läfst). 

Wir kommen nun zu einer interessanten Übertragung des vorher- 
gehenden „Energiekriteriums („energy test of stability^^ von dem 
Falle des Gleichgewichtes auf den der Bewegung. Diese Übertragung 
ist von Routh**) geleistet worden. 

Wir gehen mit Routh ebenso wie bei dem Gleichgewichtskriterium 
(unter den oben angegebenen Voraussetzungen über die Beschaffenheit 
der Verbindungen des Systems und der auf das System wirkenden 
Kräfte) von dem Energieausdrucke 

*) Ygl. Liapounoff, Journal de Liouvilie, ss5r. V, t. 3 (Sur la stabilitö de 
i'^qtiilibre), wo weitere Litteraturangaben über die Arbeiten des Terf. zu inden 
sind, und Hadamard, ebendaselbst (Sur certaines trajectoires en dynmdque); 
vgl. speziell pag. 365. , 

Tgl. Bigid dynamics, Part. II, Cap. m, art. 95 u. ff. Stability of motion, 
Cap. YI, art. 1—3. 
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T+r^h 

aus. Die linke Seite, die Gesamten ergie des Systems^ ist eine bekannte 
Funktion der Lagen- und GeschwmdigkeitskoordinatAnj welche fär alle 
Stadien der vorgelegten Bewegung den konstanten ^ gleichfalls bekannten 
nuinerischeii Wert h besitzt. Man kann nun zeigen, dafs, wenn die 
Gesamtenergie fiir die vorgelegte Bewegung ein Extrem (d, k ein 
Maximum oder Minimum) bezüglich der sämtlichen darin Yorkomßien“ 
den Lagen- und Gesehwindigkeitskoordinaten ist, die vorgelegte Be- 
we^ng absolut stabil sein muis. 

Allerdings kann in der Weise, wie es hier zunächst ausgedrückt 
ist, die Sache gar nicht eintreten. Betrachten wir nämlich insbe- 
sondere die Abhängigkeit der Gesamtenergie von den Gesehwüidig- 
keitskoordinaten. Da die lebendige Kraft eine positive quadratische 
Punktion der Gesehwindigkeitskoordinaten darstellt, wird sie im allge- 
meinen wachsen mit wachsenden, abnehmeii mit abnehmenden Werten 
der Gesehwindigkeitskoordinaten. Soli aber die Gesamtenergie ein wirk- 
liches Extrein sein, so mtilste T bei Yermehrung oder Verminderung 
der Gesehwindigkeitskoordinaten entv/eder nur wachsen oder nur ab- 
nehmen. 

Infolgedessen sieht man sich mit Eouth genötigt, die Stabilifcstsfr&ge 
spezieller zu stellen. Man wird, um aus dem Energiekriterium einen wirk- 
lichen Nutzen ziehen zu können, nicht nach der totalen, sondein der par- 
tiellen Stabilität irgendwelcher Art fragen (vgl. den Schluis des vorigen 
Paragraphen). Man wird also von den Anfangswerten der Impulskoordi- 
naten einzelne (wir wollen sie W, . . . . nennen) festhalten und den 
Anstofs so einrichten, dafs er nur eine Veränderung der übrigbieibenden 
Impiilskoordinaten bewirkt. Überdies wollen wir der Bmfecliheit halber 
voraussetzeii, dafs diese Impulskoordinaten IL wie unten im Falle 

des Kreisels, auch im Verlaufe der Bewegung konstant bleiben, so dafe 
wir im Folgenden von den „ Impulskonstanten ^ JV, n, .... reden werden. 

Die Impulskoordmaten sind aber, wie später aUgemein gezeigt 
werden wird, einfache (und zwar lineare) Funktionen der Gesehwindig* 
keitskoordinaten, wobei noch die Lagenkoordinaten in die Koeffizienten 
eingehen können. Bezeichnen wir die Gesehwindigkeitskoordinaten mit 
g?', . . so haben wir demnach Gleichungen der folgenden Gestalt: 

(3) /i ...)=- . . .) = n, . . 

welche ebensowoW för die ursprüngliche, wie für die abg^derte Be- 
wegung gelten. (Routh betrachtet übrigens allgemeiner statt solcher Ln- 
puisgieiehungen irgendwelche „erste Liteg*ralgleichungen^^ des Problems, 
deren linke Seiten ein Aggregat der Lagen- und Gesehwindigkeitskoordi- 
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naten und deren rechte Seiten Konstante sind. Der Anstofs müfste dann 
so gewählt werden, dafs die Konstanten der rechten Seiten durch ihn 
nicht geändert werden.) 

Daraufhin werden wir aus dem Ausdrucke der öesaintenergie so 
viele Geschwindigkeitskoordinaten eliminieren können, als wir Be- 
dingungsgleichungen der vorstehenden Form haben, wobei die Impuls- 
konstanten AT, . (bez. die Integrationskonstanten A", n, . . .) in den 
Energieausdruck eingehen werden. Die Forderung, dafs der so ent- 
stehende Energieausdruck ein wirkliches Extrem bezüglich der sämt- 
lichen explizite in ihm enthaltenen Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaten 
darstelle, besagt ersichtlich weniger, als die frühere Forderung, dafe 
er ein Extrem schlechtweg (bezüglich aller Koordinaten) sei. Wir 
werden sogleich sehen, dafs unsere jetzige Forderung thatsächlich bei- 
spielsweise bei gewissen Kreiselbewegungen erfüllt ist. 

Dies vorausgeschickt, sprechen wir das Routhsche Energiekriterium, 
wie folgt, aus: 

Die uorgelegte Bewegung ist in sämtlichen nicht elimmie-tien Lagm- 
und Geschwinäigheitslmrdinaten absolut stabil, wenn der EnergieamdrueJe 
nadi erfolgter Mirnination ein mrkliehes Extrem hesüglich eben dieser 
Lagen- und Gesckmndig'keits'koordindten. ist, und zioar partiell stabil 
gegenüber allen solchen Störungen, welche die in den Energieamdruck an- 
geführten Konstanten N, n, ... migeändert lassen. 

Der Beweis gestaltet sich ähnlich wie im Falle des Gleichgewichtes: 
Wenn T V für die vorgeiegte Bewegung ein wirkliches M inim u m 
ist (der Fall des Maximums ist ähnlich zu behandeln) , so können wir 
solche positive und negative Inkremente für jede einzelne der nicht- 
eliminierten Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaten angeben, dafs der 
jeweilige Wert von T Y vergrofsert wird, sobald wir mindestens 
einer der Lagen- oder Gesehwindigkeitskoordinaten eins der bez. In- 
kremente erteilen, während gleichzeitig die übrigen Koordinaten un- 
geänderi bleiben oder doch nur um weniger als die festgesetzten In- 
kremente abgeändert werden. Und zwar möge die so entstehende Ver- 
mehrung von -{- F in jedem Augenblicke der Bewegung gröfser 
werden als die positive (genügend klein zu wählende) Gröfse k\ 

(1') T~^V>h-\-h, 

Für die durch eine einmalige Störung abgeänderte Bewegung be- 
steht gleichfalls der Satz von der lebendigen Kraft. Die Störung kann so 
klein gewählt werden, dafs der ursprüngliche Wert von h um weniger als 
Ti vermehrt wird. Wir haben also längs der ganzen abgeänderten Bewegung 

( 2 ') f^v<h + k. 
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Dabei setzen wir eine partielle Storung voraus, welcbe die Werte der 
Konstanten w, . . . imgeändert lalst. 

Aus (1') und (2') scHiefst man wie oben, dals die Differ^izen 
zwiscben den Koordinaten bei der ursprünglicben and der al^^nderten 
Bewegung niemals die GrrÖfse der vorher fesigesetzten Inkremente er- 
reichen können. Da diese Inkremente aber selbst beliebig klein ge- 
wählt werden können, so folgt unmittelbar die absolute Stabilität der 
vorgelegten Bewegung in Bezug auf alle nicht eliminierten Koordinaten. 

Zunächst soll die Forderung des Krouthsehen Kriteriums noch etwas 
schärfer präzisiert werden. Es genügt eigentlich nidlit, zu verlangen, 
dals die Energiefunktion T V ein Extrem schlechtw^ seL Beim 
Beweise wurde vielmehr vorau^esetzt, dafs sidi für aüe Werte der 
Zeü oder, woe dasselbe hedeuiet, für alle Stellen der tbrsprünglidien Bahn 
ein und dieselbe posiUve (bez. negoMve) Zahl Tc cmgd)en läfst, oberhalb 
(bez. unterhalb) deren die Änderung der Energiefunktion bei Yer- 
mehrung eines oder mehrer ihrer Argumente um gewisse von Null 
verschiedene Zuwächse liegt. Die letztere Forderung besagt mehr als 
die Forderung, dafs T jeder einzelnen Stelle ein Extrem sein 

solle. Es könnte z. B. sehr gut sein, dafs wir für jeden Wert von t 
eine Zahl h von der genannten Beschaffenheit angeben können, dais 
aber dieser Wert bei wachsendem t immer kleiner (bes. gröfser) wird 
und in der Grenze t — oo von Null nicht mehr verschieden ist. Wir 
wollen ein solches Extrem, wie es beim Beweise des Routhschen Satzes 
vorausgesetzt wird, im Anschiuls an eine in der Funktioiieiitheorie 
übliche Bezeichnung ein gleichmäfsiges Extrem nennen, wobei sieh das 
Wort „gleichmäfsig^^ auf die Abhängigkeit der Energiefunktion von 
der Zeit bezieht und nichts anderes besagen soll, als dals die von 
Null verschiedene Zahl Ic unabhängig von den Werten der Zeit fixiert 
werden kann. Hiernach würde das ßouihsche Kriterium genauer so 
auszusprechen sein: Die Bewegung ist sicher absolut stebü, wenn die 
EnergiefunMlon ein Extrem hemlglich ihrer sämtlichen nicM eliminierten 
Argumente, der Lagen- und GeschmtidigTceitsJcoordinaten ist, und mar 
glekhmäfsig für alle Werte von t 

Der Zusammenhang dieses Bewegimgskriteriums mit dem voran- 
gehenden Gleichgewichtskriterium ist klar. Wenn V ein Minimum be- 
züglich der sämtlichen Lagenkoordinaten ist^ so ist auch T + F in 
der Gleichgewichtslage T = 0 ein Minimum bezüglich der sämtUehen 
Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaten- Wenn umgekehrt jf -f F ein 
Minimum bezüglich der sämtlichen Lagen- und Geschwindigkeitskoordi- 
naten ist, so braucht man nur die sämtlichen Geschwindigkeitskoordmaten 
gleich Null' zu setzen, um zu sehen, da& gleichseitig auch F ein 
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Minimum bezüglich, sämtiicber Lagenkoordinaten sein mnfs. Im Falle 
des Okichgewichtes geht also das Bouthsche Kriterium, soweit es sich 
auf CM Minimum von T -j- F besieht , in das Lagrange’^Diriehletsche 
Kriterium über und umgekehrt Eine Spezialisierung des Anstofses. wie 
sie oben durch die Gleichungen (3) vorgesehen mirde, wird dabei in 
diesem besonderen Falle überflüssig. 

Die ander© Aussage des Routhschen Satzes, wonach die Bewegung 
auch absolut stabil ist, wenn J-f V ein Maximum für diese Bewegung 
darstellt, kommt im Falle des Gleichgewichtes offenbar nicht in Frage. 
Da nämlich im Falle des Gleichgewichtes T sicherlich ©in Minimum 
ist, so kann T + V kein Maximum sein. In der Thst wächst ja T 
und auch F, wenn wir beispielsweise die Werte der Lagenkoordi- 
naten festhaiten, die der Geschwindigkeitskoordinatea aber irgendwie 
verändern, 

Natürlich wird die Handhabung des Southschen Bewegungskriteriums 
weniger bequem und seine Tragweite weniger umfassend, wie die des 
Gleichgewichtskritermms, weil wir bei ersterem mehr über den Charakter 
der Bewegung voraussetzen müssen, wie bei letzterem über den des 
Gleichgewieht-eai und weil wir das Auftreten eines extremen Energie- 
wertes bei der- Bewegung überhaupt nur sozusagen durch eine Be- 
schränkung der Beweglichkeit des Systems im Sinne der Gleichungen (3) 
erreichen können. In der That, wenn wir mit Eouth verlmgen, dafs 
die Gesamtenergie ein Extrem nicht nur bezüglich der Lagenkoordinaten, 
sondern auch noch bezüglich einer Anzahl (nicht eliminierter) Ge- 
schwindigkeitskoordinaten sein soll, so stellen wir gegenüber dem Gleieh- 
gewichtsfalle so viel Bedingungen mehr, als die Anzahl der nicht- 
eliminierten Geschwindigkeitskoordinaten beträgt. Ss kommt noch bei 
genauer Formulierung des Bewegungskriteriums der lästige Zusatz der 
Gleichmäfsigkeit des Extrems für alle Werte von t hinzu, ein Zusatz, 
welcher bei dem Gleichgewichtskriterium ersichtlich nur im Falle un- 
endlich vieler Freiheitsgrade ein Analogon hat. 

Dementsprechend wird das Anwendungsgebiet des Routhsches 
Kriteriums ziemlich beschränkt. Die Beispiele, die Routh 1. e. giebt, 
unterscheiden sich nach erfolgter Elimination eigentlich nicht mehr 
wesentlieh von Gleichgewiehtsproblemen. Die Bewegung, deren Stabilität 
untersucht werden soll, wii’d nämlich meist so gewählt, dafs sie durch 
Nulketzdu aller im Snergieausdrucke cxplicite vorkoMmenden Ge- 
schwindigkeitskoordinaten charakterisiert werden kann. In diesem 
Falle ist der Ausdruck der lebendigen Kraft, was die Geschwindigkeits- 
koordiaaten angeht, gerade so wie im Gleichgewichtsfalle, von selbst 
ein Minimum. Es bleibt nur noch übrig den Energieausdruck auch 
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bezüglicli der Lagentoordinaten auf seine Extremeigensebaft bin zu 
untersuchen^ was dann nicht mehr Schwierigkeit macht, wie die Unter- 
suchung der potentiellen Eneigie im Palle des Gleichgewichtes. Auch 
die Porderuiig der Gleichmälsigkeit des Extrems wird bei solchen Be- 
wegungsfalien üherflüssig. 

Von dieser speziellen Beschaffenheit sind auch die folgenden beiden 
Beispiele, welche wir der Theorie des Kreisels entnehmen. Es handle 
sieh um die mehrfach besprochenen Fälle der Bm^egung und 

der regulären Präcession, Dabei wollen wir den Kreisel speziell als 
Kugelkreisel vom TiÄgheitsmoinente Ä voraussetzen. Der Eneigie- 
ausdrack lautet hier 


(4) T-j- F= Y sin^^-^'^-j- { 9 ?' 4 - cos -j- P 

Die Konstanz der Impulskomponenten n und N bei der einzelnen 
Bewegung bringt nach pag. 222 folgende Relationen för die Geschwindig- 
keitskoordinaten q>' und ij;' mit sieh: 


(5) Ä (if' cos — n, Ä(g'-^ cos 6 '^') ~ N. 

Die Störung soll in dem Sinne partiell gewählt werden, dafs diese 
Impulskonstanten nicht geändeifj werden. Der Änstofe soll also ledig- 
lich die [0-] Komponente des Impulses aiterieren, d. h. die Knotenlinie 
zur Axe haben. 

Mittelst der Gleichungen (5) werden wir nun 9 ?' und ip' aus (4) 
eliminieren. Es ergiebt sich dabei, weil die rechte Seite von (4) ebenso 
wie die Koeffizienten in (5) die Lagenkoordinaten g und ^ selbst nicht 
enthalten, ein Ausdruck, welcher nur von # und abhlngt, nämlieh 


{H — N CÖS d' f ^ 


cos •l?' i 


(40 ~ ßlhrf — -r -r -j* 

Diese Punktion zweier YariaMer haben wir auf ihre Extremeigen- 
schäften hin zu prüfen. 

Bei der auff eckten Bewegung (#= =5 #' ==s 0) ist n ~ X% diese 

.1. -M ä.-It •* ^*9 •'> » 



:gie 


2A(T + F) = CÖS 


CO8* 5/2 


IndeiK -wir die bekannten Eegebi för die Äufsncbimg der Maxima 
und Minima einer Funktion yon swei Yariabeln antrenden, estwickein 
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wir den vorstehenden Ansdmct an der Stelle 0* = 0*' = 
Taylorschen Lehrsätze nnd erhalten: 


: 0 nach dem 


2 J[(T+ F) = 2 J.P + + ^ (N^~AÄP)^^ + 


Hier verschwinden die linearen Glieder in ^ nnd 0*'; die q[uadrati- 
sehen bilden eine positive definite quadratische Fom/ sofern 

( 6 ) — 4cÄP > 0 

ist. In diesem Falle besitzt also T V för ^ = '^•'=0 ein wirk- 
liches Minimum. Die Bewegung des aufrechten Kreisels ist also, gegen- 
über solchen partiellen Störungen, welche den gemeinsamen Wert von N 
und n ungeändert lassen, unter der Bedingung (6) absolut stabil. 

Wir haben somit unser früheres Stabilitätskriterium wiedergefunden, 
allerdings in einer weniger scharfen Form, indem statt des Zeichens ^ 
das Zeichen > getreten ist, Dals in der abgeänderten Bewegung unter 
der Bedingung (6) der Wert von d' dauernd in der Nähe des ursprüng- 
lichen Wertes ^ = 0 liegt, ist uns aus § 4 und 5 genugsam bekannt. 
Unsere früheren Betrachtungen zeigten aufserdem, dafs auch im Hm- 
blick auf die Koordinaten (p und sowie hei Abänderung von N 
im Falle — AÄP'^0 die aufrechte Bewegung als stabil, wenn 
auch nicht als absolut stabil zu bezeichnen ist und dafs im Falle 
N“ — 4J.P < 0 die aufrechte Bewegung labil wird. Über die letzteren 
Punkte giebt unsere jetzige Betrachtung natürlich keinen Aufschlufs. 

Wir betrachten sodann das Beispiel der regulären Präcession. Diese 
Bewegung ist dadurch charakterisiert, dafs d'' — 0 ist und dafs einen 
Wert S'q hat, der sich aus der Gleichung Äg;V — P oder (vgL pag. 279) 

n — JSf cos N—n cos 

^ ^ sin* sin* 


bestimmt. Wir denken uns diese Bewegung wiederum durch einen An- 
stois gestört, weicher die Impuiskonstanten n und N imgeändert läfst 
und iedigiicli die (in der Snergiefunktioh nicht expiieit auftretende) 
Impulskomponente [0] beeinilulst. Darauf entwickeln wir den Aus- 
druck 2A(T V) an der Stelle = .ö’"=.-0 nach dem Taylor- 

schen Satze. Das konstante Glied, welches den Energiebetrag bei der 
regulären Präcession bedeutet, ist nach Gleichung (4') 




- N cos 
sin -O*,» 


2.4Pcos^oi 


dieses kommt für das Folgende nicht wesentlich in Betracht. Hierauf 
suchen wir die Glieder erster Ordnung in t)* — und aut) welche 
Ton der Form sind 


% ('9’ — ■fi’J + ag-ö*'. 
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Offenbar Terschwindefc der Koeffizient Der Koeffizient % ist gleich 
dem Werte Ton 

d{^AiT+V)} 

a-a* 

für 0* = 'O'o- Rechnet man den genannten Differentialquotienten aus, 
so findet man ohne Mühe 


( 8 ) 


' Sin 


^1- 


■ N cos a* N — n cos ^ 


sin* 0* 


sin* 0* 


•ÄP\ 


Dieser Ausdruck verschwindet aber wegen Gleichung (7). Die Glieder 
erster Ordnung verschwinden also, wie es für das Eintreten eines 
Maximums oder Minimums erforderlich ist. 

Die Glieder zweiter Ordnung haben sodann die Form 


(ß' “4" 2%2 -ffo) ff" “F 01^2 ff' 

Hier sieht man ohne weiteres, dafs = 0 ist. Es 

bleibt also nur noch 




{2A{T+V)] 






zu berechnen. Führen wir in (8) eine abermalige Differentiation nach 
ff aus und setzen ff = ff^, so ergiebt sich 


a 


hl 


= sin ff, 






N cos ff„ N — n cos ff.' 


sin* ff. 


(N“ -j- n* — 2Nn cos ff^) (i + 3 cos* fff,') 
sin* ff. 


Dieser Ausdruck ist sicher positiv. Der erste Faktor des Zählers 
bedeutet nämlich das Quadrat deiienigen Strecke, welche wir erhalten, 
wenn wir den Endpunkt der Impulskomponente N mit dem Endpunkte 
der Impulskomponente n verbinden; die übrigen Faktoren sind offenbar 
gleichfalls positiv. Mithin stellen die Glieder zweiter Ordnung 

2 Kn cos ff^) (I + 3 cos* ffp) ^ \2 i s 

fff, V 0. t” 

eine positive quadratische Form dar. Die Existenz eines Minimums 
ist hierdurch bewiesen. Aus dem Kriterium von Routh folgt daher, 
dafs die reguläre Präcession in Bezug auf dxe Koordinate ff absolut 
stabil ist gegenüber ailen solchen Störungen, welche die Impulskon- 
stanten n und N ungeändert lassen — in Überemstimmung mit den 
Resultaten von § 1. Das Yerhalten der Bahn bei Abänderung von n 
und N und bei Berücksichtigung der Koordinaten (p und t entzieht 
sich unserer letzten Betrachtung; wir haben ffniher gesehen, dafs bei 
solchen aUgemeinen Storungen die Bewegung zwar stabil aber nicht 
mehr absolut stabil ist. 
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Wiederum entsteht die Frage nach der Umkehr des Eouthschen 
Kriteriums. Können wir etwa behaupten ^ ciafs, falls T Y kein 
wirkliches Minimum oder Maximum Torstellt^ die Bewegung nicht ah~ 
solut stabil sein könne? Hierüber ist bisher nichts Sicheres bekannt. 
Der Vergleich mit dem Diriehletschen Kriterium und die oben be- 
richteten Schwierigkeiten, welche sich der Umkehrung des letzteren 
entgegenstellen, lassen eine etwaige Umkehrung des Routhschen Krite- 
riums nicht gerade als aussichtsToU erscheinen» — 


§ 8- Über die Methode» der kleinen Bchwingtangen. 

Wir gehen nun auf die hekannteste Methode zur Untersuchung der 
Stabiliiätsfragen ein, auf die sogenannte Methode der Meinm Schwmgungen, 
Die rorangehenden Kreiselbetrachtungen liefern uns das Mittel, diese 
wichtigen und in der Litteratur immer wiederkehreiiden Entwickelungen 
nach ihrem inneren Werte w. verstehen. Historisch hat sieh die Methode 
der klemen Schwingungen aus der Betrachtung des Pendels entwickelt, 
dessen kleine Schwingungen ja von altersher studiert sind und eine weit- 
tragende theoretische und praktische Bedeutung haben. 

Indessen werden wir die Methode der Meinen Schwingungen hier 
weiter zu fassen haben, als sie für das Pendel in Betracht kommt. 
Die Pendeischwingungöii sind nämlich Schwingungen um eine Gleich- 
gewicMslage; demgegenüber werden wir, da es sich für uns um die 
Stabilität der Bewegungen handelt, aligemem ScJtwing^mgen tim ekien 
Betmgungszusfand besprechen. 

Zunächst ein paar IVorte über die Methode im allgememen. 

Indem man die auf ihre Stabilität zu prüfende Bewegung als yoH- 
ständig bekannt ansieht, denkt man sich die LageuboordinateB bei 
idieser Bewegung als bekannte Punktioneii der Zeit gegeben. Man 
ändert nun die Bewegung durch einen Anstois a]> und faM die Diffe- 
renzen der .Lagenkoordinaten bei der ursprünglichen und der abgeänderten 
Bewegung Auge, welche man gamt ihren Differeiitiaiquotienten 
nach der Zeit als kleine örofsen voraussetzt, da man nach den. kleinen 
Schwingungen des Systems fragt. Sodann entwickelt man die Diffe- 
rentiaigleichmigen für diese Koordinateadifferenzen aus den allgemöinen 
Diiierentiöigieiehuagen des Sysfjems und vereinfsclit sie durch, Ver- 
nachlässigung höherer Potenzen der als klein vorausgesefeten Gröfsen. 
Es trifft sich in gewissen ziemlich allgemeinea Fällen^ dafc die so 
vereinfaehten Diffiercntialgleichuageii leicht integriert werden kSnaeBc 
Aus ihren Lösungen beurteilt man den Charakter der abgeänderteu 
Bewegung und zieht hieraus seine Schlüsse auf die Stabilität oder 
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eigentlich auf die absolute Stabüitat des ursprünglich vorgelegten Be- 
wegungszustandes. Des Genaueren wollen wir diese Methode an dem 
bereits mehrfach behandelten Problem des aufrechten Kreisels auseinander- 
setzen, welches ja als direkte Verallgemeinermig dm gewöhnlichen 
Pendelproblems angesehen werden kann. 

Zunächst bemerken wir, wie pag. 316, dafs die Eulei^chen Winkel 
90 , ^ zur Behandlung des aufrechten Kreisels nicht recht geeignet 

sind, da bei der ursprünglichen aufrechten Lage den Koordinaten 9 
und if eine selbständige Bedeutung äbgeht. Wir benutzen daher wieder 
die Kombination 

(1) ^ = jr. 

Als weitere Lagenkoordinaten mögen die Grofsen x und y ron p^. 331 
dienen, welche die rechtwinkligen Koordinaten der auf die Äquator- 
ebene projicierten Kreiselspitze bedeuten: 

o; = sin cos 
y — sind' sin tp. 


( 2 ) 


In diesen Koordinaten ist die ursprüngliche Bewegung charakterisiert 
durch die Gleichungen 


Wir denken uns nun die Bewegung durch eine Störung abgeändert, 
wobei wir jedoch (wie pag. 361) von einer Veränderung der Winkel- 
geschwindigkeit X absehen wollen. Die Werte von x und y sind dann 
selbst die Differenzen zwischen den Lagenkoordinaten bei der ursprüng- 
hehen und der abgeänderten Bewegung. Es handelt sieh vor allem 
darum, die Differentialgleichungen der x und y, d. L der abgeänderten 
Bewegung zu ermitteln. Wir benutzen das Schema der allgemeinen 
Lagrangeschen Gleichungen. Hierzu ist erforderlich, den Ausdruck der 
lebendigen Kraft, sowie die Komponenten der Schwere in den Koordi- 
naten Xy y und % zu kennen. 

Hach Gleichung ( 6 ) von pag. 156 haben wir für den symmetrischen 
Breisei, den wir hier, um das Pendel bequem in die Beti*achtung ein- 
zubegreifen, vor dem Kngelkreisel bevorzugen wollen, 

T (sin* ^ ‘ -f- + Y ^ • 7/?')* 

Aus ( 1 ) und ( 2 ) ^folgt nun: 


xx' + yy' 


}/(x* + y^(l^x^-yr 




xy — yx 
x*+y* 


9 


xy —yx 
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Mithin wird 

m -d l{xy’ — yx')* _J jxx’ + yy')' \ 

2 \ a:* + “T (a;* + y*) (1 — **— yy 

Andrerseits rechnen wir die potentielle Energie V in die neuen 
Koordinaten x und y um. Wir haben: 

Pcos d* = Pyi — ä:* ~ y^. 

Aua diesem Werte von V ergeben sich die Komponenten der Schwer- 
kraft nach den Koordinaten x und y in bekannter Weise als partielle 
Differentialquotienten. 

Bei der Aufstellung der Differentialgleichungen wollten wir alle 
höheren Potenzen der als klein vorausgesetzten Gröfeen a? und y und 
ihrer Differentialquotienten x* und y* vemachlässigen. Es Icommt dieses 
auf dasselbe Jieraus, wie wenn wir die Ausdrücke für T und V nach 
X, x', y und y' entwickeln umd in der Entwickelung nur die quadmti- 
sehen Terme heihehaUen, Thun wir dieses, so heben sich die Nenner 
fort und es vereinfachen sich jene Ausdrücke zu: 


( 3 ) 






F=P 




Hierauf berechnen wir die Komponenten des Impulses [X], [F] 
und [%], sowie die Komponenten der Schwere X und Y, (Die auf 
die jj-Koordinate wirkende Komponente ist ersichtlich gleich Null) 
Es ergiebt sich 

r *^-1 0 T j r (J / 


w 


dT 

dy' 

ZT 


c 


^y’ + T 35'* 




G{7j+\{xy'—yx''^, 




dx 

£Z. 

dy ' 


Px, 

Py, 


wobei wir noch in dem für \%\ angegebenen Werte die Glieder zweiter 
Ordnung in x und y gegen % konsequenter Weise wegstreichen werden. 

Die auf die jr- Koordinate bezügliche Lagrangesche Gleichung lautet 
nun einfach 

m. 

dt 


( 4 ) 


! 0 oder 0% const — JN. 
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Bereclmen wir noch 


cT 

dx 


0 , , ^ dT 

YXy una ^ 




so nelimen die beiden anderen Lagrangescben Gleichungen 
dt dx dt dy~^ 


mit Rücksicht auf (4) die folgende Gestalt an: 


{Ax"—Ny^^P<c, 

{Ay'+Nx^Fy. 


Die Differentialgleichungen haben^ wie wir sehen, eine äulserst 
einfache Struktur; es sind homogene lineare Differentialgleichungen mit 
Jconstanten Koeffinsientm. 

Bier mögen wir zunächst an den SpeziaJfall des Pendels erinnern. 
Setzen wir C == 0 und also auch JV'= 0, ferner A = ml% P = — mgl^ 
indem wir an ein Pendel von der Länge l denken, dessen Massenpxmkt 
m sich in der Ruhelage senkrecht unterhalb des XJnterstützungspunktes 
befindet, so folgt aus (5) 


Äx"^Px, x"==-j-x, 

(5') oder 

Ar^Py, 


Die Integration liefert sofort das bekannte Schwingungsgesetz des 
Pendels bei hinreichend kleinem Ausschlag. 

Die Gleichungen (5) unterscheiden sich von (5'), wie man sieht 
durch (ks Auftreten von Termen in x' und y\ Diese, können wir 
sagen, zeigen uns das Vorhandensein einer Rotation („Gyration^^ um 
die Kreiselaxe) an; sie werden deshalb in dem Werke von Thomson 
und Tait als .^gytmlcopisehe Terme“ bezeichnet. Wir heabsiebtigen später 
auf die interessante Theorie dieser Terme (Heft IV, pag. 808) einzugehen. 
Hier sei nur noch bemerkt, da& ihre Koeffizienten in (5), nämlich 
0 ATj . 

^ i eine sogenannte schiefe Determinante bilden. 
jS 0 I 

Die Lösung unserer Differentiaigieichuugen (5) ergiebt sich nach 
einer bekannten Regel"^) in folgender Weise. Man fasse zunächst die 



Die folgenden Reclmimgen sind für die Integration eines beliebigen 
Systems linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi 2 denteii typisch. 
Die Technik derartiger Integrationen wird namentlich im zweiten Bande der Rigid 
dynamics von Routh sehr weit durchgebildet. 
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zwei Grleichungen (5) in eine zusammen, indem man sie bez. mit 1 
und i multipliziert und addiert. Die komplexe Verbindung x iy 
beifse z. So entstellt 
( 6 ) 

Darauf setze man versucbsweise an: 

(7) 

dann liefert (6) folgende Bedingung fölr die soeben eingefiibrte Grofse X: 

( 8 ) + 

Hieraus folgen zwei Werte X = ^ und X — /it', nämlich 


( 9 ) 


f* 1 


—N±yif*—iAP 

2Ä 


und zwei partikuläre Lösungen von (8), nämlich 
g == ae*>‘ bez. e == 

mit je einer willkürlichen Konstanten a bez. a'; ans ihnen setzt sieh 
die allgemeine Lösung durch Superposition zusammen. Die gllgcmeinf 
Lösung von (8) lautet daher, wenn wir noch a und a' in einen eellen 
und imaginären Teil spalten (o — a — iß^ a = a — iß'y. 

(10) 0 = (a — i^)e‘>* -j- (a' — iß'')&f^*. . 

Für das Weitere hat man zwei Hauptfälle zu unterscheiden, je 
nachdem und jt' reell oder komplex sind. Ersteres tritt ein, wem 
— 4J.P>0, letzteres, wenn — 4.4P<0 ist. 

I) Ist — 4J.P>0, so schreiben wir statt (10), indem wir 2 
in seinen reellen und imaginären Teil auflösen; 

} a: = a cos -f- ^ sin -f- «' cos iit + ß' sin (it , 

\y — ß cos fit — Ci sin (it -y ß' cos (i't — «' sin n't . 

Als Anfangsbedingungen schreiben wir etwa vor: 


( 11 ) 


X ■■ 


Dann folgt aus (11); 

a-ffö'^0, ß-j~ß’ 

u== cc' — 0, 




d. h. 


— 0 , (la fi'a' — 0, 

ß=-~ß’^^- 


Die hiei eingeführte und noch disponible örölse ij entspricht der 
bestimmt gelassenen Gröfse der Anfangsgeschwindigkeit x'. 
Naamehr ergiebt sieh aus (11) 


un- 


x= 


( 12 ) 


(sin fit ■ 


y~Y (®®s (it- 


sin (it) = 
■ cos fj.'#) 


n cos 1 ■ sin 15-5^ 

tj sin ^ t . sin 


t. 


2 
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Bereclmen wir scliliefslieli — ^ and 
für (12) schreiben: 

(13) 




aus (9)^ so können wir 


^ 4J.P' 

a; = »2 cos ^ f . sm ^ ^ i, 


^ =13 sm 22 r- sin ^ ^ t. 

Somit sind wir genau auf die pag. 331 entwickelten Gleichungen (11) 
zurückgeföhrt. 

11) Betrachten wir nun den zweiten B^uptfaii — 4 P < 0, wo 
^ und kompiex werden. Wir setzen 

^ r==: y ^'= V — iv\ 

lösen (10) in einen reellen und imaginären Teil auf und erhalten 
ja; -j- cos vt + {ß€r-^’^-{- sin vt^ 

^ ^ \y ~ — {ßer-*'^ -j- ß'e^^’*] eosvi -j- + shi 

Aus den Anfangsbedingungen 

folgt sodann 
d. n. 

Mithin wird: 

(15) 




x=^r}' 

e+^'^ 

COS vt^ 

N 

2 } 

2 jil ’ 

y 

e+-‘\ 

sin 

yiAP—N* 

K 2 / 

^ ~ 2A 


HI) ScMiefslich müssen wir auch noch den Grenzfall durchrechnenj 
wo -““4^P — 0 wird, wo also y, und y zusammenfallen. Die 
Yollstandige Losung der Differentialgieiehung (8) mit der erforderlichen 
Anzahl willkmiieher Konstanten hat man in diesem Falle in der fegen- 
den Form anzusetzen: 

^ = (a a't) 

For den reellen und imaginären Teil von z ergiebt sich Jetzt, wenn 
wii’ wieder a ~ a — iß, a' ~ a — iß' machen: 

X — --f- {cc-j- at) cos (ß-{- ß'i) sin 
y = — (|3 ß't) cos yt + {a “F sin yt. 

Unter den früheren Anfangsbedingungen folgt ferner 

Klein-Soramert'ald, Kreiseibewegung. S. Auö. 24 
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und; indem wir a' durch rj ersetzen: 


( 16 ) 


cos 

y ÄST sin 




JL 

2 A“ 


Wir wollen nun^ die in dm Gleichungen (IS), (15) und (Iß) ge^ 
wonnenm Besultate im Sinne der Methode der Meinen Schwingungen 
diskutieren. 

Die durck (13) dargestellte Bewegung der Kreiselapitze ist ihrem 
zeitlichen Verlaufe nach vollkommen periodisch. Sie stellt also eine 
Schwingung dar und zwar eine kleine Sehwixigung; weil die maximale 
Entfernung der Kreiselspitze von ihrer ursprünglichen Lage um so 
kleiner ausfallt; je Meiner wir den Anfangswert von x) d. h. die an- 
fängliche Störung wählen. Nach (12) können wir diesen Schwingungs- 
vorgang übrigens auch auffassen als Überlagerung zweier einfich- 
harmonischer Schwingungen („Fundamentalschwiiigmigen^O; von den 

• T 2 cfT -«Sä 

Jrenoden — und -r- 

Anders die durch (15) und (16) gegebenen Bewegungen. Diese be- 
sitzen einen periodischen und einen aperiodischen Bestandteil. Letzterer 
bewirkt; däls die Entfernung des Punktes x, y 9 on der Ruhelage; näiniich 

Vx^-\-y^ = n bez. Vit 

mit wachsendem t gröfser und grölser wird; genauer gesagt, dafs sie 
bei hinreichend grofsein t jede belic^bige Grrenze übersteigt, wie klein 
auch der ursprüngliche Anstois gewesen sein möge. Die Bewegung 
ist alsdann keine Schwingung und sicherlich keine kleine Schwingung. 
Die Bahnkurve hat vielmehr eine Spiralengestalt. Gleichung (15) stellt 
im wesentlichen eine logarithmische, Gleichung (16) eine Archimedische 
Spirale vor. 

Weiche Schlüsse wird man nun aus diesem Verhalten bezüglich 
der Stabilität der aufrechten Ereiselbewegung zu ziehen haben? Wir 
wollen uns dabei zunächst auf einen völlig naiven Standpunkt stelien, 
von dem aus die in den rechnenden Naturwissenschaften überall übliche 
Vernachlässigung höherer Potenzen ohne Bedenken acceptiert wird. 
Von diesem Standpunkte aus werden wir die Gleichungen (IS), (15) 
und (16); wenn auch nicht als genaue, so doch als angenäherfce Be- 
schreibung der v/irklichen Bahn ansprechen und werden direkt sagen: 

Im ersten Ilauptfalle N^— 4 J.P > 0 ist die Bewegumg der Kreiseh 
Spike stabil oder sogar in unserer Terminologie absolut stabil. Im zweiten 
Sauptfalh IP — 4-4P < 0, sowie im Gremfalle — 4 JIP == 0 äor 
gegen ist die Bewegung instabil 
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Zu dieser SeMufsweise haben wir nun Stellung zu nehmen. 

Wollen wir dieselbe zunächst nach ihrem Erfolge beurteilen, so 
werden wir sagen müsi^n: Die ühters<^eidtmgf jswischm den siaMlm 
und den labilen Faden wird im aUgmieinen^ aber audi nur im (Mgmndnen 
richtig getroffen. In der That ist ja die Ungleichung JP — 4J.P^0 
unser wohlbekanntes Stabilitatskriterium. Dabei wird aber der (}renz- 
fail — 4:ÄP—0 hier falsch klassifiziert; er ersdheint den labilen 
Fällen zugeteilt, während er (^gl. pag. 323) bei strenger Methode 
durchaus den stabilen Fällen zuzurechnen ist. 

Ferner sehen wir, was die Gestalt der Bahnkurven angeht: Im 
ersten JSau^tfdde wird die Bewegung der Kreiselspit^e durdt un^e jetzige 
MeOwde richtig iciedergegd&n^ d. h. mit um so gröfserer Annäkerungy je 
Meiner dßr ursprüngliche Anstofs war^ Im zweiten HawptfaMe dagegen^ 
sowie im Grenzfalle liefern umere jetzigen Formeln ein ganz falsches 
Büd der Bewegung. In der That unterschied sich in strenger Behand- 
lung z. B. die Bahnkurve filr N '^ — 4 J.P = 0 ihrem qualitativen 
Charakter nach durch nichts von den Bahnkurven 4:AF'> 0. 

Auch die Bahnkurven im Falle IP — 4J.P<0 besafsen im allge- 
meinen dieselben Pericdieitätseigenschaften, wie die stabilen Bahn- 
kurven im Falle JP — 4AP>0: der Spiralencharakter, welcher nach 
den jetzigen Formeln diesen Bahnkurven allgemein anhaften soll, kam 
in Wirklichkeit nur in einem besonderen Spezielfalle zum Vorschein. 
Man könnte auch daran erinnern, dafs die Gröfsen x und y ihrer 
geometrischen Bedeutung nach sicher kleiner als 1 sein müssen, 
während sie den Forrttein (15) und (16) zufolge beliebiger Werte fähig 
sein sollen. 

Noch übler steht die Sache, wenn wir unser Verfahren auf seine 
innere Berechtigung hin prüfen. Betrachten wir zunächst den venneint- 
lichen aus der Methode der kleinen Schwingungen folgenden Nachweis, 
dafs die aufrechte Bewegung im Falle N^~ 4j 4P> 0 stabil sei. 

Indem wir in den Differentialgleichungen der Bewegimg bez. in 
den Ausdrücken für T und V diejenigen Yemachlässigungen eintreten 
lassen, welche nur (oder höchstens) im stabilen Falle gerechtfertigt 
sind, machen wir von vornherein die Annahme, dais die Bewegung 
stabil sei. Wir fuhren dann die oben angegebenen Rechnungen aus 
und finden, dafs im Falle N* — 4 j 4P> 0 das Resultat der Rechnung 
unserer ursprünglichen Annahme nicht gerade widerspricht. Wollten 
wir nun hieraus umgekehrt auf die Richtigkeit jener Annahme schliefsen, 
$0 würden wir uns eines offenbaren „circulus vitiosus“' schuldig machen. 
Nichtsdestoweniger wird dieser Schlufs bei der Methode der Meinen 
Schwingungen regelmäfsig angewandt. 


24 
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Unsere hiermit formulierte Kritik ist niclit etwa neu. Wir wollen 
in dieser Hinsieht einige Worte von Dirichlet citieren^ welche im An- 
fänge der ohen citierten Arbeit über die Stabilität des Gleichgewichtes 
Vorkommen. Das im vorigen Paragraphen besprochene Kriterium des 
Gleichgewichtes war ursprünglich von Lagrange gerade nach der Me- 
thode der kleinen Schwingungen begründet. Dirichlet setzt die ünhalt- 
barkeit dieser Begründung auseinander und bemerkt unter anderem: „Es 
kann mit Eecht bezweifelt werden^ ob Gröfsen^, für die man unter der 
Voraussetmng j dafs sie immer klein bleiben — denn nur in dieser liegt 
die Befugnis, die höheren Glieder 7 ai vernachlässigen — kleine Grenzen 
findet, nach einer beliebigen Zeit wirklich in diese oder überhaupt nur 
in enge Grenzen eingeschlossen sein werden.^^^) 

Man sieht übrigens an diesem Beispiele, wie lange es dauert, bis die 
Ergebnisse der strengeren mathematischen Forschung in den angewandten 
Wissenschaften Eingang und Berücksichtigung finden. Praktisch liegt 
eben die Sache so, dafs eine bessere Methode nicht vorhanden ist; wir 
werden daher auch selbst in Kap. Vli— IX ausgiehig von ihr Gebrauch 
machen müssen. 

Günstiger scheinbar stehen die Chancen för den aus unserer Me- 
thode fliefsenden vermeiritlichen Nachweis, dafs die Bewegung im. Palle 
— 4ÄP<0 instabil sei. Zu Beginn der Ii?chnung machen wir 
nämlich, v/ie gesagt, bei der yeniachlässigung der höheren Glieder die 
ausdrückliche Annahme, dafe die Werte von x und y dauernd klein 
bleiben oder, genauer gesagt, durch Wahl des Anstofses beliebig Hein 
gemacht werden können. Diese A.nnahme wird nun durch das Resultat 
der Eeclmung im Falle — 4.4P '^0 in unzweideutiger Weise ad 
absurdum geführt. Es scheint daher der Schlufs berechtigt, dafs jene 
Annaimie unzulässig ist, dafs also x und y nicht dauernd klein bleiben, 
und dafs die Bewegung in diesem Falle instabil ist. 

Genau genommen wird aber hierdurch nicht die Unzulässigkeit 
der Annahme kleiner Xj sondern nur die Unzulässigkeit der ge- 
troffenen Vernachlässigungen dargethan. Es könnte sehr wohl sein, 
dafs die x und y und also auch die höheren Glieder in den fraglichen 
Entwicklungen dauernd beliebig klein aber nicht beliebig klein gegen 
die beibehalteneu ersten Glieder gemacht werden können, sofern näm- 
lich letztere für besondere Werte der Konstanten identisch ve 3 'schwinden. 
In diesem Falle wäre die Vernachlässigung der höheren Glieder offen- 
bar unberechtigt; die betreffende Bewegung könnte dann, nach der 


*) A hn U ch äufsert sieb Jacobi in der vierten Vorlesung über Dynamik. 
Vgl. Ges. W, Supplementb. pag. 30 . 
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§ 8. Die Methode der Meinen Schwingungeti. 

Methode der Heinen Schwingungeii behandelt, instabil erscheinen, 
während sie in Wirklichkeit stabil sein könnte. 

Solch ein Fall liegt gerade in dem 6renzfalle — 4^P = 0 
vor, bei dem ja die Stabüitätsentscheidnng, yne sie durch die Methode 
der kleinen Schwingungen geliefert wird, irreföhrend ist. 

Der Nutzen der Methode besteht daher, von diesem rigorosen Stand- 
punkte aus zusammenfasseud beurteilt, lediglich darin, dafs sie für manche 
stabile Fälle (in unserem Beispiel die Fälle — 4-4P>0) auf bequemem 
Wege Annäherungsformeln liefert, wobei allerdings der Grad der An- 
näherung und die Berechtigung der Formeln zunächst unkontrollierhEr 
bleiben. 

Von einem mehr praktischen Standpunkte aus wird man dieses 
Verdikt allerdings wesentlich modifizieren müssen. Solange mii Ti keine 
allgemeine einwandfreie Methode hat, wird man mit einer nnstrengen 
vorlieh nehmen müssen, zumal die Probleme, welche bisher mit der 
Methode der kleinen Schwingungen behandelt worden sind, das gröfste 
Interesse heanspmchen und nicht einfach zurückgeschoben werden 
können. 

Natürlich bezieht sich unsere Kritik nur auf den zeitigen Stand 
der Methode, nicht auf die Methode selbst. Diese hat ohne Frage 
einen wertvollen Kern von Wahrheit, welcher, von Schlacken befreit, 
nicht nur vorläufige, sondern auch zuverlässige Aufschlüsse über die 
interessantesten Fragen der modernen Mechanik verspricht. Vermutlich 
wird es nur nötig sein, der Methode einige Einschränkungen und Ver- 
schärfungen hinzuzufügen. 

In welcher Richtung diese Verschärfungen zu suchen sind, kann 
nach dem Früheren nicht zweifelhaft sein. Man am dm ^oaktm 
Biffereniialgldchungen dm Betvegungsvorgang tcenigstem im Umrifs Jw-r- 
mleiten und auf Grm%d einer solchm aUgemeinen Kenntnis der Betoegung 
dm Fehler ahzmclialzen suclimy den man in der Methode der Täeinm 
Schwingungen' hei der Yet7ia<Mässigu>ng der höheren Terme hegehL In 
solcher Weise haben wir in der That zu Ende des vorigen Kapitels 
unsere Formeln zur näherungsweisen Berechnung der Kreisslbewegung 
gewonnen, weiche sieh ja mit den aus der Methode der Meinen 
Schwingungen folgenden Näherungsformdn in allen den Fällen als 
identisch erwiesen, wo die letzteren brauchbar waren. Allerdings wird 
sich ein derartiger Weg in seltenen Fallen einschiagen lassen. Mehr Aus- 
sicht auf Erfolg dürfte oft die Weiterführung der Entwicklung mittels 
der quadratischen und höheren Glieder haben, wie sie z. B. auch von 
Korteweg in der im Anhang, p. 947 erwähnten Arbeit versucht 
wird. 
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In der Litteratur liegen zaUreiche Bestrebungen in der angedeuteten 
BicMung bereits yor. Wir erwähnen die Arbeiten von Hm. Liapounoff* **) )^ 
und namentlich Poincare’s^*) Untersuchungen . zur Himmelsmechanik; 
sowie überhaupt die modernen Beiträge zur Störungsrechnung, welche 
sieh zum groXsen Teil gerade mit der mathematischen Pracisierung 
der in der Methode der kleinen Schwingungen vorkommenden Entwick- 
lungen befassen. Auch in den Werken von Hrn, Routh*"^^), welche 
die reichste Fundgrube für Stabilitätsfragen sind, finden sich bereits 
Ansätze zur mathematischen Verschärfung der Methode vor. 

§ 9. XJber die Bewegxing des Bchweren unsymmetrischen Kreisels. 

Wir woUen jetzt über die spärlichen Resultate berichten, welche 
man bisher bezüglich der Bewegung des schweren allgemeinen Kreisels 
gewonnen hat. 

Die Differentalglöichungen für den allgemeinen Kreisel können 
etwa iiach dem Schema der Eulersehen Gleichungen (s. pag. 141, 
Gleichung (8)) gebildet werden. Wir wollen dieselben nicht hinschreiben, 
sondern nur ihre mechanische Bedeutung wiederholen: Sie besagen, dafs 
die Impulsänderung in jedem Momente gleich dem unendlich kleinen 
Drehstofe der Schwere ist. Um die Axe und Gröfse desselben zu be- 
stimmen, markieren wir im Körper den Schwerpunkt ä; er habe im 
XF.Z-System die Koordinaten ly, Dabei setzen wir der Allge- 
meinheit wegen voraus, dafs die Richtung OS mit keiner der Haupt- 
axen, welche z\i Koordinatenaxen gewälilt sein mögen, Zusammenfalle. 
Die Axe des Drehmomentes der Schwere wird alsdann die auf OS und 
der Vertikalen gleichzeitig senkrechte Gerade. Seine Gröfse beträgt 
P sin -d*, wo P — mgEy d. h. gleich dem Produkt aus dem. Gewicht 
des Kreisels in die Entfernung der Punkte 0 und S. •0’ gleich dem 
Winkel zwischen der Vertikalen und dem Halbstrahi OS gesetzt ist. 

Ähnlich wie im dritten Paragraphen des vorigen Kapitels können 
wir auch hier unmittelbar eine Aussage über das Verhalten des Im- 
pulses machen, welche analytisch ein erstes Integral der Bewegungs- 

*) YgL oben x>ag- 366. 

**) Metbodes nouvelles de la Mdcauique c^leste, vgl. z. B. Cap. wo aller- 
dings (pag. 177) die Definition der Stabilität noch ganz im Binne der Metbodo 
der kleinen Schwingungen formuliert wird. 

Bigid dynamics, Part II, Cap. VH, Stability of motion, Cap. VII. Die hier 
gegebenen Ausführungen liefern bereite darüber Aufschlufs, weshalb in unserem 
Beispiel für den Grenzfall AT® — 4AjP^0j wo die Perioden der beiden Punda- 
mentalschwingungen zusamnsenfailen, die Entscheidung des Stabilittechärakters 
auf Grund lediglich der linearen Eatwicklungsterme falsch ansfallen kann. (Das 
Work ist auch in deutßcher Übersetzung von A. Sch epp, Leipzig 1S9S, erschienen.) 
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§ 9 . Ober den unsymmetrisciien Kreisel. 

gleichungen liefert. Wegen der horizontalen Lage der Axe d^ Schwere- 
momentes schreitet nämlich der Impuls -Endpunkt notwendig dauernd 
in horizontaler Richtung vorwärts. Die VerWc(dkomp(mm^ des Imr 
ptdses ist diso Iconstantj wir haben wieder 

n = consi 

Aufserdem gilt natürlich auch jetzt der Satz von der lebendigen 
Kraft, welchen wir ja im zweiten Kapitel ftbr jeden starren Köiper 
und jedes konservative Kraftsystem abgeleitet haben: 

F=Ä. 

Wollen wir diese Gleichung in Worte fassen, so Imben wir uns 
der geometrischen Bedeutung des Ausdrucks der lebendigen Kraft (vgL 
pag. 96) zu erinnern und haben ferner die potentielleEnergie F= mg-Ecosd^ 
in naheliegender Weise zu interpretieren. Wir können dann sagen: 

Das halbe slcalare Produkt aus Impuls^ und DreJtungsvektor mrmehrt 
um dm Produkt aus dem Gewicht des Kreisds in die vertikale Erhebung 
des Schwerpunkts bleibt wahrend der Beteegung des allgemeinen Kreisels 
konstant 

Dagegen verliert in unserem Falle die vom symmetrischen Kreisel 
her bekannte Gleichung const ihre Gültigkeit, welche offenbar 
lediglich eine Folge der symmetrischen Massenverteiiung war. 

Die YoUstäiidige analytische Beherrschung der unsymmetrischen 
Kreiselbewegung ist aber auf Grund der obigen beiden Integrale noch 
nicht möglich. Bevor wir über die weiteren Versuche in dieser Richtung 
sprechen, w^ird es gut sein, das zu erreichende Ziel schärfer ins Auge 
zu fassen. Das Ziel mufs offenbar dieses sein: eine klare Vorstellung 
von dem Bewegungs vorgange zu gewinnen. Deijenige Weg wird der 
beste sein, der am direktesten auf dieses Ziel hinfahrt. 

Demgegenüber erscheint in zahlreichen Arbeiten über Mechanik, 
z. B. in den sogleich zu nennenden, der Zielpunkt wesentlich verschoben. 
Man gewinnt den Eindruck, als ob die wichtigste Aufgabe der analy- 
tischen Mechanik darin bestände, ein Problem auf Quadraturen zurück- 
zuführen bez. solche Probleme aufenfinden, die sich durch Quadraturen 
lösen lassen. In Wirklichkeit ist doch aber die Zurückfohrung auf 
Quadraturen nur ein Mittel zum Zweck, welches noch dazu in den 
seltensten Fällen anwendbar ist und welches selbst da, wo es an- 
wendbar ist, seinen Zweck nicht einmal vollständig erreicht, sofern 
nämlich die gefundenen Integrale eine komplizierte Bauart haben. Durch 
später zu erwähnende üntersuchungen über die Möglichkeit von Inte- 
grationen ist für diese Klasse von Arbeiten ein gewisser Abschluß 
schon erreicht. 



37.6 V. Besondere BewegongsförmeB des schweren symmetrischen Kreisels. 

Wenn es sich im Speziellen so trifft, dafs ein Problem auf Quadra- 
feireii oder allgemeiner auf bekannte Punktionen führte so wird man 
natürlich von diesem Umstande gern Nutzen ziehen. Dabei wird man 
sich aber gegenwärtig halten, dafs mit der geschlossenen analytischen 
Darstellung der Integrale nur der erste Schritt gethan ist und dafs die 
Hauptaufgabe darin bestehen muls, auf Grund dieser Darstellung zu 
einem vollständigen geometrischen und mechanischen Verständnis der 
Bewegung zu gelangen. 

La allen solchen Fällen, wo eine Zurückfülirung auf bekannte 
Punktionen nicht möglich ist, wird man dagegen ein anderes Verfahren 
einschlagen müssen ^ — ein Verfahren, welches vielfach bei der Inte» 
gration von Difierentialgieiclrangen geboten ist: Man suche sich zu- 
nächst über den Verlauf der durch die Differentialgleichungen 

definierten Bahnkurven eine Vorstellung zu bilden, indem man etwa 
die singulären Stellen der Differentialgleichungen, die instabilen Be- 
wegungsfälle., die möglichen periodischen und asymptotischen Bahn- 
kurven u. s, w. studiert. Dann erst entwickle man aus dieser Yorläufigen 
Kenntrds heraus geeignete konvergente oder niclitkorivergenteNÄmm^s- 
mdhoden^ welche die quantitative Berechn an g der Bahn mit beliebiger 
oder begrenzter Genauigkeit ermöglichen, \^orbild können dabei 

die Untersuchungen Poincares über das Dreikörperproblem gelten, 
der seine grofsen Erfolge gerade der eben skizzierten freieren und ali- 
gememeren Auffassung des Intagrationsgeschäftes verdankt. 

In diesem Sinne ist für die Behandlung des unsymiaetriseien 
Kreisels wenig geschehen. Die zimächst zu nennend.en Arbeiten gehen 
vielmehr ausscliliefslieh auf Fälle geschlossener analytischer Darstell- 
barkeit aus. 

Frau S. Kowalevski''^’) findet, dafs aufser den oben genannten 
Integralen noch ein weiteres in ziemlich eiB.faclit'^r algebraischer Form 
angegeben werden kann, wenn die Massenverteilung des Kreisels den 
folgenden Bedingungen genügt: Das Trägheitsellipsoid sei wieder ein 
Eotationseilipsoid (J. — JS), der Schwerpunkt liege aber nicht auf der 
Pigurenase, sondern in der Äquatorebene (f — 0); aufserdem sei 

2C=A(^B). 

f^iiter diesen Annahsnea gelingt e.s, die allg-emeine Bewegung voll- 
ständig zu behandeln 


*) Sur ie problöme de la rotation dnu corps solide autöur d'an poiiüt Sie, 
Acta Matbomatica^ Bd. 12. 1888. 
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Frau Kowalevski"^) drückt die Lagen- und Oeschwindigkeitskoordi- 
naten des Kreisels durch zwei HülfsgrÖfsen aus^ weiche ihrerseits mit 
der Zeit durch Integrale zosammenhängen, in denen die Quadratwurzel 
aus einem Ausdrucke fünften Grades vorkommt, also hjperelliptisclie 
lütegi^ale. F. Kötter* **) ***) ^"^) hat es sodann als vorteilhaft erkannt^ eine Zer- 
legung der Bewegung in die drehende Bewegung eines neuen Axen- 
kreuzes mit konstanter Vertikalkomponente der Drehungsgeschwindig- 
keit und in eine einfache Drehung um die Z-Atb dieses Axenkreuzes 
vorzanehmeii. Joukowsky hat später den Kovvalevskischen Fall geo- 
metrisch diskiitiert.^*^) 

Die allgemeine Frage nach allen Fäiien des schwereo EreiselSy in 
denen aufser den beiden genannten noch ein drittes algebraisches Integral 
vorhanden ist, ist zuerst von Herrn K. Liouviüet) in Angiiff ge- 
nommen worden, über ihre Weiterführuug vgL Heft lY, S. 951 1 

Von einem anderen Standpunkte, dem der allgemeinen Lie'schen 
Gruppentheoric, gehen die Untersuchmigen der Herren Levi~Civitatt) 
und Lieb mann ttt) aus. Die genannten Autoren hragen, wie die Massen- 
verteiiung (die kinetische Energie) und dje Kräfteverteilung (die po- 
tentielle Energie) beschaffen sein müssen, wenn zwei in den Ge- 
sehwindigkeitskoordmaten lineare erste Integrale möglich sein soUen. 
In diesem Falle ist man sicher, dafs sich das Problem durch Quadra- 
turen erledigen iäTst, 

Die Fragestellung ist hier iusofern eine weitere wie in dem vorher- 
genannten Falle, als es sich nicht speziell um den schweren Kreisel 
handelt, vielmehr das Gesetz der äufseren Kraft selbst passend be- 
stimmt werden soll Die Untersuchung ergiebt im Ganzen 25 mögliche 
Fälle, von denen jedoch die meisten imaginär sind (d. h. einer mechanisch 
nicht realisierbaren Massenverteilung entsprechen). Dafs übrigens hier- 
mit die Frage nach der Gesamtheit der integrabeln Fälle nicht erledigt 
ist, zeigt schon der in der Liebmasnsehen Tabelle nicht enthaltene Fall 
der Frau Kowalevaki, wo man mit Quadraturen znm Ziele gelangt, 
ohne dafs zwei in den Geschwindigkeitskoordinaten lineare Integrale 
vorhanden sind. 


*) Bez. Herr F. Kötter: Sur ie caa traiU par KowalevM etc. Acta 

Mathem. Bd. XVH, 189S. 

**) Acta Mathem&tica Bd. XYII, 1893. 

***) YgL Jahresbericlit der deutschen Matkematikervereinigung, Bd. lY, iS9o, 
f) Ygk Acta Matkem&tica, Bd. XX, 1807. 

Y() Sul moto di un corpo rigido intomo ad uu punto fiaso. Accademia die 
Lincei, 1896. 

ttt) Ygl. oben pag. 161. 
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Wie man schon aus den hier gegebenen Andeutungen erkennt, 
gehen diese Untersuchungen ron Levi-Civitä und Liebmann durchaus 
nach der abstrakt-mathematischen Seite hin vor. — 

Während es sieh in den bisher aufgeführten Fällen darum handelte, 
die allgemeine Bewegung des unsymmetrischen Kreisels aufzufinden und 
analytisch darzustellen, wollen wir jetzt etwas eingehender über zwei 
particuUker Kreiselbewegung berichten, welche man in analytischer 
und geometrischer Hinsicht vollkommen beherrscht. Der eine von diesen 
Fällen ist von Herni W. Hefs*) bemerkt worden; sein Studium wurde 
später von einer Anzahl russischer Mathematiker**) vertieft. Der andere 
Fall ist von Herrn 0. Staude***) behandelt. In dem Hefs'schen Falle 
wird der Charakter der einzuleitenden Bewegung einer gewissen einfachen 
Bedingung unterworfen; gleichzeitig wird auch eine besondere Voraus- 
setzung über die Lage des Schwerpunktes im Körper gemacht. In den 
von Herrn Staude untersuchten Bewegungen dagegen bleibt die Massen- 
Verteilung ganz allgemein, während der Charakter der Bewegung dafür 
in ausgiebigerer Weise spezialisiert wird. 

Man bemerke übrigens vorab, dafs der Grad der Partikularisatiou 
nur im Staudeschen Falle ein höhei^er ist, wie in dem Kowalevskischeu 
oder wie ira Falle des schwerelosen unsymmetrischen oder des schweren 
symmetrischen Kreisels. Sonst werden nämlich drei^ hier vier beschrän- 
kende Bedingungen vorangestellt; in den drei letzten Fällen, beziehen 
eich diese Bedingungen lediglich auf die Massenverteiluiig, im Falle von 
Hefs teils auf die Massenverteiiung teils auf die Bewegung, im Staude- 
sehen Falle lediglich auf die Beschaffenheit der Bewegung. 

Um in naturgemäfsor Weise auf den Hefsschen Fäll der Kreisel- 
bewegung hinzaleiten, wolleif wir uns die Frage stellen, ob es unter 
Umständen bei einem unsymmetrischen Kreisel eintreten kann, dafs der 
Impuls dauernd in einer durch den Unterstätmngspunlct 0 gehenden^ im 
Körper festen Ebene enthalten seLY) Analytisch gewandt, bedeutet dieses, 


*) Über die Eulerscben Bewegungegleichungeu u, a. w. Math. Ann. Bd. 37, 

1890. 

*'*) ^^1- in analytiöcher Hinsicht P. NekraBöoff: Becherehes analytiques sur 
iin cas de rolation d’un solide pesant autour d^un pomt fixe, Math. Ann. ßd. 47, 1896, 
wo weitere Liiteratnran gaben zu finden sind, in geometrischer Hinsicht N. Jou- 
kowsky, Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung Bd. IK 1892/93. 

***) Über permanente Rotationsaxen, Crellco Journal, Bd. 113, 1894. Vgl. auch 
Eouth, Rigid dynamics, Bd. II, art. 214. 

t) Dabei Bchlieisea wir den Pall aus, wo der Impulsvektor im Körper absolut 
fest oder der Richtung nach fest ist. Der erstere Pall führt gerade auf die von 
Herrn Staude untersuchten Rotationen, der letztere auf die Pendelungen von 
Mlodzieiowgki (Moskau 1894); vgl. Heft IV, S. 952. 
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oh unter Umständen ein in den Impidskoordinaten L, M, N lineares homo- 
genes Integral mit konstanten Koeffizienten möglich ist 

Die Lage des Impulses zu irgend einer Zeit ergiebt sicb^ wenn 
wir den jeweils Torbandenen Impuls mit dem nnendlicli kleinen Dreb- 
stofs der Schwere znsammensetzen. Die Axe des letzteren siebt auf 
der durch den Schwerpunkt S und den Unterst ützungspunkt 0 gehen- 
den Vertikaiebene seaki'echi Der Endpunkt des Impulses schreitet 
also im Kaums stets senkrecht gegen die Axe OS. die wir die ^^Schwer- 
piinktsaxe**^ nennen wollen^ fort. 

Relativ zum körperfesten System kommt zu dieser Änderung noch 
die „zentrifugale Drehkraft" hinzu (vgl. die Abi. der Eulersehen Glei- 
chungen, Kap. UI, pag, 138), die stets senkrecht auf dem Impulsvektor 
und dem jeweiligen Rotationsvektor steht. Soll nun der Impuls, also 
auch die Impulsänderung in einer festen Ebene E des Körpers liegen, 
so liegt es nahe, diese Forderung für beide Teile der Impulsänderung 
getrennt zu stellen. Die erste Forderung verlangt, daß E die durch 0 
gelegte Normalebene zur Schwerpunktsaxe sei; ihre Gleichung lautet, 
wenn wie früher § die Koordinaten des Schwerpunktes in dem 
Hauptträgheitskreuz XYZ bedeuten: 

Dies ist bereite der Form nach das von Herrn Hefs gefundene parti- 
kuläre Integral 

Die zweite Forderung ergiebt sodann, dafs die Normale zur Im- 
puls- und Rotationsaxe gleichfalls in diese Ebene hineinfälli Dies 
findet aber nur dann statt, wenn die Rotationsaxe beständig in der 
durch Impuls- und Schwerpunktsaxe bestimmten Ebene enthalten ist. 

Durch unsere letzte Forderung wird der Massenverteilung eine Be- 
dingung auferlegt, die wir jetzt weiter zu untersuchen haben. Wir 
erinnern zu dem Zwecke an den geometrischen Zusammenhang zwischen 
der Lage des Drehungsvektors und der des Impulsvektors. Nach pag. 102 
können wir die Richtung des Impulsvektors aus der des Drehungs- 
vektors finden, wenn wir in einem der Durchstofsungspunkte der 
Drehungsaxe mit dem Träghcitsallipsoide 

die Tangentialebene konstruieren und von 0 aus auf diese das Lot 
fällen; dieses giebt alsdann die Richtung des Inipulsvektors an. In 
unserem Falle ist es indessen bequemer, statt mit dem TrägheitseUipsoid, 
dessen linke Seite den Ausdruck der doppelten lebendigen Kraft in den 
Geschwindigkeitskoordinaten angiebt, mit einem Ellipsoide zu operieren,. 
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welches man das „reciproke Tragheitsellipsoid^^ nennt und dessen linke 
Seite den Ausdruck der doppelten lelendigen Kraft in den ImpuMkoordi- 
mten darstelli Die öleicliimg dieses EUipsoides ist: 


'A 


L 


1 . 


Man erkennt dann y genau so wie pag, 101 und 102^ die Richtigkeit 
der folgenden Konstruktion: Um die Riehtung des Drehungsvektors 
aus der des Impulsvektors zu finden^ markiere man auf dem reciproken 
Trägheitsellipsoide die Durchstofsungspimkte der Impuisaxe und kom 
struiere in einem dieser Punkte die Tangentialebene an unser EUipsoid; 
dann liefert das von 0 auf diese Ebene gefällte Lot die Richtung des 
Drehungsvektors, 

Wir denken uns nun in dem reciproken TrägheitseEipsoide die 
Schwerpunktsaxö OS gezogen und durch 0 ihre Normalebene e gelegt, 
in welcher der Lnpulsvekior enthalten sein soll. Diese Ebene e schneidet 
das Eliipsoid in einem Kegelschnitt, welcher, wie wir jetzt zeigen werden, 
ein Kreis sein mufs. 

Sei nämlich P irgend ein Punkt des Kegelschnittes imd t seine 
Tangente in P Dann giebt OP eine mögliche Richtung der Impuls- 
axe an. Durch t werde ferner die Tangentialebene e' an das EUipsoid 
gelegt und von 0 auf die^se Ebene das Lot OQ gefällig welches die 
zur Impulsaxe OP gehörige Richtung der Drehungsaxe bestimmt. Nach 
der obigen Bedingung müssen die Geraden OP, OQ und OS beständig 
in einer Ebene liegen. Es steht aber unsere Tangente l sowohl auf 
OQ wie auf OS senkrecht, da sie die Schnittlinie der auf OQ und 
OS in Q hez. 0 errichteten Normalehenen e und e' darstellt. Mithin 
steht t auch auf OP senkrecht. Unser Kegelschnitt hat also die Eigen- 
schaft, dafs die Tangente in jedem seiner Punkte auf dem vom Mittel- 
punkte auslaufenden Radiusvektor senkrecht steht. Unser Kegelschnitt 
ist also in der That ein Kreis, 

Damit ist die der Massenverteilung des Kreisels aufzuerlegende 
Bedingung gefjindoiL, \¥ir können sagen: Soll der ImpulsveMor doMemi 
in der Normalehene e der SckwerpMdäsaxe entMUm sein, so mufs diese 
Ebene das redproke TrägkeitseUipsoiä in einem Kreise schneidm; oder 
auch: Es mufs der SfJiwerpunkt auf dem in 0 errichteten Lote m einer 
der KreisschniUehenen des reciproken TrägheitseUipsoides liegen. 

Dies ist die geometrische Formulierung der fraglichen Bedingung 
in deijenigen Form, welche ihr von Herrn Joukowsky (vgl. das Citat 
auf pag, 378) gegeben ist. Herr Hefs drückt dieselbe Thatsache in 
analytischer Formulierung aus. Wir gelangen zu der letzteren, wenn 
wir bemerken, dals die beiden durch 0 gehenden Kreisschnittebenen 
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des reciproken Träglieitsellipsoides (unter der Voraussetzung .4> J?> CJ) 
durch die Gleichung gegeben werden 

Da nun der Schwerpunkt (|, 12 ? 0 NonnaieR Yon einer dieser 

Ebenen liegen soU^ so folgt die Proportion 


d. h. 



: 0 : 


^ 

B G ^ 



Dies sind die von Herrn Hefs angegebenen analytischen Bedingor^en 
für die Möglichkeit seines Bewegungsfalles. 

Der mechanische Charakter des Hejs’schen Bewegungsfalles ist ein 
recht einfacher. Wir \Yerden sehen, dafs es sich dabei um die direkte 
Verallgemeinerung der bekannten Fmdelhewegung des symmdrischen 
Kreisels handelt. 

Wir denken uns zu dem Zwecke den Körper an&ugs in stabiler 
Gleichgewichtslage, also die Schwei^unitsaxe senkrecht nach unten ge- 
richtet und den Körper ohne Rotation. Darauf drehen die Schwer- 
punktsaxe um irgend einen Wmkei aus der Vertikaien heraus und über- 
lassen den Körper dem Einfi^ois der Schwere, indem wir dafür sorgen, 
dafs zu Beginn der Bewegung entweder überhaupt keine Drehung vor- 
handen ist oder doch nur ein solcher Dreiiimpuis hinzugemgt wird, 
dessen Komponente um die Schwerpunktsaxe gleich Null ist^ dessen 
Äxe also in der Normalebene e der Schwerpunktsaxe liegt. Alsdann 
bleibt, wie wir gesehen haben, wenn noch die Bedingung ernillt ist, 
dafs der Schwerj)unkt auf einer der Kreisschnittnormalen des reciproken 
Trägheitseilipsoides hegt, der Impuisvektor dauernd in der Ebene e 
enthalten. 

Gehen wir nun von dem unsymmetrischen zu dem symmetrischen 
Kreisel über, so werden wii’ duixh eben dieses Verfahren auf die gewöhn- 
liche oder sphärische Pendelbewegung geführt. Die Voraussetzung für das 
Sintreten der Pendelbe wegung bestand in der 'That (vgL pag. 215, Fig. 36) 
beim symmetrischen Kreisel darin, dafs die Komponente N des Impulses 
in Richtung der Pigurenaxe (welche heim symmetrischen Kreisel zugleich 
Schwerpuuktsaxe ist), anfangs gleich Null war. XJnd zwar ergab sich 
die Bewegung des „gewöhnlichen^^ oder die des „sphärischen^^ Pendels, 
je nachdem wir den ruhenden Kreisel bei irgend einer Lage der Piguren- 
axe ohne einen Anstofs dem EiuLÜufs der Schwere übeflielsen oder nach 
Hiztzufögung eines rein seitlichen Anstofses, d. h, eines Drehimpulses, 
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dessen Axe senkrecht gegen die Pigurenaxe gerichtet war und also in 
der Normalehene der Schwerpunktsaxe, d. i, in der Äquafcorebene des 
symmetrischen Kreisels lag. Alsdann hlieb der Impuls dauernd in der 
Aquatorehene enthalten, weil die Impulskomponente N ihren Anfangs^ 
wert 0 dauernd beibehält. Gleichzeitig wird die Bedingung, welche 
wir im Falle des unsymmetrischen Kreisels hinsichtlich der Lage des 
Schwerpunktes hinzufügen mufsten, beim symmetrischen Kreisel von 
selbst erfüllt, weil hier die Kreisschnitte des reciproken Trägheits 
ellipsoides mit dessen. Äquatorebene und die Schwerpunkfcsaxe mit der 
auf der Äquatorebene senkrechten Pigurenaxe zusammenfallen. 

Wir können daher sagen: Der. Hefs'sche Fall der Kreiselhewegmg 
darf deshalb ein besonderes Interesse für sish beanspruchen,^ weil er die 
direkte VerallgeirMncrmg der all})eJcanntm Pen/ielhmegung äarskllt Dem- 
entsprechend werden wir im Folgenden diesen Fall kurz als den Fall 
des Mefs^scimh Pendels bezeichnen. 

Auch in qiiantitatiyer Beziehung besteht teilweise eine direkte 
Identität zwischen der Beweguug des Hefs^schen Pendels und der Pendel- 
bewegung des symraecrisciien Kreisels oder, was auf dasselbe heraus: 
kommt , der Pendelbewegong des eiiizelnen Massenpiinktes. Wir werden 
nämlich mgen^ dafs der Schwerpunkt des He fs' sehen Pendels allgemein 
m reden sich genau so bewegt wie ikr MassenpunM eines sphärischen 
Pendels. 


Zum Beweise schreiben wir uns die beiden aUgemein gültigen Sätze 
den Satz dex* lebendigen Kraft und den Impulssatz n — const., in ge- 
eigneter Form hin. 

Wir drücken zunächöt die lebendige Kruft T in zweckmäfsiger Weise 
durch die Impulskoordinaten aus. Dabei wählen wir zu Koordmaten- 
axen X, F, Zy nicht, wie vorher, die Hauptträgheitsaxen, sondern, die 
folgenden drei Geraden: die Z-Axe sei die Schwerpunktsaxe 08, diö 
F-Axe falle mit der mittleren Haupt träglieitsaxe zusammen, die X-Axe 
sei die zu beiden senkrechte Gerade. In diesen Koordinaten miiLfa der 
Ausdruck der lebendigen Kraft die folgende Form annehmen: 


2F = 


Tj^ Ji. 


B 


(J 


WO D, X und C' durch die Massenverteilung des Körpers gegeben sind 
und insbesondere B die Gröfse des mittleren Haupttegheitsmomentes 
bazeiclinet. In der That ist ja die Fläche 2 T ^ 1 unser reciprokes 
Tragheitsellipäoidj es mui*a sieh also, wenn wir in der Gleichung dieser 
Fläche N— 0 setzen, die Gleichung eines Kreises ergeben. Aus diesem 
Grunde haben die Glieder mit und Jf* densoiben Koeffizienten und 
fällt das Glied mit LM fort. Ferner kommt auch das Glied mit MX 
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in Fortfall^ weil die Y-Axe als Hauptfaagheitsaxe gewaklt war und 
daher die „Tragheitsprodukfce^ in Bezug auf diese Axe gleich Null sind 
(vgl. pag. 100 ). 

Aus dem Ausdrucke von T ergeben sich die Komponenten des 
Drehungsvektors, welche in Bezug auf die Axen X, K, Z mit p, r 
bezeichnet werden sollen, nach der aligemeinen Regel von pag. 98 in 
folgender Weise: 


P 


dT 

dL' 


'• 5" + 


dT 

~cM 


M 
B ^ 



Bei dem Hefs’schen Pendel (27=0) haben wir also speziell 

(i) 


2T — 
P 


M 


XL. 


Der Satz der lebendigen Kraft iiimmt daher unter den zu Anfang 
dieses Paragraphen eingeiührten Bezeichnungen die Form an: 

( 2 ) + 2P cos ^ = 2 A , 

Wir berechnen ferner die Vertikalprojektion n des Impulses. Be- 
zeichnen wie pag. 17 c, c\ c' die Eichtungscosmusse der Vertikalen 
gegen die Koordinatenasen, so haben wir 

(3) -= Lc 4- Mc^ + 

wobei sich nach pag. 19 c, c', c' durch die Euiers.ehen Winkel <p^ 
folgendermafsen ausdrücken: 

c ~ sin %' sin 9 , c' = sin ^ cos ^ , c' — cos 

Da überdies beim Hefs'scben Pendel N —0 ist, so geht Gieichuiig (3) 
über in 

(4) w = sin # (L sin 9 4" 9)- 

Diese Gröfse ist nach unserem allgemeinen Impulssätze eine Konstante. 

Sodann ziehen wir -die beiden kinematischen Gisichungen (9) von 
pag. 45 für und heran. Setzen wir darin für p und q die Werte 
aus (I) ein, so lauten dieselben 

( Bip' sin d' — L simp + üf cos q>j 
^ ' ( B-y = i cos 9 — Jf sin 9 . 

Die erste dieser Gleichungen liefert mit Rücksicht auf (4) 

( 4 '*) ^ 
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Ferner seliliefsen wir aus den beiden mit (5) identischen Gleichungen: 
L cos g? — Msrntp ^ 


L sin ip -j- M cos (p 


n 

sin # ^ " 


indem wir sie bes. mit 1 und — ■ i multipLiizieren und addieren: 


( 6 ) 


(i — ilf)e-> = 


B sin ' — in 
sin d- 


und indem wir sie quadrieren und addieren 


( 7 ) 




jß* sin* 4" 
sin* <0' 


Mit dem letzten Werte gehen wir in die Gleichung (2) der lebendigen 
Kiaft hinein. Benutzen wir die Abkürzung a == cos -O*, so erhalten wir 

( 8 ) (Buy = 2 AB(1 — #) ™ 2 Pu (1 --- u^) — nK 

Gleichzeitig geht Gleiehung (6) über in 


( 9 ) 



Diese beiden Gleichungen (8) und (9) enthalten bereits den Beweis 
der vorangestellten Behauptung. Sie sind nämlich mit den Gleichungen 
der Pendelbeweguiig identisch, welche man aus den aUgemeinen Integral- 
gleichungen (4), (6), (7) der symmetrischen Eareiseibewegung yon pag. 222 
erhält, wenn man dort JV == 0 setzt (und übrigens, um auch die Kon- 
stanten in ÜbereinBtimmung zu bringen, A mit B yertauscht). 

Durck die Winkel ^ und d' ist die Beweg^ing der Schwerpunkts- 
axe Yöllig bestimmt. Diese kann also nach den Gleichungen (8) und (9) 
als bekannt angesehen werden. Um die Be wegung des Hefs’schen Pendels 
YÖllig zu beherrschen, müssen wir nur noch die Drehung des Körpers 
um die Schwerpunktsaxe untersuchen. Diese ist nach Gleichung (1.) 
durch r^lL gegeben. Es bietet sich nun zum. Studium dieser Gröfse r 
der fönende elegante Weg dar. 

W'ir wissen, dafs der Impuls J dauernd in der Ebene e, der Iformal- 
ebene der Seliwerpunktsase, enthalten ist. In dieser Ebene denken wir 
uns in Gaufeischer Weise die komplexe Variable 

ausg-sbreitet. Das Yeihalten dieser Yariabeln wird, dabei durch die 
Eulerschen Gleichungen reguliert, welche sich ohne Weiteres in eine 
einzige Differentialgleichung für unsere komplexe Yariable zusammen- 
fassen lassen. 
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Da unsere Axen X, Y, Z keine Hauptträgheitsaxen sind, benutzen 
wir diejenige Form der Eulerseben Gleicbungen, welche för jedes be- 
liebige Axenkreuz gilt, d. b. die Gleichungen (3') von pag. 141: 


( 10 ) 


rM-qN+K, 


Hier haben wir für A, M, N die Komponenten des Schweremomentes 
nach unseren Koordinatenaxen X, Yy Z einzusetzen. Die Gröfse di^s 
Momentes ist P sin d*, seine Richtung fällt in die Knotenlinie. Da 
letztere mit der X-Axe den Winkel cp^ mit der Y-Axe den Winkel 
Y + 9 einschliefst (vgl. Fig. 3 von pag. 18), so haben wir 
A == P sin ^ cos 9 = P]/l — t? cos 9 , 

M = — P sin '0' sin 9 = — P]/i . — sin 9 , 

N = 0. 

Die Gleichungen (10) nehmen daraufhin, wenn wir noch fe j>, 
g, r die Werte aus ( 1 ) einsetzen und überdies, wie es dem Hefs’schen 
Falle entspricht, N ~0 machen, die Form an: 

— ?/"co3(p, 

~ = — XL‘ — pyi — sin ip, 



während die dritte Gleichung identisch erfüllt ist. 

Die Gleichungen (11) multiplizieren wir nun mit 1 und i und 
addieren sie; dann folgt 

( 12 ) ^ + ilLJ— P yT-- == 0. 

Hier schreiben wir noch 

L-\{L + iM+L-iM)-i(L + iM+^^) 

und ersetzen -f- nach dem Satze der lebendigen Kraft (GL ( 2 )) 
durch 2B(h — Pu). In ähnlicher Weise ergiebt sich aus ( 6 ) 

*— 1 — Bu' — in J 

® L — iM~ v'x— m‘ 

— Bu — in J 

]/l — u- 2 P (Ä — Fu) 

Klein-Sommorfeld, Kroiselbewegung. Anfl. 
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Mithin geht Gleiolwulg (12) in die definitive Form, über: 

(W) + + P“)-»- 

Es ist dieses eine sogenannte Siecatische Gldckung, eine Differential- 
gleichung erster Ordnung zweiten Orades. Die Koeffizienten dieser 
Gleichung können als bekannte Funktionen von t angesehen werden. 

Durch Gleichung (8) ist nämlich ^ als Quadratwurzel aus einem Poly- 
nom dritten Grades in u: 

T,-W 


Hieraus folgt t als ein eUiptisches Integral: 

Umgekehrt ist also auch u und ebenso u' als Funktion von t, und 

zwar, wie wir im nächsten Kapitel (vgl. § 3) sehen werden, als söge- 

namte doppeltperiodische Funktion von t bestimmt. 

Schliefslicb ist es bequem, von unserer Differentialgleichung erster 

Ordnung zweiten Grades zu einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 

ersten Grades überzugehen, wie solches bei der Behandlung Riccatischer 

Gleichungen allgemein üblich ist. Dies gelingt in unserem Falle durch 

die Substitution . , , . 

j t/i, d log w 


welche für den in Rede stehenden Übergang typisch ist. In der neuen 
komplexen Variaheln w geschrieben, lautet unsere Differentialgleichung 


dann: 

(14) 


d*to ^ -P Bll' in 
It* + Yb 




Wir sind somit zu einer ßogenaimten linearen homogenen Differen- 
tialghichung meiter Ordnung mit doppeliperiodisdien Koefßdmten gelangt. 
An diese hat die eingehendere analytische Untersuchung aazuknüpfen. 
Wir können dies nicht näher ausführen, sondern verweisen in der Hin- 
sicht auf die oben citierte Arbeit von Herrn Nekrassoff. 

Ohne Benutzung der Gleichung (14) auf reiii-geometrischem Wege 
ist der Hefs'sche Fall' von Herrn Joukowsky in der oben genannten 
Kote sehr eingehend studiert und durch ein Modell überzeugend er- 
läutert worden. Diesem A.utor verdankt man auch neben, anderen 
schönen Resultaten die laitgeteüten Sätze über die Schwerpunktsbe- 
wegung des Hefs’sehen Pendels. 

Wir kommen nun zu dem. zweiten der oben erwälinten partikulären 
Bewegunggfälie, dem von Hrn. Staude behandelteiL Herr Staude 
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findet, dafs bei einem schweren fijreisel Ton beliebiger Massenverteilnng 
allemal einfach unendlich viele Bewegungen angegeben werden können, 
die ans einer gleichförmigen Rotation um eine im Körper feste, vertikal 
gestellte Axe bestehen. 

Wir wollen das Resultat von Hm. Staude geometrisch aus der 
Impulstheorie ableiten. Us handdt sich um die Frage, welche Äxen, 
vertikal aufgerichtet, als perynanente Drehaxen des allgeniemen Kreisels 
fungieren können. 

Wir richten unsere Aufinerksamkeit auf die Lage des Impuls- 
Endpunktes im Körper. Soll der Drehungsvektor nach Richtung und 
öröfse im Raume und also auch im Körper konstant bleiben, so muls 
auch der Impuls seine Gröfse sowie seine Lage gegen den Kreisel bei- 
behalten, weil ja der Vektor des Impulses aus dem Drehungsvektor in 
eindeutiger Weise abgeleitet werden kann. Das Kriterium för die 
Möglichkeit der einfachen Rotation um sine vertikale Axe wird also 
dieses sein, dafs der Endpunkt des Impulsvekfars im Körper eine feste 
Lage hat (Im Raume beschreibt dieser Punkt alsdann natürlich einen 
Kreis um die Vertikale.) 

Der Endpunkt des Impulsvektors heifse J, der des Rotations- 
vektors B, Die eventuelle Lagenanderung des Punktes J gegen den 
Körper rührt nun, wie schon beim Hefs’schen Pendel bemerkt,’ von 
zwei Dmständen her, xon der Schwerewirkung einerseits und von der 
iiistantanen Drehung des Kreisels andrerseits. Diese beiden Umstande 
müssen sich, wenn anders die Bewegung die vorausgesetzte Beschaffen- 
heit haben soll, gegenseitig kompensieren. 

Wegen der Schwerewirkung wandert der Punkt J, wie oben betont 
wurde, im Raume gleichzeitig senkrecht zur Schwerpunktsaxe OS und 
zur Vertikalen oder, wie wir im vorliegenden Falle auch sagen können, 
gleichzeitig senkrecht zu OS und OB fort. Wegen der iriBtantanen Ro- 
tation des Bh*eisels würde der Punkt J, wenn er im Raume fest wäre, 
relativ zu dem Körper auf einem Kreise um die Vertikale heromgefahrt; 
der Punkt J wandert also wegen dieses Umstandes gleichzeitig senkrecht 
gegen OB imd OL Sollen sich beide Verrückungen auf heben, so 
müssen vor allem ihre Richtungen übereinstlmmen. Es müssen also 
die drei Geraden OB, öS und OJ ein gemeinsames Lot besitzen, 
d. h. die drei genannten Bichtungen müssm in einer Ebeyie liegen. Wir 
sind somit auf dieselbe Bedingung wie im Falle des Ilefs’scheii Pendels 
(vgl. pag. 379) geführt. Die Folgeruogen aber, die wir jetzt hieraus 
ziehen, sind dem veränderten Ausgangspunkte entsprechend von den 
früheren verschieden. Während die Porrlening. uais die Axcn OB, OS 
und OJ in einer Ebene liegen sollen, beim Hefs'schen Pendel nur d?ircii 
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Spezialisierung der Massenverteilung zu erfüllen war, läfst sich dieselbe 
Forderung jetzt, da die Punkte R und J im Körper fest liegen, bei 
beliebiger Massenverteilung durch geeignete Auswahl von R befriedigen. 

Analytisch besagt unsere Bedingung, wenn wir wie gewöhnlich 
mit p, q, r bez. L, M, N die Koordinaten von R und J im Haupt- 
trägheitskreuze bezeichnen, dafs die Gleichung bestehen mufs: 


(15) 


P, 9. r 
L, M, N 

l , n , t 



Wir fassen diese Gleichung jetzt als eine Bedingung für die Lage der 
Drehungsaxe auf. Drücken wir noch L, M, N in bekannter Weise 
durch p, q, r aus, so sehen wir, dafs die als permanente Rotaiionsasen 
in Frage kommenden Geraden auf einem Kegel zweiten Grades hegen 
müssen, dessen Gleichung wir schreiben können; 

(16) (Ä — R) tpq + (ß ~C)^qr + rirp = 0. 

Geometrisch ist ein Kegel zweiten Grades bestimmt, wenn wir 
fünf Strahlen desselben kennen. Solche fünf Strahlen sind in unserem 
Falle leicht gefunden. Sicherlich liegen die drei Richtungen OR, OJ, 
08 allemal dann in einer Ebene, wenn zwei von ihnen zusamrcenfallen. 
Sollen OB und OJ zusammenfallen, so ist ihre gemeinsame Richtmig 
eine Hauptträgheitsaxe. Also liegen die drei Hauptträgheitsaxen auf 
unserem Kegel zweiten Grades. Soll OJ mit OS identisch werden, 
so liegt OR in einer ganz bestimmten Richtung 08', welche mit Hülfe 
des Trägheitsellipsoides leicht konstruiert werden kaim und welche 

durch den Punkt mit den Koordinaten “ , , -g- hindurchgelit. Also 

liegt auch, diese Gerade und ebenso natürlich die Schwei'punktsaxe 
selbst auf unserem Kegel. Unser Kegel Icann also aus den drei Haupt- 
trägheitsaxen^ sowie den Geraden OS und 08' konstruiert werden; er 
ist lekanntf wenn die MassenverteUwng des Körpers gegeben ist. 

Auiser der Bichiung der beiden oben genannten Teilverrückungen 
des Punktes J mufs aber auch die Gröfse dieser Yerrückungen überein- 
stimmen und ihr Sinn der entgegengesetzte sein , wenn unsere Rotations» 
axe permanent sein soll. Berücksichtigen wir dieses, so ergiebt sich 
die Gröfse der Winkelgeschwindigkeit, mit welcher der Körper um die 
fragliche Axe rotieren kann. Durch die Schwerewirkung wird dem 
Punkte Jy wie wir wissen, in der Zeit die Verrückung 

(17) P sind' dt 

erteilt. Infolge der instantanen Rotation, w^elche, im Sinne des Uhr- 
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Zeigers gerechnet, die Winkelgeschwindigkeit Q besitzen möge, wird J 
mit der Geschwindigkeit 

— ^ 1 «^1 sin 7p 

relativ gegen den Körper fortbewegt, wo 7 p den Winkel zwischen Eo- 
tations- und Impulsaxe, | J^| die Länge des Impulses, TnithiTi j «Tj sin ^ 
den Abstand des Punktes J von der Vertikalen bedeutet. Hieraus er- 
giebt sich während der Zeit die Verrückung 

(17') — Q I J"! sin 

Durch Vergleich der Ausdrücke (17) und (17') folgt die weitere 
Bedingungsgleiehung 

(18) Ö I J"! sin ^ = P sin d-. 

Haben wir nun irgend eine Erzeugende unseres Kegels als Rotations- 
axe ausgesucht und mit ihrem einen Ende vei-tikal nach oben gestellt, so 
ist die Lage des zugehörigen Impulses J (d. h. der Winkel 7p) bestimmt 
und unabhängig von der dem Kreisel zu erteilenden Drehgeschwindig- 
keit ö. Die Grölae des Impulses dagegen hängt nach der pag. 101 
beschriebenen Konstruktion von der Gröfse der Drehung ab und zwar 
wird einfach = wo A einen positiven, von Q unabhängigen 
ProportionadMtefektor bedeutet. Gleichung (18) geht -daher über in 

(18^) XQ^ srnTl^f — P sin 

Aus dieser Gleichung ist ß " für jede Axe unseres Kegels zu bestimmen. 

Dabei kann sich für ebensowohl ein positiver wie ein negativer, 
d. h. für Q ein reeller wie ein imaginärer Wert ergeben. Die Strahlen 
(oder richtiger die Halbstrahlen) xmseres Kegels zerfallen so in zwei 
Kla-sseii, in „zulässige^* und „unzulässige^* Drehungsaxen. Nur die 
„ziilässigen^^ HalbstraMen, deren ß reell ausfäUt, kennen senkrecht in die 
Höhe gerichtet^ permanente Axen wirMiclier Hrelmngen sein. 

Zunächst sieht man leicht, dafs zwei entgegengesetzte Halbstrahlen 
unseres Kegels, zu Rotationsaxen gemacht, entgegengesetzte Vorzeichen 
von Q- geben. In der That wird beim Übergang von einem Halb- 
strahl zu dem entgegengesetzten auch die Richtung des Impulses mit 
der entgegengesetzten Richtung vertauscht. Es bleibt also auch sin ip 
ungeändert, während die Schwerewirkung P sin -O* im Vorzeichen um- 
gekehrt wird. Ist also der eine RalbstraM eine mlässige, so ist der ent- 
gegengesetde eine unzulässige Axe. (Eine Ausnahme würde nur bei den 
besonderen Werten ß^ = 0 und oo eintreten.) 

Sodann denken wir uns den zur Rotationsaxe bestimmten Halb- 
strahl successive längs der einen der beiden Kegelhälften entlang ge- 
führt. Das Vorzeichen von ß^ ändert sich nur, wenn sin d' oder 



390 V. Besondere Bewegungsfonnen des schweren eymmetrischen Kreisels. 

sin ^ sich im Vorzeichen umkehren. Ersteres tritt ein, wenn wir den 
Halbstrahl die Schwerpunktsaxe OS^ letzfceres, wenn wir ihn eine der 
drei Haupt trägheitsaxen passieren lassen. Hiernach wird die eine sowie 
die andere der Kegelliälften dmeh die Hauptträgheitsaxen und die Schwer- 
punktsaxe in vier Teilgebiete ^erlegt^ welche abwechselnd zulässige und 
unssulässige DreJiungsaxen enthalten* 

Was die tJbergangslagen (^ — 0 und -B- = 0) betrifft, so wird 
nach Gleichung (18') im ersteren Palle Q == oo, im letzteren Q = 0, 
Die Rotation NuU bei aufrechter Schwerpunktsaxe bedeutet natürlich 
nichts anderes wie die (stabile oder labile) Gleichgewichtslage des Körpers. 
Die unendlichen Geschwindigkeiten um die drei Hauptträgheitsaxen 
leuchten ebenfalls ein. 

Die verschiedenen Ausartungen des Kegels (16) sollen hier nicht 
vollständig besprochen werden. Wir verweisen in der Hinsicht auf die 
Staudesche Originalarbeit und erinnern übrigens, was den symmetrischen 
Kreisel betrifft, an die Bemerkungen von pag. 335. Wir sahen dort, 
dafs beim symmetrischen Kreisel nicht oo^, sondern öo^ permanente 
Drehungsaxen möglich sind, von denen die zulässigen, je nachdem ein 
verlängerter oder ein abgeplatteter Kreisel vorlag, das „untere^^ oder 
„obere Halbbündei*^ ausfüllten, Dementsprechend wird unsere obige 
Gleichung (16) im* Palle des symmetrischen Kreisels (A — j?, |=i 2 = 0) 
identisch erfüllt. Dafs insbesondere die Pigurenaxe bei jedem Wert von 
Q als Drehungsaxe permanent bleibt, geht aus (18) hervor, indem diese 
Gleichung bei aufrechter Figiirenaxe (wegen ff- = 0, f — 0) identisch 
befriedigt wird. — 

Hier sei noch eine anschauliche Auffassung der Staudeschen Be- 
dingungen (15) erwähnt, zu der, unabhängig von Staude, M. Lecornu 
gelangte.*^) Mittels der Gleichungen von § 3 des Kap. II läfst sich 
nämlich diese Bedingung so formulieren; Das Trägheitsprodukt (Devia- 
tionsmoment), berechnet für die Rotationsaxe und für die auf ü 
und der Schwerpunktsaxe senkrechten Axe, soll verschwinden. In 
diesem Falle giebt es immer einen Punkt auf der Rotationsaxe, für 
den auch das zweite Deviationsmoment verschwindet, diese Axe also 
Hauptaxe ist. Die Bewegung wird dann eine kräftefreie, permanente 
Rotation um diese Hauptaxe, insofern für den neuen Bezugspunkt das 
Moment der Schwerkraft gegen das Moment der Reaktionskraft im 
Stützpunkt bei geeignet gewählter IJmlaufsgeschwindigkeit sich weg- 
hebt. — 


*) Bull, de la Soc. math. de France, 30. 1902. 
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Zum Schlufg wollen wir noch bezüglich aller Litfceratnr, insbeson- 
dere über das Rotationsproblem des schweren unsymmetrischen Krei- 
sels, sowie auch über die Bewegung des unsymmetrischen Kreisels bei 
verallgemeinertem Kraftgesetz, über die wir nur unvollständig berich- 
ten konnten, auf den zusammenfassenden Bericht der EncyklopWüe 
der mathematischen Wissenschaften verweisen: (IV, 13) Rotation starrer 
Körper und Verwandtes. Aufserdem seien nochmal die ZueÄtze zu 
Heft IV, pag. 951 f. verglichen. 



Kapitel VI. 

Darstellang der Kreiselbewegung darch elliptische Funktionen. 

§ 1. Die Biemannsohe Fläclie {u, yw). 

Während unser Hauptinteresse bisher auf das geometrische und 
mechanische Verständnis der Kreiselbewegung gerichtet war, soll in 
diesem Kapitel der Ton auf die analytische Seite unseres Problems ge- 
legt werden. Es ist unvermeidlich, dafs die diesbezüglichen Entwick- 
lungen abstrakter ausfallen und von der Wirklichkeit des mechanischen 
Vorganges zunächst weiter abzuliegen scheinen, wie die früheren, selbst 
wenn wir, was der Kürze halber geschehen mufs, auf eine durchgängige 
Strenge und Vollständigkeit der funktionentheoretischen Betrachtungen 
Verzieht leisten. Im Folgenden soll die Mathematik nicht ausschliefs- 
lich dem Interesse der Mechanik dienen, sondern es soll gleichzeitig 
die Mechanik zur Veranschaulichung einer mathematischen Theorie, der 
Lehre von den elliptischen Funktionen, herangezogen werden. 

Dafs dieses möglich ist und dafs eine gegenseitige Befruchtung 
zwischen Anwendung und Theorie thatsächlich stattfindet, ist ein sehr 
bemerkenswerter Umstand, auf den wir zunächst die Aufmerksamkeit 
lenken möchten. 

Ohne Frage ist es vom mechanischen Standpunkte aus natürlicher, 
die Bewegung dadurch zu beschreiben, dafs wir die Lagenkoordinaten 
des Kreisels, zunächst also etwa die Gröfse Uy in ihrer Abhängigkeit 
von der Zeit darstellen, statt wie bisher die Zeit und die übrigen Lagen- 
koordinaten als Funktionen von u aufzufassen. Wenn wir uns so aus 
mechanischen Gesichtspunkten heraus die Aufgabe stellen, die funktionale 
Abhängigkeit zwischen t und u „umzukehren so werden wir höchlichst 
überrascht sein, zu sehen, wie dieselbe Aufgabe auch vom rein mathe- 
matischen Standpunkte aus das gröfste Interesse besitzt. Auf unserem 
bisherigen Jfiveau, wo wir t als Funktion von u berechneten, bewegen 
sich die älteren Arbeiten über die Theorie der ellijgtischen Integrale^ 
namentlich die von Legendre. Der grolse Fortschritt aber, welcher 
auf diesem Gebiet durch Abel und Jacobi erzielt worden ist, beruht 
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§ 1. Die Riemannsche Fläche (tf, yU }. 

wesentlicli auf dem eten angedeuteten UmJceJirgedunken^ auf dem Über- 
gange von dm elliptischm Integralen zu den sogenannten elliptischen 
Funktionen, Wir begegnen da einem merkwürdigen Zusammenwirken 
von Theorie und Praxis, sozusagen einer prästahilierien Harnmiie 
zwischen reiner und angewandter Mathematik, die sich zum Wohle 
beider in der Geschichte unserer Wissenschaft fortgesetzt geltend ge- 
macht hat. 

Unter demselben Gesichtspunkte wollen wir sodann die Bedeutung 
unserer Drehungsparameter a, y, d für die folgenden Entwickelungen 
betonen. Diese Gröfsen waren ursprünglicb im kinematiscben Interesse 
eingefuhrt,. um die Formeln der Drehungstransformatifm nach Möglich- 
keit zu vereinfachen. Es wird sieh nun im Folgenden zeigen, dafs die- 
selben örofsen eine mindestens ebenso grofse Yeremfechung für die 
analytische Weiterführung des Problems mit sich bringen, und dafs 
gerade diese Parameter es sind, welche man, ausgehend von der Theorie 
der elliptiscben Funktionen, vor allen anderen bevorzugen müfste. 

Andererseits wird durch die elliptischen Funktionen auch die 
praktische Seite unseres Problems gefordert, insofern wir (vgl. § Ö) 
aus dieser Theorie die vollständigsten und einfachsten Formeln zur 
numerischen Berechnung der Kreiselbahnen entnehmen werden, welche 
uns bei nicht übertriebener Genauigkeit mit wenigen trigonometrischen 
Gliedern auszukommen gestatten. 

Der erste Schritt zur analytischen Vertiefung unseres Problems ist 
der, dafs wir den vorkommenden Gröfsen prinzipiell komphooe Werte 
beilegen. Es gilt hier, wie in so vielen Fällen, die Bemerkung: dafs 
analytische Verhältnisse, die bei der Beschränkung auf das Reelle un- 
übersichtlich scheinen, sieh sofort aufklären, wenn wir in das komplexe 
Gebiet übergehen. 

Wir setzen also 

== -j- iu^ 

und stellen die Werte von u nicht mehr auf einer Geraden, sondern nach 
dem Vorgänge von Gaufs (bez. Argand) in einer Ebene dar. Da man 
in der Funktionentheorie u = oo als emen Wert ansieht, gleichviel ob 
es sich um ein ünendlichwerden des reeUen oder des imaginären Bestand- 
teils oder beider gleichzeitig handelt, so fafst man bekanntlich auch das 
Dnendlich-Feme der Gaufsischen Ebene als euien einzelnen Punkt auf. 


*) YgL z. B. H. Burkliardt: Einführung in die Theorie der analytischen 
Fimktionen, Leipzig 1897. Wir ver^’-eisen den Leser auf dieses Bucli bezüglich 
aller derjenigen funktionentheoretischen Angaben, welche im Text nicht aus- 
führlich genug erläutert werden konnten. 
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Hierdurch erreicht man, dals zwischen den Werten Yon u und den 
Punkten der Ebene ein eindeutig-umkehrbares Entsprechen stattfindet. 

Die Vorstellung der Gaufsischm Ebene genügt aber für unsere 
Zwecke noch nicht; wir müssen dieselbe erweitern zu dem Bilde einer 
sogenannten Riemannschen Fläche. 

Wir haben ja bei unseren Integralausdrücken die beiden Gröfsen 
u und yü immer gleichzeitig zu betrachten. Zu jedem Werte von u 
gehören zwei Werte von y tlj welche sich durch ihr Vorzeichen unter- 
scheiden. Um diese gut auseintander zu halten, werden wir uns die 
Gaufsische Ebene doppelt überdeckt denken-, ebenso wie wir uns schon 
früher die doppelt zeichneten. Je nachdem wir yW mit dem 

einen oder anderen Vorzeichen rechnen, befinden wir uns dann in dem 
einen oder in dem entsprechenden Punkte des anderen Exemplares der 
w-Ebene. Wir unterscheiden die beiden Exemplare als (ß)eres und 
unteres Blatt. 

Die beiden entgegengesetzten Werte von VU fallen nur dann zu- 
sammen, wenn U—0 oder Ü — oo wird. Die Stellen, wo dieses ein- 
tritt, haben wir schon im vierten Kapitel kennen gelernt. Es sind die 
auf der reellen Axe gelegenen Punkte u—e, e', e'" und oo. Denken 
wir uns an diesen vier Stellen die beiden Blätter zusammengeheftet, 
so gehört jetzt zu jedem Paare entsprechender Werte von u und yu 
nur ein Punkt der Dopj>elebene und umgekehrt. Die Punkte der 
Doppelebene und die Wertepaare yH) sind also in derselben Weise 
ein-eindmtig zusammengeordnet, wie die Punkte der Gaufsischen Ebene 
und die Werte von u. 

Die Art des Zusammenhanges zwischen dem oberen und dem 
unteren Blatt an den Stellen e, e\ e' und oo bedarf dabei allerdings 
noch der besonderen Untersuchung. Man darf nicht, wie es wohl am 
nächsten liegt, die beiden Blätter in jenen vier Punkten einzeln anein- 
ander befestigen und im Übrigen schlicht übereinander herlaiifen lassen, 
wenigstens dann nicht, wenn man verlangt, dafs die Zuordnung zwischen 
den Punkten der Doppelebene und den Wertepaaren (w, yU) eine 
JimUr^uierliche sein soll. 

Betrachten wir z. B. den Punkt u — e und umschreiten wir ihn 
auf einem kleinen Kreise entgegen dem Sinne des Uhrzeigers. Die 
vorher genannte Befestigungsart der beiden Blätter wäre nur dann an- 
gezeigt, wenn wir, mit einem Wertepaare (w, Yv) beginnend, nach 
der Durchlaufhng des Kreises zu demselben Wertepaare (m, YU) zu- 
rückkehren würden. Wir werden aber durch die folgende Betrachtung 
zeigen, dafs wir in dem entgegengesetzten Wertepaare (uy — Yü) 
endigen. 
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§ 1. Die Riemaiuigclie Fläclie (t*, V^). 

Analytisch bedeutet die Durchlaufang unseres Kreises, daXs wir 

M — e = 

setzen und bei festgehaltenem q den Winkel <p xxm 2n wachsen lassen. 
JTun haben wir 

U=c(u — e) (u — e')(u — e ") , c — ^ 

und also 

12 . 

(1) yW — Yge yy(u — e') (u — e") . 

Hier können wir uns ^ so Hein gewählt denken, dafe in der letzten 
Gleichung die GrÖfsen unter der Quadratwurzel bei XJmschreitung des 
Kreises sich beliebig wenig verändern. Insbesondere soll unser Kreis 
in seinem Innern natürlich keinen der Punkte e', e" enthalten. Lai^n 
wir jetzt um 2;r wachsen, so ändert J/IT sein Vorzeichen. Wir ge- 
langen also bei unserem Umlauf von dem einen Blatte in das andere. 

Um dieser Thatsache Rechnung zu tragen, müssen wir uns folgende 
Vorstellung über den Zusammenhang der beiden Blatter bilden. Wir 
müssen uns denken, dafs von dem Punkte = e eine Linie auslauft, 
bei deren Überschreitung man aus dem einen in das andere Blatt hinein- 
gelangt und dafs sich beide Blätter längs dieser Linie durcMringm. 
Dasselbe güt von den Punkten e', e\ oo . Dementsprechend beschreiben 
wir den Zusammenhang der beiden Blätter am besten folgendenuafsen : 
Wir denken uns die beiden Blatter zunächst schlicht übereinander ge- 
legt und schneiden sie beide längs der reellen Axe etwa von e bis e' 
und von e' bis oo auf. Die freien Kanten heften wir wechselweise 
zusammen, so dafs immer eine Kante des oberen mit der gegenüber- 
liegenden Kante des unteren Blattes verbunden wird. Dann haben wir 
in der That den gewünschten Zusammenhang. 

Allerdings müssen wir hierbei die nicht ganz bequeme TKatsache 
mit in Kauf nehmen; dafs sich nach der Zusammenheftung wie gesagt 
die beiden Exemplare der t(-Ebene längs der Strecken ee und e"oo 
gegenseitig durch dringen. Man bemerke aber, dafs diese UnvoUkommen- 
heit des geometrischen Bildes nur durch die Beschmnktheit unserer 
dreidimensionalen Raumvorstellung bedingt wird. Hätten wir eine 
Dimension mehr zur Verfügung, so konnten wir die in der erforder- 
lichen Weise susammengehefteten Blätter olme Durchdringung so neben- 
einander herlaufen lassen, dafs sie lediglich die Verzweigungspunkte 
gemeinsam haben. 

Die Durchdringungskurven, auf deren Gestalt es nicht wesentlich an- 
kommt — bei unserem Verfahi-en sind es Stücke gerader Linien — nennen 
wir Ver^weigungslimeriy sowie wir ihre Endpunkte, die Stellen e, e\ 
e \ oo, bereits früher als VerjsweigungspurtMe bezeichneten. Das Ge- 
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samtbild der hiermit gewonnenen geometrisclien Vorstellungen heilst 
nach seinem Schöpfer eine JRieniannsche Fläche, Wir sprechen kurz 
von der Riemannschen Fläche {u, V^)- 

Wir haben uns jetzt genauer auf unserer Riemannschen Fläche zu 
orientieren. Zunächst setzen wir über die gegenseitige Lage von e, 
e' fest, dafs 

— 1 < ö < e' < -j- 1 < e" < + ^ 

sei, was nach Figur von pag. 226 der Annahme P > 0 entspricht. 
Sodann werden wir,, ähnlich wie man die Cpaufsische: Ebene je nach 
dan Vorzeichen des imaginären Teiles von m in eine positive: und eine 



Eig. 39, 


negative Halbebene zerlegt, auf unserer Riemannschen Fläche vier 
solche Halbebenen unterscheiden, welche wir in Fig. 59 schematisch auf- 
zeichnen und benennen wollen. Die beiden positiven Halbebenen sollen 
dabei durch Schraffierung von den beiden negativen kenntlich gemacht 
werden. Die Pfeile deuten an, wie die einzelnen Stücke der reellen 
Axe in unseren vier Halbehenen nach der Zusammenheftung aneinander 
hängen. 

Wir tragen in diesen Figuren die Werte von "j/ZJ längs der reellen 
Ax^^ ein, wobei wir in einem Punkte der Fläche das Vorzeichen von 
yXJ nach Willkür wählen können. Für alle übrigen Stellen ist alsdann 
yW durch die Forderung der Kontinuität eindeutig bestimmt. Wir 
wollen etwa für irgend einen Pxmkt zwischen e und e\ wo ja YU etwas 
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Reelles bedeutet ^ festsetzen , dafs der positive Wert der Quadratwurzel 
der positiven oberen Halbebene zugehören soll. Dasselbe Vorzeichen 
gilt dann überhaupt zwischen e und e' an der Grenze der positiven 
oberen Halbebene. Wir schreiben also hier den Wert + I yW j an. 
Denselben Wert erhält die negative untere Halbebene zwischen e und 
e'j weil ja diese längs ee mit der positiven oberen Halbebene Zu- 
sammenhängen sollte. Der Wert — j yW\ kommt alsdann dem Stücke 
ec' der negativen oberen und positiven unteren Halbebene zu. 

Um entsprechende Angaben für die anderen Teile der reellen Axe 
machen zu können, gehen wir z. B. um den Punkt e in der positiven 
oberen Halbebene auf einem Halbkreise entgegen dem Sinne des Uhr- 
zeigers herum, wobei wir von einem Punkte zwischen e und e" ausgehend 
in einen Punkt zwischen — oo und e gelangen, Hach Gleichung (1) 

in 

nimmt YW hierbei den Faktor t an. Wir schreiben also an 

die reelle Axe zwischen — cx> und e im positiven oberen Blatte, ebenso 
wie in dem mit ihm zusammenhängenden negativen oberen Blatte, den 
Wert + i 1 yZ7 j an. In solcher Weise fortfahrend vervollständigen 
wir die Benennung der einzelnen Intervalle. 

Der Vergleich mit Fig. 38 (P>0) zeigt, dafs unsere früheren 
.Angaben mit den Jetzigen Ergebnissen Rir die Begrenzungen der posi- 
tiven oberen Halbebenen übereinstimmem Die frühere Figur stellt ein- 
fach einen Schnitt, dar, welcher parallel zur reellen Axe, ein wenig 
nach der Seite der positiven Halbebenen verschoben, durch die Rie- 
mannsche Fläche hindui’chgelegt ist. Der Unterschied ist nur der, dafs 
die hinzugeschriebenen Werte von ]/?7 früher bei der Beschränkung 
auf reelle Variable als willkürliche Festsetzungen erschienen, während 
sie jetzt nach willkürlicher Festlegung des Vorzeichens in einem Punkte 
der Fläche für alle übrigen mit Notwendigkeit folgen. 

§ 2. Verhalten der eUiptischen Integrale auf derRiemannselieiiFlaelie. 

Wir müssen nun das Verhalten der elliptischen Integi-ale auf unserer 
Riemannschen Fläche prüfen. Dabei werden wir im Allgemeinen als 
bekannt voraussetzen, was man unter einem auf komplexem Wege ge- 
führten Integral versteht; auch werden wir gelegentlich den Cauchy- 
schen Satz nicht entbehren können, welcher aussagt, unter welchen 
Umständen zwei verschiedene Integrationswege, die denselben Anfangs- 
und Endpunkt verbinden, den gleichen Integralwert ergeben.*) 


Ygl. H. Burkhardt, 1. c. §35. 
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Wir betrachten zunächst das „Integral erster Gattung^^ 



und wollen zeigen, dafs ihm die von Eieinann herrührende Bezeich- 
nung eines jjüberall endlicJien Integrales^^ zukommt. 

Wie bekannt, kann ein Integral bei endlicher Lange des Integra- 
tionsweges nur dann unendlich werden, wenn der Weg über eine Ün- 
endlichkeitssteUe des Integranden herüber erstreckt wird und die Ord- 
nung des ünendlichwerdens nicht kleiner ist als 1 . In unserem Palle 
sind die XJnendlichkeitsstellen des Integranden mit den Nullstelle^i 
von U, d. h. mit den Verzweigungspunkten e, e\ e" identisch; und 
zwar beträgt die Ordnung des Unendlichwerdens im Integranden y* 
Infolgedessen wird unser Integral endlich bleiben, auch wenn wir 
seine obere oder untere Grenze mit einer dieser Stellen zusammen- 
fallen lassen. 

Ferner ist aus der Integralrechnung bekannt, dafs ein Integrations- 
weg ins Unendliche ausgedehnt werden kann, ohne dafs das Integral 
seinen endlichen Sinn verliert, wenn der Integrand ini Unendlichen 
von höherer als der ersten Ordnung verschwindet. In unserem Falle 
verschwindet aber YU für u — oo wie Mithin bleibt unser 

Integral auch im Unendlichen endlich. 

Wenn wir also irgend einen Punkt auf der Riemannschen Fläche 
als untere und irgend einen als obere Grenze unseres Integrales wählen 
und beide durch irgend einen Weg verbinden, welcher die Verzweigungs- 
punkte eventuell eine (endliche) Anzahl von Malen umschlingen kann, 
so hat das so entstehende Integral allemal einen endlichen Wert. Die 
Bezeichnung „überall endliches IntegraV^ ist danach gerechtfertigt 

Insbesondere wollen wir diejenigen Integralwerte betrachten, welche 
einem vollen Umlauf um ein Paar der Verzweiguiigspunkte entsprechen. 
Wir bezeichnen diese Jcurzweg als die Perioden des elliptischen Integrals, 
Gehen wir z. B. irgendwie um die Verzweigungspunkte ee im oberen 
Blatte der Riemannschen Fläche und zwar in solchem S inn e herum, dafs 
wir die Verzweigimgslinie ee zur Rechten haben. (Vgl. hier und im 
Folgenden Fig. 60.) Nach dem Cauehyschen Satze liefern alle solchen 
Umlaufe deDselben Wert des Integrals. Insbesondere können wir daher 
den Integrationsweg auf die Verzweigungslinie ee^ ausammenziehen. 
Thun wir dieses, so haben wir erst von e nach e' an der Grenze der 
positiven oberen und dann von nach e an der Grenze der negativen 
oberen Halbebene entlang zu integrieren, was beidemal zu demselben 
Integralwert, nämlich dem uns von früher her bekannten Werte o führt. 
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Jedem einmaligen vollen Umlaufe um die Verzweigungspunite ee% 
ausgeführt im oberen Blatte und in dem angegebenen Sinne, entspricht 
daher eine Vermehrung von t um „die erste Periode^ 2 m. Es ist 
klar, dafs bei Umkehrung des Umlaufsiuns oder bei Verlegung des 
Integrationsweges in das untere Blatt, der so entstehende Integralwert 
— 2 m sein wird. 

Jeder Integrationsweg, der die Punkte ee umschliefst, kan n aber 
auch als ein Umlauf um die beiden anderen Verzweigungspunkte e"oo 
aufgefafst werden. Jedem solchen Umlauf (insbesondere also auch einem 
auf die reelle Axe von e" bis oc zusammengezogenen Wege) entspricht 
daher bei richtiger Fixierung des Sinnes derselbe Integralwert 2 m. 

Ferner kömien wir um die Punkte c» e hez. e e' einen Umlauf 
vornehmen. Je zwei solche Umläufe gehen bei richtiger Fixierung 
des Fortschreitungssinnes ebenfalls dasselbe Integrationsresnltat. Es 
genügt daher etwa den Umgang um die Punkte oo c zu betrachten, 
welchen wir uns teils in der negativen unteren, teils nach Passierung 
des Verzweigungsschnittes ee' in der positiven oberen Halbebene vor- 
genommen denken und zwar in solchem Sinne, dals die Linie co e 
beständig zur Linken liegt. Der Wert dieses Integrals ist ersichtlich 
das Doppelte desjenigen Integralwertes, den man erhalt, wenn man von 
dem Verzweigiingspunkte e an der Grenze der positiven oberen Halb- 
ebene nach — oo hin fortschreitet. Dieser Wert wui*de pag. 263 mit 
im' bezeichnet; seine Berechnung liefe sieh ebenso bewerkstelligen wie 
die Berechnung von m. Mithin wird „die zweite Periode^' unseres 
Integrales, welche einem Umgänge um eins der Punktepaare oo e oder 
c'c" entspricht, gleich 2 im'. 

In der folgenden Figur stellen wir die bisher betrachteten Inte- 
gratioRSwege und die zugehörigen Integialwerte schematisch dar. Der 



gemeinte Sinn ist je durch einen Pfeil markiert; die Integrationswege 
sind punktiert wo sie im unteren, ausgezogen wo sie im oberen Blatte 
verlaufen. 

Auf die beiden Perioden 2m und 2im' lassen sich die Integrale, 
welche einem beliebigen in sich zurücklanfenden Integrationswege ent- 
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sprechen, z^arückführen. Der allgemeine Wert eines solchen Integrah^ 
tmlcher auch „die oMgemeim Periode"'^ von t heifst, wird daher 

2ini' 


Die (positiTen oder negatiYen) ganzen Zahlen m und m bedeuten dabei 
einfach die Anzahl der (rechtsläufigen oder linksräufigen) Umgänge des 
Integrationsweges um die Strecken ee und e' oo, 

Geben wir in unserem Integrale nur die obere und untere Grenze 
als Punkte der Riemannschen Fläche an, indem wir die Gestalt des 
Integrationsweges auf sieh beruhen lassen, so ist der Wert von ent- 
sprechend dem angegebenen Werte der aUgemeinen Periode, nur his 
auf Multipla von 2ö3 und 2 im' hestimmt Ziehen wir dagegen nur 
Punkte einer unserer vier Halbehenen in Betracht und fügen die Be- 
schränkung hinzu, daft auch der Integrationsweg ganz in dieser Halb- 
ebene verlaufen soll, so ist der Wert von t (nach dem Cauchyschen 
Satze) durch Angabe der oberen und unteren Grenze eindeutig fest- 
gelegt. — 

Wir gehen nun zur funktionentheoretischen Untersuchung der 
anderen elliptischen Integrale über, welche uns bisher vorkamen, zu 
den Gröfsen (p und uamentiich zu den a, /?, d. 

Im Gegensatz zu t sieht man, dafs nicht ausnahmslos auf der 
Riemannschen Fläche endlich ist. Die Verzweigungspunkte e, e', e", oo 
geben allerdings auch hier, aus denselben Gründen wie oben, zu keinem 
ünendlichwerden Anlafs, Der Integrand von ^ wird ferner aber un- 
endlich für w — + 1 und zwar von der ersten Ordnung. Hieraus er- 
geben sich, wie wir sehen werden, für das Integral logarithmische Un- 
stetigkeiten. 

Betrachten wir z. B. den Wert 1 . In dem Integrale 



n — Nu du 


setzen wir überall m = 1 aufser in dem das ünendlichwerden bedingen- 
den Faktor 1 — u, wobei wir für U den pag. 226 angegebenen Wert 

— ^ {N — ny zu benutzen haben; dann wird 


^ + tJt^ = + Y log (1 — u). 


Diese Grleicbnng giebt eine angenäberte Darstellung für das Verhalten 
der öröfse ip in der Nähe derjenigen beiden Stellen, au denen auf der 
Riemannschen Fläche der Wert m = 1 stattfindet; sie zeigt, dafs hier ^ 
in der That logarithmiseh unendlich wird. Der „Multiplikator des ün- 
endüchwerdens", wie wir die den Logarithmus multiplizierende Konstante 
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nennen wollen, wird dabei in dem einen Blatte gleich — in dem 

« M 

anderen gleich 4” ir * 

Ganz dieselbe tTberlegung zeigt auch, dafs ^ an den beiden Stellen 
^ 1 Multiplikator + y logarithmiseh unendlich wird. 

Berücksichtigen wir überdies, dafs sieh nach pag. 237 der Winkel q> 
beim Kugelkreisel ganz ebenso yerhalt wie so können wir sagen: 

Die Eulerschm Winkel g? und if werden auf unserer Biemannschen 
Fläche in vier Funkten logarithmiseh unendlich ^ nämlich an den Stellen 
^ ” dz 1 m oberen und unteren Blatte, und zwar mit einem MulU- 
pUkator, weichen^ für die über einander gdegenen Punkte der bdden Blätter 
je entgegengesetzte Werte annimmt und überall den absolutefi Betrag y hat. 

Die Theorie der elliptischen Integrale kennt aber noch einfachere 
logarithmiseh unendlich werdende Integrale, nämlich solche mit nur 
zwei logarithmiachen Xlnendhchkeitsstellen. Man bezeichnet diese als 
Integrale dritter Gattung und benutzt sie, um solche mit mehr IJnstetig- 
keiten aus ihnen linear zusammenzusetzen. So haben wir in der That 


bereits pag. 268 unser ^ als Summe zweier Integrale dritter Gattung, 
der sog. Legendreschen Nornmlintegrale H dargestellt. 

Für die v/eitere analytische Behandlung sind daher jedenfalls die 
Eulerschen Winkel nicht die einfachsten analytischen Elemente. Es 
zeigt sich aber, dafs unsere Parameter cc, ß, y, d solche in einfachster 
Weise liefern, dafs 'nämlich die Gröfsen log a, log ß, log y, log d direkt 
elliptische Integrale dritter Gattung sind. 

Nehmen wir zunächst den Ausdruck für log a aus Gleichung (8) 


von pag. 238 auf: 



Äyu+i{n + N) 
2 J.(u + 1) 


du 

W 


Hier ist der Faktor {u — 1), der in ^ auffcrat, aus dem Nenner ver- 
schwunden. Auch der Faktor (u + 1) bewirkt ein Tlnendlichwerden 
von log a nur in einem der beiden Blätter. Wie wir eben sahen, wird 
nämlich für u = ■ — 1 : 

also nach den in Figur 59 enthaltenen Festsetzimgen 


* A'yU=-{‘i\N-\-n\ im oberen Blatte, 

A YÜ — — i 1 ^ 1 ™ unteren Blatte. 

Um uns bequem ausdrücken zu können, wollen wir für das Folgende 
annehmen, dafs 

N>n>0 

Klein -Sommerf old, Kroiselbewegnng. 2. Aufl. 
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seL Alsdami bedeuteu die in den eben angegebenen Werten von 
äYU verkommenden absoluten Beträge j -f- I | ^ w i das- 
selbe wie (N -j- n) bez. (N — n). Der Zähler des Integranden von 
log a wird daraufhin für u — — 1 

gleich + ^ ^ (w + ^ (w “f“ im oberen Blatte, 
gleich — 4' + ^) — 0 im unteren Blatte. 

Im unteren Blatte hebt also das Verschwinden des Zählers das gleich- 
zeitige Verschwinden des Nenners auf, so dafs hier log cc endlich bleibt. 
Im oberen Blatte dagegen wird, wenn wir aufser in dem Faktor (u 4* 1) 
flberäll w — 1 setzen, näherungsweise: 

log a = J = log (1 -f m). 

Im oberen Blatte besitzt also log« einen logarithmischen ünendlich- 
keitspunkt. 

Da nach einem allgemeinen Gesetz bei den Integralen algebraischer 
Punktionen logarithmisehe Unstetigkeiten immer paarweise auftreten 
müssen, so werden wir noch nach einer zweiten ünendlichkeitsstelie 
von log« suchen. Diese liegt bei = oo. Machen wir nämlich, wie 
dies bei der Untersuchung des Unendlichfemen üblich ist, die Sub- 
stitution ^ ~ 80 ergiebt sich für v — 0 näherungsweise: 



Die zweite logarithmisehe Unendlichkeitsstelle von log a liegt also 
im Unendlichen. An den übrigen Verzweigimgspunkten bleibt dagegen 
log a wieder endlich. 

Diesdben Überlegungen zeigen, dafs auch die Gröfsen log log y , 
log d nur je zwei logarithmisehe ünendlichkeitssteilen besitzen, die eine 



im Unendlichen, die zweite bei = 4: 1 im oberen oder unteren Blatte. 
Wie sich die Unendlichkeitssteilen auf die vier Punkte u — 4; 1 ver- 
teilen, steilen wir durch das Schema der Figur 61a dar, welches 


§ 2. YerbAlten der elliptischen Integrede auf der Riemannschen Fläche. 403 

wiederum einen Ausscknitt aus unserer ßiemannschen Hache darsiellt 
und welches auf Grund der oben gemachten Festsetzung N>n>0 
entworfen ist. Bei einer anderen Annahme über Vorzeichen und Grofsen- 
verhältnis von N und n vertauschen sich unsere vier Unendlichkeits- 
stellen in leicht angebbarer Weise. So entspricht z. B. das Schema 6 
der Annahme 0 > Ar> w. 

Somit haben wir bewiesen: 

Die Logarithmen unserer Parameter a, y, 6 sind elliptische In- 
tegrale, welche nur an mei Stellen der Ekmannschen Fläche logarilhmisch 
unendlich werden, nämlich heg. in einem der vier Punkte «,= -4-1^ 
sowie im Punkte oo; diese Logarithmen sind also diräd eUiptißdw Inte- 
grale dritter Gattung. 

Damit sind aber die eigentümlichen Vorzüge unserer Parameter 
noch nicht erschöpft. Wir richteten bereits bei dem Integrale ^ unsere 
Aufinerksamkeit auf den Multiplikator^ mit welchem der unendlich 
werdende logarithmische Term behaftet ist. Von diesem hangt der 
Zuwachs ab^ um den sieb das Integral bei einem Umlauf um die frag- 
liche UnendliehkeitssteUe additiv vermehrt. Unter den Integralen dritter 
Gattung besitzen nun diejenigen einen besonders einfechen funktionen- 
theoretischen Charakter^ bei welchen dieser Zuwachs^ in sogleich noch 
näher zu definierender Weise berechnet, gleich +2%i wird. Es ist 
daher berechtigt^ solche Integrale durch den besonderen Kamen ITormal- 
irdegrale dritter Gattung auszuzeichnen.*) Dabei bemerken wir^ dafs 
Legendre die Normierung -seiner Integrale dritter Gattung von einem 
anderen^ mehr formalen Gesichtspunkte aus getroffen hat^ dais also 
die pag. 267 erwähnten Legendreschen Normalintegrale keine Normal- 
integrale in unserem jetzigen Sinne sind. 

Um die Definition der Normalintegrale dritter Gattung präciser 
angeben zu können, müssen wir zunächst erklären, was wir unter einem 
„ positiven und was wir unter einem „geschlossenen" Umlauf um 
einen Punkt unserer Riemannschen Fläche verstehen wollen. 

Wir setzen, je nachdem es sich um einen im Endlichen gelegenen 
Punkt u — a oder um den unendlich fernen Punkt u—oo handelt, 

entweder u — a = oder ^ und v ~ Darauf lassen 

wir bei festgehaltenem genügend kleinem q den Winkel (p in beiden 
Fällen von Null aus nach der positiven Seite hin wachsen. Dadurch 
ergiebt sich in der w -Ebene und auf der Riemannschen Fläche ein 

*) Die Wiebtig^eit dieser Normierung wird von Jacobi gerade an dem Bei- 
spiel des Exeisels aussmandergesetat. Ygl. seine Ausföliriingen über den Divisor 
des Integrals dritter Gattung. Ges, W. B. II pag. 4T7 n. f. 
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Weg, von welchem wir sagen, dafs er um den Punkt a bez, 
u — oo im positiven Sinne hemmläuft. Diesen positiven Umlauf .setzen 
wir, je nachdem es sieh um einen gewöhnlichen Punkt der Riemann- 
schen Fläche oder um einen Verzweigungspunkt handelt, solange fort, 
bis der eben definierte Winkel q> den Wert oder 4:7t erreicht hat. 
In der t^-Ebene umkreisen wir dann im ersten Palle den betreffenden 
Punkt einmal, im zweiten Falle zweimal. Auf der Riemannschen Fläche 
laufen wir aber in beiden Fällen nur einmal um den Punkt herum, 
da bei einem Verzweigungspunkte erst zwei Umgänge in der w-Ebene 
zu dem Ausgangspunkte auf der Riemamischen Fläche zmrückführen. 
In beiden Fällen sprechen wir daher von einem einmaligen, auf der 
Riemannschen Fläche geschlossenen: Umlaufe, 

Die genaue Definition der Normalintegrale dritter Gattung soll 
nun folgendennafsen lauten: 

Unter einem Normdlintegrale dritter Gattung verstehen wir ein solches 
Integral mit mei logaritJimisehen Unendlichlceitsstellen, welches hei einem 
auf der Riemannschen Fläche geschlossenen, einmaligen positiven Umlauf 
um eine der UnendlicMeitsstellen den Zuwachs 2zi erfährt; hei einem 
entspreche'iulen Umlauf um die andere UnendlicMeiisstelle nimmt dasselbe 
dann einem allgemeinen Gesetz zufolge den Zuwachs — 27ti auf 

Wir zeigen nun sofort, dafs unsere Integrale log <3;, log ß, log y, 
log 8 in diesem Sinne Normalintegrale sind. Betrachten wir z. B. log a. 

Zur Untersuchung der Unendlichkeitssteile u ~ — 1 von log a 
setzen wir nach der soeben gegebenen Vorschrift 4- 1 ~ ^6*^ und 
lassen bei genügend kleinen Werten von q den Winkel (p von 0 
bis 2% wachsen. Da sich nach Obigem log« in der Nähe der Stelle 
— 1 wie log {u -f- 1) verhält, haben wir 

log a = log (u + 1) + ” * * = l^g e» -f* + • • • 

Wir sehen hieraus, dafs sich log a bei einer positiven geschlossenen 
Umkreisung der Stelle w — — 1 um 2%% vermehrt. Handelt es sich 
andrerseits um u — 00, so setzen wir v — und lassen g) 

abermals bei genügend kleinem g und zwar jetzt von 0 bis 4 a: variieren. 
Da log cc im Unendlichen in — log j/tT übergeht, so wird 

log ß = — logV® + — log ^ -I — 

Wie man sieht, vermehrt sich log a bei der soeben definierten positiven 
geschlossenen Umkreisung der Stelle u — 00 gerade um — 27 ti. 

In derselben Weise überzeugen wir uns, dafs auch log j3, log 
log 8 heim Umgänge um ihre Unendlichkeitsstellen den Zuwachs + 2jri 
erfahren. 
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Wir können somit den bemerkenswerten Sata; aussprechen: 

Die Logarithmen uhiserer Parameter sind nkM nwr Ifdegnüe dritter 
Gattung schlechtweg ^ sondern sie sind sogar Normaliniegrale. 

Dieser Umstand wird von augenfälliger Wichtigkeit, wenn wir 
von den Logarithmen zu den Werten unserer Parameter selbst übergehen. 
Die letzteren GrÖfsen bleiben nämlich ersichtlich vollsiandig ungeändert 
bei einem Umgänge um die Unendlichkeitestellen ihrer Logarithmen. 
Z. B. verhält sich a in der Nähe der Stelle ti= — 1 direkt wie 

G(u + iy 

Wäre dagegen der Zuwachs bei einem Umlauf um die Stelle u — — 1 
nicht gleich 2jri, sondern etwa gleich 2nil und dementsprechend der 
Multiplikator des Unendlichwerdens nicht gleich 1, sondern gleich X, 
so würde sich a verhalten wie 

c(« + iy, 

im Allgemeinen also, wenn X nicht gerade ganzzahlig ist, diese Stelle 
zum Verzweigungspunkte haben. Wir können daher sagen: 

Danh der Normaleigensckaft unserer Integrcde dritter Gattung ver- 
halten sich unsere Parameter auf der Biemannschen Fläche durclvgängig 
unverzweigt 

Damit ist nicht gesagt, dafs diese Parameter auch eindeutig auf 
der Riemannschen Fläche wären. Vielmehr werden sich ihre Loga^ 
rithmen, entsprechend ihrer Dar.stellung als Integrale dritter Gattung, 
bei Umlaufung eines Paares von Verzweigongspunkten um gewisse 
charakteristische Zuwächse, „die Perioden des Integrals dritter Gattung'^, 
additiv vermehren, gerade so wie wir es für das Integral erster Gattung 
in Figur 60 geschildert haben. Die Werte der Parameter setbst teeräen 
sich daher lei einem Umlauf um die Verziveigmig^nhie je mit gewissen 
charakteristischen Faktoren multiplizieren. Auf die Berechnung jener 
Zuwächse bez. dieser Faktoren von der Integraldarstellung aus brauchen 
wir hier nicht einzugehen, weil wir im vierten Paragraphen eine ex- 
plicite Darstellung der a, ß, d geben w^erden, durch welche die 
genannte Berechnung von selbst erledigt wii'd. 

Jedenfalls erhellt aus alle diesen Bemerkimgen, dafs unsere Para- 
meter a, y, ä im Hinblick auf funktioneatheoretische Einfachheit 
den Eulersehen Winkeln überlegen sind. Es wird sich geradezu zeigen: 
Die Uj ßy y, d stelien die einfachsten a/nalytisclum Bausteine dar, aus 
denen sich die allgemeinen Formeln der Kreisetheuegu'ng zusammensetsen 
lassen. 
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§ 3. Die Abbildung der Biemannsc^en Fläolxe {u, yW) in der 

^-Ebene. 

In diesem Paragraphen haben wir die Umkehrung des elliptischen 
Integrals erster Gattung zu leisten. Während wir bisher t als Funktion 
seiner oberen Grenze u oder besser noch als Funktion des Ortes 
{u^ ycT) auf der Riemannschen Fläche aufgefafst haben, woUen wir 
später die Wertepaare {u, YW) als Funktionen von t ansehen. ffierzu 
ist es eine Vorstufe, dafs wir zunächst (uy YU) und die zugehörigen 
Werte von t als gleichberechtigte Variable behandeln. Wir repräsentieren 
daher t — \ -j- ifg seinerseits in einer komplexen Ebene, der t-Ebeney 
indem wir uns als Abscisse, als Ordinate auftragen, und fragen, 
welchen Weg bez. welches Gebiet t in seiner Ebene beschreibt, während 
die Variable u einen beliebigen Weg oder ein beliebiges Gebiet der 
Riemannschen Fläche bestreicht. Diese Frage bezeichnet man funktionen- 
theoretisch als die Frage nach der Ähhildtmg der Biema/nnschen Fläche 
{uy auf die t-Ebene. 

Als untere Grenze des Integrals nehmen wir wie früher den Ver- 
zweigimgspunkt e an, betrachten also 


u 



Wir beginnen mit der Berandung der positiven oberen Halbebene 
unserer Riemannschen Fläche. Welchen Weg beschreibt t, während wir 
u die reelle Aste in der positiven oberen Halbebene von linlcs nach rechts 
durchlaufen lassen'} 

Bei der Beantvvoiiung dieser Frage haben wir uns wesentlich auf 
Figur 59 zu stützen, wo wir nach Realität und Vorzeichen die für die 
einzelnen Teilintervalle der reellen Axe gültigen Werte von yU ein- 
getragen haben. Hiernach sind die zugehörigen Inkremente von ty 


d. h. die Grofsen dt — 


du 


welche dem positiven Zuwachse du von u 


entsprechen, nach Realität und Vorzeichen gegeben. Wir stellen sie 
in der folgenden Tabelle zusammen: 


Bewegt sich u: 
von e bis e' , 

von e' bis e"' , 

von e" bis oo , 

von — oo bis e , 


so ist das Inkrement dt: 
positiv reell, 
positiv imaginär, 
negativ reeU, 
negativ imaginär. 



§ 3. Abbildung der Riemannscheii Mftdbe auf die i-Ebene. 


40T 


In unserem Ausgangspunkte e, der unteren Grenze des Integrals, 
ist natürlich t gleich Null Der Weg, den t beschreibt, sekrf; im 
Nullpunkte der ^-Ebene ein. Schreitet u von e bis e' fort, so wmdert 
der zugehörige Punkt t nach vorstehender Tabelle längs der positiven 
reellen Axe. Wenn u den Wert e\ erreicht, bi^ der Weg recht- 
winklig um und verläuft zunächst parallel der positiv imaginlo^n 
^-Axe. 


Sind wir auf dfr Riemannschen P^he bis e" gekommen, so 
macht der Weg von t abermals einen rechtwinkligen Knick; er führt 
von da ab wieder parallel der reellen Axe aber im n^ativen Sinne. 
Lassen wir u ins Poaitiv-Unendlicbe übergehen nnd aus dem Negativ- 
Unendlichen der reellen Axe zurückkehren, so haben wir in der ^-Ebene 
eine abermalige rechtwinklige Umbiegung; die Bewegung des repräsen- 
tierenden Punktes, welche vorher im Sinne der negativen reellen Axe 
stattfand, verläuft weiterhin im Sinne der negativ -imaginären Axe. 
Im Ganzen beschreibt t also einen recktmtikligen 2kAg gerader Linien^ 
während n die reelle Axe durchläuft. 

Wir finden leicht, dafs dieser Linienzug sich sehliefsen mufs, und 
berechnen überdies die Länge seiner Kanten, wenn wir die in Fig. 60 
angegebenen Werte der vollen Periodenumläufe berücksichtigen. Ziehen 
wir nämlich die dort gezeich- 
neten Integrationswege auf die 
betreffenden Stücke der reellen 
Axe zusammen, so zerlegt sich 
der volle Umlauf in zwei kon- 
gruente geradlinige Hälften, deren 
jede als Integralwert von t die 
Hälfte der ganzen Perioden 2ci 
bez. 2im' liefert. Hieraus folgt: 

Der rechteckige Linienzug in der ^ 

t- Ebene ist die Contour eines gewöhnlichen Bechtecks (vgl. Fig. 62) ; die 
Länge der horizmialen Bechtedcseiten beträgt ©, die der f^ertihalen 
Die Ecken des Bechtecks sind, in der Beihenfolge^ wie sie den Fer- 
zweigungspunktm 

e\ oo 



mts^eehmf gegeben durch die Werte 

t — Of <ö, 0? -f- io", io". 


Wir treten nun mit der Variabeien u in das Innere der positiven 
oberen Halbebeae eia und überzeugen uns, dais dann auch die Variable t 
in das Innere unseres Rechtecks übergeht. 
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Da wir näinlich, wenn wir die reelle u-Axe yon — ob bis + 00 
duxchlaufen, jene Halbebene zur Linken haben, mnfs sich auch in der 
Ebene einem allgemeinen funktionentheoretischen Prinzip zufolge das 
entsprechende Gebiet an den in der Richtung i(X)\ 0, o, ... durch- 
laufenen rechteckigen Rahmen nach links hin ansetzen. Ferner haben 
wir uns Idar zu machen, dafs das Abbild in der Ebene an keiner 
Stelle Lücken, Verzweigungspunkte oder Faltungen besitzt. Wir können 
uns zu dem Zwecke aus der Integralformel Reihtnentwickelungen her- 
steilen, welche den Wert yon t als konyergeute. Potenzreihe aus dem 
Werte yon u und umgekehid; diesen aus jenem zu berechnen gestatten. 
Führt man diese Andeutungen näher aus, so erkennt man, dafs den 
Punkten der positiven oberen Halbebene nur Punkte im Innern unseres 
Rechtecks entsprechen können und dafs diese Punkte den Raum zwischen 
unserem rechteckigen Rahmen lückenlos und einfach überdecken müssen. 
Wir werden also sagen können: 

Die Fläche unseres Bechtecks stellt die Abbildung vor^ welche die 
Gröfse t von der positiven oberen Halhebem der Riemannschen Fläche 
entwirft 

üm den Abbildungsprozess möglichst konkret zu fassen, können 
wir uns etwa die betrachtete Halbebene mit einer elastischen Membran 
bespannt denken, welche an der reellen Axe befestigt ist. Die Stücke 
der reellen Axe zwischen den Yerzweigungspunkten stellen wir uns 
hier miteinander gelenkig verbunden vor. Wir drehen nun diese Stücke 
gegeneinander und deformieren sie solange, bis sie in den rechteckigen 
Rahmen der f-Ebene übergegangen sind. Gleichzeitig ist dann die 
ursprüngliche Membran unter Aufrechterhaltung der Stetigkeit in eine 
das Rechteck überspannende Membran deformiert. Die eine Membran 
stellt sich so als eine Verzerrnng der anderen dar. l^atürlich giebt 
dieses Verfahren zunächst nur eine sehr ungefähre qualitative Vorstellung 
von dem mathematischen Zusammenhänge zwischen den Variabela t und u. 
Wir können aber unsere Abbildung auch quantitativ richtig wieder- 
gehen, wenn wir den in unserer Membran wirksamen elastischen Kräften 
die Eigentümlichkeit zuschreihen, nur solche Verzerrungen zuzulassen, 
hei welchen die Ähnlichkeit in den kleinsten Teüen gewahii; wird, wo 
also irgend zwei von einem Punkte ausgehende Kurven nach der De- 
formation denselben Winkel einschliefsen, wie vor derselben. Durch 
diese Bestimmung ist die Art der Verzerrung, wie man nachweisen 
kann, vollständig festgelegt, wenn wir nur noch die weitere Bedingung 
hinzufügen, dafs etwa den drei Punkten e, e\ e" der Halbebene die 
drei aufeinanderfolgenden Ecken unserer Rechtecksbegrenzung 0, o, 
+ entsprechen sollen. Bekanntlich nennt man eine solche, in 
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den kleinsten' Teilen ähnliche Abbildung zweier Gebiete eine Jcof^omie 
oder winkeWem Abbildung, 

Ohne irgend welche Formel lalst sich also der analytische Zu- 
sammenhang zwischen den Variabehi t und u rein geometrisch folgender- 
inafsen beschreiben: 

Es entsprechen sieh je 0wei soldie Vcmabelnwerte t und u, deren 
repräsentiermde Funkte lei der hmformen Abbildung der SaJbebene auf 
die Fläche des Bechtecks (unter Zuordnung der Yersicmgungspunkte m 
den Eck&>i des Bechtecks) in eina^ider übergehen, — 

Ein sehr schöner Apparat, welcher die Konformität der Abbil- 
dung selbstthätig bewirkt^ ist von Herrn S. Finsterwalder*) kon- 
struiert worden, Herr Pinsterwalder stellt aus biegsamen Drahten ein 
Netzwerk her, indem er je drei Drahte durch eine mit drei Bohrungen 
versehene Hülse zusammenfafst, wobei es für die Herstellung am be- 
quemsten ist, die Bohrungen unter überall gleichem Winkel gegen 
einander anzubringen. Die Hülsenmittelpunkte bilden dartTi in ihrer 
ursprünglichen Lage die Ecken einer regelmäfsigen Seehsecksteilung 
der Ebene. Da die Drahte in ihren Führungen frei auf- imd abgleiten 
können und überdies gebogen werden können, so besitzt unser Apparat 
noch einen hohen Grad von Beweglichkeit. Die Anzahl der Freiheits- 
grade wird sogar unendlich grofs, wenn wir uns, wie es der in Rede 
stehenden Anwendung auf die konforme Abbildung wegen eigentlich 
geschehen müfste, sämtliche Dimensionen des Netzwerks unendlich Hein 
und die Hülsen unendlich zahlreich und unendlich dicht nebeneinander 
liegend denken. 

Man überzeugt sich nun durch das Experiment ohne Weiteres, dafs 
es möglich ist, der Berandung des Netzwerks jede beliebige Gestalt zu 
geben, d. h. das vom Netzwerk ursprünglich eingenommene Gebiet auf 
jedes andere Gebiet abzubilden, wobei noch drei Randpunkte des einen 
Gebiets dreien des anderen wiilkürlieh zugewiesen werden können. Dafs 
diese Abbildung eine winkeltreue ist, folgt für die Winkel, -unter denen 
die Drähte zusammenstofsen, unmittelbar aus der Starrheit der Hülsen; 
wenn aber bei einer stetigen (oder, genauer gesagt, durch analytische 
Punktionen vermittelten) Abbildimg drei Winkel in jedem Punkte un- 
geändert bleiben, so gilt dasselbe nach allgemeinen Prinzipien für alle 
Winkel. 

Durch den Finsterwalderschen Apparat wären wir also in der Lage, 
die durch unser elliptisches Integral vermittelte Abbildung rein experi- 
mentell zu realisieren. — 

*) Vgl. Jakresbericht der deutschen Mathematiker -Vereioignsg, Bd, 6 , 1807 . 
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Dieselbe Betrachtung wie für die positive obere werden wir des 
Weiteren für die negative obere, die positive untere Halbebene u. s. w, 
durchführen können. Auch diese Halhehenen bilden sich in der t- Ebene 
in BechtecJce von der soeben geschilderim Gestalt ab. 

Die Lage dieser Rechtecke gegen das Abbild der positiven oberen 
Halbebene hangt von dem Integrationswege ab, insbesondere davon, in 
welchem Intervalle wir die reelle Axe überschreiten, um von der positiven 
oberen in die nunmehr abzubildenden Halbebenen zu gelangen. Die 
positive obere Halbebene hängt beispielsweise mit der negativen oberen 
längs der Strecke — oo e zusammen. Überschreiten wir also, von e be- 
ginnend, bei der Integration diese Strecke, so kommen wir zu Werten 
von tf welche der negativen oberen Halbehene entsprechen. In der 
f-Ebene füllen diese Punkte ein Rechteck aus, welches sich an die 
Seite ^«=0 bis t^ico' des ursprünglichen Rechtecks nach links hin 
anlegt. Treten wir andrerseits, durch die Verzweigungslinie ee' hin- 
durch, in das negative untere Blatt ein, so gelangt der repräsentierende 
Punkt der ^Ebene in das Innere eines Rechtecks, welches eine Ab- 
bildung der negativen unteren Halbebene vorstellt. Dieses Rechteck 
legt sich an das Abbild der Linie ee', d. h. an die Rechtecksseite t = 0 
bis if = (0 nach unten hin an. Gehen wir sodann auf der Riemannschen 
Fläche von der negativen unteren in die positive untere Halbebene, 
indem wir wieder die Linie — oo bis e überschreiten, so entspricht 
dem in der i^-Ebene der Übergang zu einem neuen Rechteck, welches 
mit dem Abhilde der negativen unteren Halbebene die Seite von — ia)' 
bis 0 gemeinsam hat. Im Ganzen haben wir so eine Abbildung unserer 
vier Halbebenen, d. h. eine Abbildung der ganzen Riemannschen Fläche 
gewonnen. Biese besteht am einem grofsen RechtecJc^ welches den Null 

punkt der t- Ebene zum Mittdpunkte 
hat und welches sich aus unseren 
vier kleinen Rechtecken zusammen- 
setzt Wir schraffieren von den 
letzteren diejenigen beiden, welche 
den schraffierten positiven Halb- 
ebenen entsprechen und bekommen 
das folgende Gesamtbild der Rie- 
mannschen Fläche (vgl. Pig. 63), 
durch welches diese in höchst über- 
sichtlicher Weise auseinandergdegt 
erscheint. Ein soldies Rechteck, welches die Perioden des elliptischen 
Integrals zu Seiten hat, bezeichnen wir als ein „Periodenrechteck 

Einige Erläuterungen sind nur noch bezüglich der Bandpiinkte 
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unseres Periodenreclitecks erforderlicli. Diese entsprechen, wie ynan 
gesehen hat, den Punkten der beiden Strecken e' e" und e" oo in den 
vier Halbebenen. In diesen Strecken ist ersichtlich die Kontinuität 
unserer Abbildung unterbrochen. Während z. B. auf der geschlossenen 
Riemannschen Fläche, wie sie nach richtiger Znsammenfügung der 
Ränder unserer Verzweigungslinien vorliegt, die Strecke e e' des posi* 
tiven oberen mit der Strecke e' e"' des negativen oberen Blattes direkt 
zusam m enfällt, sind die Bilder dieser Strecken in der -Ebene auf den 
gegenüberliegenden vertikalen Seiten des Periodenrechtecks gelegen; 
entsprechend liegen die Bilder der auf der Riemannschen Fläche 2 ai- 
sammenfallenden Strecken in der ^-Ebene^auf den gegenüber- 

liegenden horizontalen Rechtecksseiten. Wir müJ&ten uns, um eine 
durchaus stetige und durchaus eindeutige Abbildung der Riemannschen 
Fläche zu haben, die gegenüberliegenden Ränder des Rechtecks in der 
Weise zugeordnet voratellen, dafs je zwei gegenüberliegende Randpunkte 
auch im Bilde als identisch gelten können. Indessen brauchen wir 
hiemuf nicht näher einzugehen, da der beregte Mifsstand, die Diskon- 
tinuität der Abbildung, im Folgenden von selbst in Fortfall kommt, 
wenn wir unsere Figur weiter vervollständigen. 

In der ^hat ist unsere Abbildungsfigur noch nicht fertig. Wir 
sind vorher von der positiven oberen zur negativen oberen Bhilbebene 
durch die Strecke — oo e hindurch gegangen. Ebenso gut können wir 
aber auch durch e e' dahin gelangen. Thun wir das Letztere, so er- 
halten wir als Bild der negativen oberen Halbebene ein Rechteck, welches 
sich an das Abbild der Strecke e'e", d. h. an die Seite m bis o-f-im' 
unseres zuerst gezeichneten Rechtecks anlegt. Überhaupt giebt es von 
jeder positiven Halbebene zu den beiden negativen und von jeder ne- 
gativen zu den beiden positiven auf der Riemannschen Fläche je zwei 
verschiedene Zugänge. Dementsprechend müssen wir die Figur so ver- 
vollständigen, dafs sich an jede freie Rechteckseite ein weiteres Recht- 
eck anlegt, wobei jedes schraffierte Rechteck von vier nichtschraffierten, 
jedes nichtschraffierte von vier schraffierten umgeben wird. Als ver- 
vollständigte Abbildungsfigur bekommen wir daher ein scliachbreUartiges 
Muster j wie es durch die Figur 64 dargestellt wird. Der einzelne 
Horizontalstreifen enthält dabei entweder nur Bilder der Halbebeneii 
des oberen oder des unteren Blattes. Ein System von Periodenrecht- 
ecken ist durch etwas stärkeres Ausziehen der Begrenzungen aus dem 
System der Heineren Rechtecke herausgehohen. 

Diese Rechtecksteilung zusammen mit der Vorstellung der Riemann- 
schen Fläche giebt den einfachsten und voilständigsten Begriff von der 
analytischen Beziehung zwischen den Größen t und Uy bez. y^. 
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Betrachten wir zunächst t als Funktion von w, indem wir uns die 
obere Grenze u als einen bestimmten Punkt der Eiemannsehen Fläche 
gegeben denken, d. h. indem wir uns aufser dem Werte von u auch 
hoch das Yorzeichen von YÜ in bestimmter Weise gewählt denken. 
(Die untere Grenze soll wie .früher in dem Verzweigungspunkte e 
liegen.) Wir sahen bereits pag. 400, dafs der Wert von t durch 


i 




, Angabe der oberen Grenze 
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■ 

0. 


nicht vollständig bestimmt 
ist. Je nach der Gestalt 
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ji. 
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hält man unendlich viele 
Werte von t, welche sich 
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um Vielfache der Perioden 
2 ca und 2 im' imterschei- 
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kommt in unserer Recht- 
ecksteilung besonders deut- 

0. 
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lich zum Ausdrucke. Da 
nämlich jede Halbebene der 
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in imendlich viele Recht- 
ecke der Ebene abbildet, 


IFig 

. 64 . 


” giebt es zu jedem Punkte 
der Fläche unendlich viele 


zugehörige Punkte der ^-Ebene und zwar befindet sich in jedem Perioden- 
rechteeke ein solcher Punkt. Verschieben wir unsere ganze Figur parallel 
mit sieh um 2(» in Richtung der reellen oder um 2 ca' in Richtung 
der imaginären Äxe> so kommt sie allemal mit sich zur Deckung; 
dabei geht jedes Rechteck in ein ebenso bezeichnetes Rechteck, jeder 
Punkt in einen Punkt über, dem auf der Riemannschen Fläche immer 
-dieselbe Stelle entspricht. Wir wollen alle diese Punkte als äquivalente 
^Punkte bezeichnen. Ist also t irgend ein Punkt der Ebene, welcher 
der ^^ebenen Stelle Uj yW der Riemannschen Fläche entspricht, so 
Iw^den die äquivalenten Punkte dargestellt durch 

t + 2mco -f- 

.wg wt und m' irgend welche positiven oder negativen ganzen Zahlen 
bedeuten. Alle diese Werte von t gehören zu derselben oberen Grenze 
des Integrals. In analytischer Hinsicht ziehen wir hieraus 
^namentlich den Schlufs^ 

I Ms FmMion der oberen^ Grenze aufgefafst, ist t eine unendlkh viel- 
Zdeutige FmMion, 
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Jetzt geben wir uns umgekelirt den Wert von t und fragen nacb 
zugebörigen Werten von u. Jedem Punkt der ^-Ebenc entspricht auf 
der Riemannschen Flache und um so mehr in der ti- Ebene ein und 
nur ein ganz bestimmter Punkt. Daraus folgt sofort: 

Als Funktion von t aufgefafst, ist u eine eindeutige Finktion. 

Nun ist es analytisch sicher vorteilhafter, mit eindeutigen me mit 
vieldeutigen Funktionen zu operieren. Gleichzeitig bemerkten wir zu 
Anfang dos vorigen Paragraphen, daXs es vom Standpunkte der Mechanik 
wünschenswert ist, die Elemente der Bewegung direkt in ihrer Ab- 
hängigkeit von der Zeit darzustellen Beide Gründe veranlassen^ uns^ 
urvser elliptisches Integral „ummikehren'^y d. h. in Zukunß t als die urtab- 
hängige Variable ansuselien und die Grofse u cds Funktion vofi f dar^usteüen. 

Über die Eigenschaften der Funktion u von t (wir schreiben kurz 
u == u (t)) können wir sogleich noch eine nähere Bestimmung hinzu- 
filgen. Wenn wir nämlich den Wert des Argumentes um Vielfache 
der beiden Perioden 2 ö 3 und 2 im' vermehren, so kommen wir, wie 
bemerkt, in der ^-Ebene zu Punkten, welche derselben Stelle der 
Riemannscben Fläche entsprechen, u bleibt also ungeändert bei Ver- 
mehrung des Ai'guments um eine der beiden Perioden. Wir sagen: 
u ist eine doppeltperiodisehe Funktion vmi tj oder u ist eine elliptische 
Funktion. 

Eigentlich müfsten wir auch ausdrücklich beweisen: u ist eine 
analytische Funktion , eine Funktion des komplexem Atgume^vtes t. In- 
dessen wollen wir uns in dieser Hinsicht auf den Satz der ailgemeinen 
Funktionentheorie berufen, dals durch Umkehrung einer analytischen 
Punktion immer wieder eine analytische Funktion entsteht. Da nun 
t seiner IntegraldarsteUung nach sicher eine Punktion des komplexen 
Argumentes u ist, so schliefsen wir, dals auch die Funktion u (t) eine 
analytische Funktion werden mufs. 

Auf die wirkliche Berechnung der Funktion u{f) brauchen wir im 
Einzelnen nicht einzugehen, weil wir im Folgenden diese Funktion 
doch wieder verlassen und noch einfachere Funktionen (die sogenannten 
^-Funktionen) kennen lernen werden, ans denen sieh unter Anderem 
auch die doppeltperiodische Funktion u in bequemster Weise zusammen- 
setzen läfst. 

Wir wollen nun zeigen, dafs die Einführung des überall endlichen 
Integrales t als unabhängiger Variabler noch für eine grofse Klasse 
weiterer Punktionen von wesentlichem Vorteil wird. Wir werdm näm- 
lich sehen, dafs mhlrdche Funktionen, welche in ihrer Ähhä^igigkeit von 
u mehrdeutig sind, durch Einführung von t eifideutig gevfiacht oder, wie 
wir kurz sagen wollen, „uniformisiert“ werden. 
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Es sind dieses in erster Linie, die mf der BiemanmcJien Fläche 
eindeutigem Funhtionen, insbesondere also die rationalen Funktionen von 
ti und yW: In der That zeigt unsere Recbtecksteilung nicht nur, dafs 
Jedem Punkte der f »Ebene ein und nur ein Punkt der w- Ebene ent- 
spricht, sondern auch eine und nur eine Stelle der Riemannschen Fläche. 
Der Ort auf der Riemannschen Fläche und die sämtlichen auf ihr ein- 
deutigen Funktionen hängen also von dem Orte in der jt- Ebene, d. h. 
von dem Werte des überall endlichen Integrals in eindeutiger Weise ab. 

Als einfachstes Beispiel betrachten wir etwa die in der ti-Ebene 
zweiwertige, auf der Riemannschen Fläche aber eindeutige Funktion YU 
Dafs diese auch in der if-Ebene eindeutig ist, läfst sich sofort veri- 
fizieren. Da nämlich 



so folgt 

dujrcli EinfüJinmg der Variabein t wird also insbesondere die in u mei- 
wertige FmtkUm Yü uniformisieri. 

Die uniformisiererido Wirkung von t reicht aber noch viel weiter: 
Es WiTäen nickt mir die Osuf der Biemannschen Fläche eindeutigen Gröfsen 
eindmUge FunMionen von sondern auch alle axif der Fläche mehr- 
deuMgen Gröfsen ^ deren Mehrdeutigkeit von derselhm Beschaffenheit ist^ 
wie die Mehrdeutigheit des üheraM e^idlichen Integrales selbst^ d. h. welche 
hei allen denjenigen Umläufen ungeändert bleiben, die den Weri von t 
ungeändert lassen, (Insbesondere müssen die fraglichen Gröfsen natür- 
lich relativ zur Riemannschen Fläche unverzweigt sein.) 

Zum Beweise bedenke man, dafs jeder Umlauf auf der Riemann- 
schen Fläche^ bei dem sich der Wert der za uniformisierenden Funktion 
ändert, nach Voraussetzung auch den Wert der Variabein t abandert 
und daher in ein anderes Gebiet der ^-Ebene führt. Die verschiedenen 
Werte der fraglichen Funktion, welche eventuell zu demselben Punkte 
der Riemannschen Fläche gehören, kommen also in der c- Ebene an 
lauter verschiedene Stellen zu liegen. 

Auf unsere Parameter a, d findet dieses wichtige Prinzip 

unmittelbare Anwendung. Wir sahen ja pag. 405, dafe die ß, y, d 
auf der Riemannschen Fläche unverzweigt sind, und dafs sie nur bei 
denjenigen Umgängen (und zwar um gewisse charakteristische Faktoren) 
geändert werden, welche auch den Wert des überall endlichen Integrals 
(und zwar um die additiven Perioden 2sa, 2 iß?") abändern. 

Wir können also sagen: 
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Unsere auf der Riemanrtsdken Fläche unendlieh viddetMgmj (dber 
unvermeigten Parameter a, y, S werden in der t-Ebene eindeutig. 

Die so entstehenden eindeutigen und, wie wir hinzuftlgen können, 
analytischen Funktionen a{t)j ß(t)j y(£), §(i) sind wie gesagt nicht 
doppeltperiodiseh, da sie sieh beim Übergang von einem Periodenrechteck 
zu einem anderen je um einen konstanteu Faktor ändern; wir bezeichnen 
sie mit Hermite (s. u.) trotzdem gleichfalls als elliptische FunMionen 
und zwar genauer als elliptische FunMimen zweiter Art^ zum Unter- 
schied von den rein doppeltperiodischen Punktionen, die wir dlipüsdke 
Ftmlctionen .erster Art nennen. 

Des Weiteren fragen wir nach den Null- und UnendiichkaitssteHen 
unserer elliptischen Funktionen a(i)^ ßi^)) y(f)f S(ß) der ^-Ebeae, 
da sich auf die Lage dieser Steilen die spatere analytische DarsteEung 
unserer Parameter gründet. Die Null- und UnendliehkeitssteEen der 
Gröfsen c«, ß, y, d sind natürlich mit den logarithmischen Unendlich- 
keitsstellen von log ßj, log d, logy, log d identisch. Die YerteHiing 
der letzteren haben wir in Figur 61 übersichtlich dargesteEt, unter der 
Annahme 

N>n>0. 


Dieselbe Annahme soll auch für das Folgende zu Grunde gelegt werden. 

Insbesondere untersuchen wir etwa die Punktion a{t). Nach 
Figur 61 a wird log a unendlich grofs für u ~ — 1 und u=^ oc und 
zwar verhält sich log « nach pag, 402 


für u = —1 wie log {u + 1), für « = co wie log Yu. 

Gehen wir von dem Logarithmus zum Numerus über, so sehen wir: 
Der Parameter « verschwindet für u——l, er wird unendEch für 
u~oo^ 

In der Ebene entspricht dem Werte ti = oo nach Figur 62 der 
Punkt bez, einer der äquivalenten Punkte 


(I) 


t = ios' 4- 2mm 2m'im\ 


Ferner bildet sich die Stelle 1 des oberen Blattes, wie 

gleichfalls aus Figur 62 hervorgeht, in einen Punkt ab, weicher auf 
der imaginären Aze zwischen ^=*0 und t^im' liegt wir be- 
zeichnen den zugehörigen ^Wert mit ia — bez. in einen der äqui- 
valenten Punkte; alsdann bestimmt sich a durch das schon pag. 263 
angegebene Integral: 
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Die Gesamtheit der äquivalenten Stellen, d. h. aller deijenigen Punkte 
der ^ -Ebene, welche Büdpnnkte der Stelle u — — 1 iin oberen Blatte 
der Kiemannschen Fläche darstellen, ist daher gegeben durch 
(11) t — ia -j- 2m(o -j- 27n'ic/, 

Wir wissen bereits, dafs ß (]^) in den Punkten (I) unendlich grofs 
wird, in den Stellen (II) verschwindet. Wir wollen noch die Ordnung 
des Verschwindens und die Ordnung des Unendlichwerdens feststellen. 
Zu dem Zwecke erinnern wir daran, dafs sich log a bei einem auf der 
Riemannschen Flache geschlossenen einmaligen Umlauf um die Stellen 
w ~ 1 und u == oo um + ändert (vgl. pag. 404). Bei der 
konformen Abbildung auf die ^"-Ebene geht aber ein einmaliger ge- 
schlossener Umlauf auf der Riemannschen Fläche in einen ebensolchen 
Umlauf in der Ebene über, wie sich aus dem Begriffe der konformen 
Abbildung ergiebt. Die Null- und Unendliehkeitsstellen von a sind 
also so beschaffen, dafs log ß bei einer einmaligen Umlaufung der- 
selben den Zuwachs annimmt. Dies besagt aber gerade, dafs 

die Ordnung des Verschwindens und Unendlichwerdens gleich 1 ist. 
Mithin können wir sagen: 

Die FunJcte (I) sind einfache UnendlicMeitsstellen^ die Funkte (II) 
einfache Nullsielhn der Funktion a(t). Andere Niillr und Unendlichkeits- 
stellen hesitd a nickt 

In ähnlicher Weise ergeben sich die Null- und Unendlichkeits- 
steilen von /?, y und S in der ^-Ebene. Greifen wir z. B. y heraus. 
Auf der Riemannschen Fläche wird logy logarithmisch unendlich für 
oo und (vgl, Fig. 61) für ^ oberen Blatte. In der 

Ebene entspricht dem Unendlichen der Riemannschen Fläche die Stelle 
im' und die äquivalenten Stellen. Die Gesamtheit dieser Stellen 
wird wieder dargestellt durch 
(I) " t — im' -j- 2mm 2m'im\ 

Dem Punkte = -f- 1 des oberen Blattes gehört in der Ebene 
nach Fig. 62 ein Punkt auf der Rechtecksseite zwischen t — m und 
t = m im' zu. Der Abstand dieses Punktes von der Axe der reellen 
Zahlen heifse 6* man berechnet &, wie schon pag. 263 angegeben, in- 
dem man das überall endliche Integral im oberen Blatte von dem Ver- 
zweigungspunkte e' bis zum Punkte 1 etwa geradlinig erstreckt: 


1 



Der Wert von t in dem genannten Punkte wird alsdann Aufser 

diesem Punkte haben wir natürlich die sämtlichen äquivalenten Punkte 
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(11) = cö -f- + 2mc) 4“ 

zu berüeksiclitigen. Darauf seUiefeen wir ebenso wie oben, dafs die 
Stellen (I) einfache Unendlichheüsstd^ die Stellm (TI) einfadie Ntdl- 
stelkn wnd ma/r die einzigen NvU~ und Uneridliehkmtsskllen (fer FufdcHon 
y(t) sind. 

Die noch fehlenden Null- und ünendlichkeitsstellen Ton ß und d 
ergeben sich darauf aus der Bemerkung, dafs cc und d einerseits, ß und 
— y andrerseits konjugiert imaginäre Grofsen sind. Dies folgte fär 
reelle Werte von ^ aus der ursprünglichen Definition unserer Parameter 
(vgL pag. 21)5 es gilt aber auch für konjugiert komplexe Werte der Zeit, 
wie umnittelbar aus der Integraldarstellung der Logarithmen von ßj 
fj ö hervorgeht. Mithin werden auch die Nulistellen von ß und $ denen 
von «• und y konjugiert sein; wir erhalten diese aus den unter (II) 
angegebenen Werten, indem wir einfach 4 ^^7 4 “ 
vertauschen. Ferner werden die ünendlichkeitsstellen von ß und S mit 
denen von a und y direkt übereinstimmen, da die unter (I) angegebenen 
Punkte in ihrer Gesamtheit sich selbst konjugiert sind. Die voll- 
ständige Tabelle der Null- und Unendlichkeitsstellen unserer vier Para* 
meter sieht daher folgendennafsen aus: 

Nullstellen, ünendlichkeitsstellen. 


a 

ß 

r 

s 


4 i(^ 4 2^/0 4 

4 “ — i 1) 4 " ^ ^ 4 “ ica) 

— öj 4 4” 2m(D 4 

— iöt 4“ 2m(ö 4 


io' 4 2m(D 4 


Nunmehr sind wir in der Lage, die explicite Darstellung unserer 
Parameter als Punktionen der Zeit zu entwickeln. Diese gründen wir 
auf die Bogehannten '^-Punktionen, welche seit Jacobi in der Theorie 
der elliptischen Transcendenten eine ganz fundamentale Rolle spielen. 


§ 4 . Barsteilung der ß^ y, S durch. ^-Quotienten. 

Die Punktionen sind eindeutige Funktionen ihres Argumentes, 
weiches wir mit t bezeichnen, die iin Endlichen nirgends unendlich 
werden. Sie besitzen, ähnlich wie die ß^ y, d, ein System äqui- 
valenter Nulistellen, von dem auf jedes Periodenrechteck eine NuH- 
stelle entfällt; beim Übergänge von einem Periodenrechteek zu einem 
anderen multiplizieren sie sich je mit einem charakteristischen Faktor, 
weicher aber nicht, wie bei den y^ d, von t unabhängig ist. 

Eine weitere Eigenschaft der 'O'-Punktionen, weiche für unsere Zwecke 

Kleia-SojamörS'eid , iKreisölbewegung. 2. Änfi 27 
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besonders wertvoll ist, bestellt darin, dafs sie sich, aufserordentlich gut 
konvergenter und für die numerischie Rechnung geeigneter Reihendar- 
Stellungen erfreuen.*) 

In der Bezeichnung der -ö'- Funktionen herrscht bei den verschie- 
denen Autoren leider eine grofse Verschiedenheit. Wir werden uns 
hier an keine der übHchen Bezeichnungen genau halten, was insofern 
unbedenklich ist, als unsere Darstellung für sich genommen verständ- 
lich sein soll. 

Während Jacohi vier nicht wesentlich unterschiedene # -Funktionen 
neben einander betrachtet, werden wir mit einer solchen auskommen. 
Wir bezeichnen sie durch ^ Q) und richten die Definition so ein, dafs 
^ eine ungerade Funktion von t wird, dafs sie also im Nullpunkte der 
Ebene sowie in den sämtlichen äquivalenten Punkten und nur in diesen 
verschwindet. Formal sei unsere ^-Funktion durch die folgende Reihe 
gegeben: 

( 1 ) »(()_ 


2 


’n) e 




^ -f“ ts* 2 n — 1 


Mit Benutzung der Abkürzungen 


( 2 ) 



2 ü> 


können wir, was gelegentlich bequem sein wird, hierfür auch schreiben: 
(3) d'(t)^2 q'*‘ sin 5 ; — 2 sin 3s + 2 q sin 5 5 — ■ • • • . 

Die Jacobische Bezeichnung für unsere Funktion würde lauten: 

Die Eigenschaften der ^-Funktion, welche oben bereits allgemein 
aagedeutet wurden, lassen sieh nun für unsere spezielle Auswahl der- 
selben auf Grund der Gleichung (1) leicht verifi.ziereii. 

Zunächst sieht man, dafs unsere Funktion eindeutig und für alle 
endlichen Werte von t endlich ist. Die Reihe (1) konvergiert nämlich, 
wie man leicht nachweist, in der ganzen '^-Ebene. 


*) Statt der ü'-Fmiktios v^ird in der Litteratur jetzt mekt die von Weier- 
Strass eingefabrte «r- Punktion gebraucht, welche sich vos der -O’-Fiuikciosi nur 
um einen Sxponentialfaktor unterscheidet. Wir ziehen die •9’ -Funktion für unsere 
Zwecke vor, weil ihre Verwendung weniger Vorbereitungen erfordert und die 
spezifischen Vorzüge der (?- Funktion Mer doch nicht zur Geltung kommen. Über- 
dies ist die -Funktion für die numerische Berechnung, die wir stets im Äuge 
behebt«» müssen, hinterher doch uaeatbehrlich. 
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Wir bestimmeB sodann das Verhalten der ^-Funktion bei Ver- 
mehrung ihres Argnmentes nm PeriodenTielfache. ‘Offenbar ändert eine 
Hinziifügung der reelles Pericxde 2 (d in jedem einzelnen öliede der 
Reihe (3) mir das Vorzeichaa. Wir haben also 
(4) -j- 2o) == — 

Fügen wir die imaginäre Periode 2 io' hinzu, setzen also t-\-2ia)' 
statt tf so wird der Exponent des allgemeinen Gliedes in (1) 


t “1“ ® 2 ft •— 1. 


oa' /2ft — lY /o 1 \ ? 

<tt \ 2 / * 0» ^ 4a 2 


2 


X% ■ 


t ® 


set. 


Dieser Exponent hat also den von n unabhängigen Zuwachs 


ca 1 4- da , 

— Ä — art 

a> 6} 


bekommen und aufserdem hat sich der Stellenzeiger n um eine Einheit 
vermehrt. Durch letzteren Umstand wird aber der Wert der Rehe 
nicht geändert, da n von — c» bis -j- oo läuft. Wir finden daher 

w t3fi 

(5) d'(t + 2io') = — 

Die Funktionaleigenschaften (4) imd (5) können umgekehrt zu- 
sammen mit der Forderung, dafs -O* nirgends unendlich werden soU, 
dazu dienen, um die •9--Funktion bis auf einen konstanten Faktor zu 
definieren, was wir nur historisch anführen. 

Um von hieraus zu der in Aussicht gestellten Darstellung unserer 
Parameter zu gelangen, betrachten wir nun den Quotienten 

d'Q — i a) 

%‘{f — ta>') 


Derselbe wird null bez. unendlich groJfe an den Stellen t — ia 
bez. t = i(a' uad den äquivalenten Stellen, und zwar beides von der 
ersten Ordnong. • Dieser Ausdruck besitzt also dieselben Ifnll- und 
Unendlichkeitastellen wie unsere Funktion u (f) (vgl. den vorigen Para- 
graphen). Er unterscheidet sich von der letzteren demnach nur um 
einen Faktor, welcher für keinen endlichen Wert von t verschwindet 
oder unendlich grofs wird, dessen Logarithmus also für keinen end- 
lichen Wert von t unendlich grofs werden kann. Einem solchen Faktor 
können wir stets die Form geben 

wo (jr{^ eine Funktion ist, die im Endlichen nirgends unendlich wmd, eine 
sogenannte ganze transcendente Funktion. Wir haben also oie trleiehung 


( 6 ) 




»( { — ia) 
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In unserem Falle folgt nun aus den Eigensctaften des Pai-ameters 
cc (t) einerseits und der d'- Funktion andrerseits^ dafs sich die iranscenäente 
^ame Funktion auf eine lineare game Funktion reduzieren mufs. Mach den 
soeben bewiesenen Funktionalgleichungen der 'O’-Funktion multipliziert 
sich nämlich der -9’- Quotient auf der rechten Seite bei Vermehrung yon i 
um eine der beiden Perioden mit einem konstanten Faktor, nämlich mit 

1 

bei Hinzufdgung von 2 g), mit 

a — ä>' 


bei Hinzufügung von Ferner wissen wir (vgl. pag. 414), dafs 

auch bei Vermehrung von i um eine der beiden Perioden^ einen 
von t unabhängigen Faktor annimmt Die Faktoren der rechten und linken 
Seite in unserer Grleichung müssen übereinstimmen; wir haben daher, 
unter c und e zwei Konstanten verstanden, die sich aus den genannten 
Faktoren zusammensetzen, 

G(t -f- giös') — G(t) == 
woraus durch Difierentiation nach t folgt: 

G'(t+2B) ^G\t), 

G'(t+2im')^G'(t). 

Hiernach wäre G'(t) eine doppeltperiodische Funktion, welche im End- 
lichen nirgends unendlich wird. In der Funktionentheorie wird aber 
gezeigt, dafs eine solche Funktion notwendiger Weise eine Konstante 
ist. Wir haben also etwa 

G\t) = l 

und 

(7) 

wo Ic und l gewisse von t unabhängige GrÖfsen sind, welche wir so- 
gleich näher angeben werden. 

Die esplicite Form der Funktion a{ß) ist nun auf Grund der 
Gleichungen (6) und (7) bekannt. Fügen wir die analog gebauten und 
ebenso abzuleitenden Ausdrücke für y und d hinzu, so erhalten wir: 




( 8 ) 


7 
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§ 4. Darstellung der a, ß, y, d durcli d-- Quotient^. 


Wir sind damit zu dem Resultate gdangt: Ufisere JParumei^ 
y, d werden dargestellt je durch einen einfachen a-- Qmtientm, m *dem 
noch dm Exponentialgröfse und eim Konstante als Faktor himu^. 

Übrigens ist es. nur nötig, zwei dieser Ausdrücke, etwa a und ß 
zu berechnen, weil alsdann die beiden anderen Parameter als konjugiert 
imaginäre Gröfsen mitbestimmt sind. 

Man bemerke noch, dafs die hier eingeschlagene Methode recht 
eigentlich dem schönen Prinzips entspricht, welches Biemann in allen 
seinen Untersuchungen zur Geltung gebracht hat: Zuerst die Eigen» 
schaffeen der zu behandelnden Funktionen zu diskutieren und iles 
Pdrmelmäfsige bis zum Schlufs zuriiekzudrangen, wo es sich gleichsam 
von selbst aus den festgestellten Eigenschaften der Fxmktionen ergeben 
mufs. So haben wir in der That unsere analytische Darstellung (8) 
als eine notwendige Konsequenz der vorhei^ehenden Untersuchungen 
über die Eindeutigkeit unserer Funktionen, über die Lage ihrer Null- 
und Unendlichkeitssteilen gewonnen. 

Um die prinzipielle Bedeutung der Ausdrücke (8) ins rechte Licht 
zu setzen, schicken wir einige historische Bemerkungen hinsichtlich 
der elliptischen Funktionen voraus. 

Ursprünglich verstand man seit Jacobi unter einer eEiptischen 
Funktion ausschliefslich eine solche Funktion, welche bei Vermehrung 
des Argumentes um Periodenvielfache völlig imgeänderi bleibt. 

Man zeigt*), dafs eine so dehnierte elliptische Funktion in dem 
von den Perioden 2o und 2 iw' gebildeten Rechtecke (oder allgemeiner 
gesagt, Parallelogramme) jeden Wert, insbesondere die Werte Null und 
Unendlich die gleiche Anzahl von Malen annimmt. Diese Anzahl (i^) 
heifst der Grad der elliptischen Funktion. Ferner beweist man, dafs 
zwischen den Argumenten der in einem einzelnen Periodenreehteck 
gelegenen Nullstellen {aj) und denen der Unendlichkeiisstellen Q)j) die 
Relation besteht: 

Say — Ehr = 2 -f- ,, 


unter ft und fi' zwei ganze Zahlen verstanden. Es ist nun immer mög- 
lich, eine elliptische Funktion durch einen ^-Quotienten auszudrücken, 


in der Form: 


k^ij 

v=l, ..7J 


^ (t — 5t/) 


In der That besitzt dieser Ausdruck vermöge der oben angegebenen 
Funktionaleigenschaften der -d*- Funktion die geforderte Periodicität 


*) Dies^ allgememen Sätze smä woM zuerst von liouTÜle erkannt worden. 
Ygl. seine Note: Sur les fonetions elEptiques. LiouTÜles Journal, BAXX, 186^. 
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wenn man nocli die Gröfse l gleich ~~ wählt. Insbesondere bemerken 

wir noch, dafs ein reiner ^-Quotient :(/— 0) jedenfalls dann eine 
doppeltperiodische Funktion darstellt, wenn die Argumentensmnme des 
Zählers gleich der des Nenners ist. 

Später hat Hermite*) darauf mifmerksam gemacht, dafs man 
namentlich in den mechanischen Anwendungen auf allgemeinere 0’- Quo- 
tienten geführt wird, zwischen deren Null- und Unendlichkeitsstellen 
die soeben angegebene Relation nicht besteht, und dafs es der Mühe 
wert ist, diese Quotienten als selbständige Elemente in die Theorie 
einzuführen. Er belegt sie mit dem schon pag. 415 benutzten Namen 
der elliptischen FunUionen zweiter Art und imterscheidet die rein 
periodischen Piinktione 3 i von ihnen als elliptische FunUionen erster Art. 
Eine elliptische Funktion zweiter Art ändert sich, wenn man das 
Argument t um Perioden wachsen lafst, je um einen konstanten Faktor; 
sie verhält sich, wie wir sagen, multiplikativ. 

Die Anzahl der im Zähler (oder Nenner) stehenden -ö'-Funktionen 
giebt allemal den Grad der Punktion an. Dabei besteht folgender 
Unterschied zwischen den elliptischen Funktionen erster und zweiter 
Art: Es giebt keine elliptischen Funktionen erster Art ersten Grades; 
dagegen sirA elliptische Funktionen zweiter Art ersten Grades sehr wohl 
möglich 

Wäre nämlich bei einer elhptischen Funktion erster Art n == 1, 
so hätten wir im Periodenparalielogramm nur eine Nulistelie und, 
%egen der für die bv bestehenden Relation, eine mit jener zusammen- 
fallende Unendlichkeitsstelle. Man könnte dann die -O*' Funktion des 
Zählers gegen die des Neuners fortheben, sodafs sich die Funktion auf 
eine Konstante reduzieren müfste. 

Diese Bemerkung findet auf elliptische Funktionen zweiter Art 
keine Anwendung, weil bei ihnen die Relation zwischen den und 
in Fortfall kommt. Natürlich sind unter den elliptischen Funktionen 
zweiter Art diejenigen des ersten Grades die allereinfaehsten und 
wichtigsten. Wir sehen nun: 

Unsere Tarameter «, /S, 7 , d sind in der Hermiteschen TerminO’ 
logie gerade solche elliptische Funktionen ziveiter Art ersten Grades. Die 
in kinematisch^' Hvnsicht einfachsten Elemente der Kreiselhewegung er- 
scheinen also OAMih in der analytischen Da/rstcllung so einfach wie irgend 
'mglieh 

Nicht so einfach — und darin beruht gerade die analytische Über- 
legenheit unserer Parameter — stellt sich die explicite Darstellung der 

•) In der pag. iöl citierten Schrift. 
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Eulerschen Winkel 9 , tp^ oder richtiger ihrer trigonometaischen 
Funktionen. 

Die Funktion cos d' = u(f) haben wir schon im Torig^n Para- 
graphen betrachtet. Diese Funktion ist, da sie hei Vermehrung des 
Argumentes um Perioden YöUig ungeandert bleibt, eine elliptische 
Funktion erster Art, aber nicht vom ersten Grade (doppelperiodische 
Funktionen ersten Grades sind ja nach Obigem überhaupt unmöglich), 
sondern vom zweiten Grade. In der That sieht man sofort, dafs u(f) 
an zwei (verschiedenen oder zusammenfallenden) Stellen des Perioden- 
rechtecks null und unendlich wird. Dem Punkte u = 0 der w-Ebene 
entsprechen nämlich auf der Riemannschen Fläche zwei verschiedene 
Stellen, eine im unteren und eine im oberen Blatte, und daher auch 
in jedem Periodenrechteeke der Ebene zwei verschiedene Punkte. Die 
Stelle u — 00 andrerseits ist ein Verzweigungspunkt; ihr Bild in der 
if- Ebene (t—io)') ist daher doppelt zu zahleu. Dementsprechend 
werden in der Darstellung der Funktion u(i) vier ^-Funktionen auf- 
treten, zwei im Zähler und zwei (unter sieh gleiche, mit dem Argumente 
i — iß,') ixtt Nenner. . 

Ahnhch liegt die Sache hei dem Winkel Zunächst werden wir, 
da der Multiplikator der logarithmischen Unendlichkeitssteiien von ^ 

nach pag.400 + "Y beträgt, statt ijj Heber betrachten. Dadurch 

kommen wir auch hier zu dem Multiplikator 1 zurück. Gehen wir 
nun zu der zugehörigen Exponentialfunktion über, so zeigen wir 
ebenso wie bei den a, ß, y, d, dafs diese Funktion auf der Riemann- 
schen Fläche un verzweigt und in der i5- Ebene daher eindeutig ist. 
Ihre Null- und Unendlichkeitssteiien sind nach Früherem bekannt. Da 
^ + 1 logarithmisch unendlich wird, so verschwindet 

auf der Riemannschen Fläche an diesen beiden Stellen je in einem 
der beiden Blätter und wird in dem anderen Blatte von der eilten 
Ordnung unendiicb. 

Die entsprechenden Stellen der Ebene sind die Punkte -f’ id 
und ■+ ih (bez. die äquivalenten Steilen). Auf diese vier Stehen ver- 
teilen sich also die Null- und Unendlichkeitssteiien von Dement- 
sprechend wird sich die analytische Darstellung aus den d*- Funktionen: 
^ (^ ^ ia)^ — ia), d-it + iV), a- (t — il) in dem Sinne zusammen- 
setzen. dafs zwei dieser Punktionen im Zähler, zwei im Nenner auf- 
trefcen. Wir haben es also jedenfalls mit einer dliptischm Fusion 
Siweiten Grüdes zu thun. Aus den Eigenschaften des elliptischen In- 
tegrales für "ip folgt ferner, dals beim Übergang zu einem anderen 
Periodenrechteeke der Ebene nicht ungeandert hleiht, sondern sich 
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mit einem von t unabhängigen Faktor multipliziert, stellt also 

wieder eine elliptische Funktion zweiter Art. da/r. 

Berücksichtigen wir noch, dafs der Winkel <p sich ähnlich verhält 
wie so können wir zusammenfassend sagen: 

Die trigonwnetrischen Funktwnen 

cos#', cos 2f-\-iBm27p, cos 2^ + sin 2 9 

der Eulerschm Winkel sind nicht y wie unsere Parameter cc, j 3 , y, $ 
elUpUsche Funktionen ersten^ sondern meiien Grades (und mar teils von 
der ersten y teils von der meiten Art), 

Übrigens können wir auch direkt die Darstellung der vorgenannten 
trigonometrischen Funktionen auf die Darstellung der a, / 5 , y, d durch 
Quotienten zurückführen. Wir brauchen zu dein Zwecke nur die 
Schemata ( 7 ) und ( 9 ) von pag. 20 und 21 zu vergleichen. Aus der 
letzten Horizontal- oder Vertikalreihe ergiebt sich nämlich: 

cos # = sin# — |/„ 4 ß. ßyS\ 

Mit Eücksicht auf (8) haben wir in diesen Gleichungen die explicite, 
Darstellung der Eiilerschen Winket als FmikUonen der Zeit vor uns. 

Um diese Betrachtungen abziisciiliofsen, haben wir noch die Be- 
stimmung der Konstanten und h aus den Gleichungen (S) nach- 
zutragen. 

Zunächst zeigen wir, dafs sieh diese Konstanten paarweise auf 
einander reduzieren lassen, dafs wir nämlich haben: 



( 9 ) 


h — h 7 h ~ h 7 

]c^ = kl , k^ == Jc^ . 


Die beiden letzten Relationen ergeben sich folgendennafsen: Wir 
setzen in (8) ^-^0 und erhalten zunächst, unter 6 '^ die 

Anfangswerte von a, ßj y^ d verstanden: 


( 10 ) 


K 


# ( — ico') 



a '9'(~_sro') 

Po oj-f t6)’ 

. » (- 1 - im ) 
««•(+ ia) ■ 


h 


# (-j- im') 


Die ccq, y^y können wir nach den Definitionsgleichungen (8) 
jsrm pag. 21 durch die Anfangswerte #0, 9^, der Eulerschen Winkel 
aaisdrücken. Von diesen sind aber die Gröfsen 9^, welche die 
Anfangslage der X- und x~Axe gegen die Khotenlinie angeben, gänz- 
lich willkürlich. In der That hängt der Charakter der eintretenden 
Bewegung in keiner Weise davon ab, wie wir die X-Axe in der 
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Äqua^rebeiie des Kreisels und die x-Axe m der Horizontalebene 
orientieren. Olme die AUgemeinlieit zu beeinträchtigen, können -wir 
also etwa anfangs die X- und x-Axe mit der Knotenlinie zusammen- 
fallen lassen, d. h. = 0 nehmen.*) Dann aber zeigen die ge- 
nannten Gleichungen von pag. 21, dafs ist. Gleich- 

zeitig wird nach (10) mit Rücksicht darauf, dafs die hiervorkommenden 
•& -Quotienten paarweise gleich sind, wie behauptet wurde, 

\ = Ä4 , \ — ^3- 

Die beiden ersten Relationen (9) folgern wir daraus, dafs die Pro- 
dukte ßJ und ßy leicht angebbare doppeltperiodische Funktionen sind. 
Wir haben nämlich (wieder nach den Gleichungen (8) von pag. 21); 

(11) ßr-^- 

Die beiden rechts stehenden Grofsen sind aber ebenso wie w selbst 
doppeltperiodische Punktionen. 

Wir wollen ihre DarsteHung durch Funktionen angeben. Es 
verschwendet ^enn u — — d.h. #=== + icP. Ebenso versehwindet 

i 

— 2 — •’ = -f- 1^ d. h. t — — ib). Ferner wird sowohl 

^{q unendlich, wenn H = co, d. h. ^ ist. Wir 

bilden nun die 'ö'- Quotienten 

‘0’ -f- ici) ^ (t — io) 'S" i'i -j- €ö — il}) ^ (t — tö 4- ih) 

-j- ico'} ^ {t — ico') -d" (t -j- ico') O (<i — ioj') 

Dieses sind, (da beidemal die Argumentensumme des Zählers gleich 
der des Nenners ist), direkt doppeltperiodische Funktionen von den- 
selben Null- und TJnendlichkeitsstellen wie — und * Von 

diesen können sich unsere O-- Quotienten nur je um eine Konstante 
unterscheiden. Wir schreiben daher 

U -|- 1 2.2 ^ (ß ■“{" ^ (f — io) 

~~Y~ ^ 

^ ^ u — 1 x,2 ^ (t -j- © — «■&) Tf ( f- — © -f i b) 

2 ' <Ü (i -p 'S* (i — iw') 


*) Wollten wir diese vereinfachende Annahme nicht machen, so würden die 
a, ß, y, ^ in den Schiufsformeln je mit einem Faktor vom absoluten Betrage 1 
behaftet erscheinen, nämlich bez. mit 

i(<Po-h'^o) H— 9o-f-'»Po) »(yo — V'o) »(— -9o--V-*o) 

e3,e2 ,e2^e2 ^ 

weicher notwendig unbestimmt bleibt und für alles Folgende belanglos ist. 
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Die hier eingeföhrten Konstanten und ft'* ergeben sich leicht, 
wenn wir in 4^r ersten öleichung (12) etwa und dement- 
sprechend w = ~|- 1, in der zweiten t =. id und u = 1 setzen. Dann 

erhalten wir nämlich 


(13) 



4- iw ' -r ih) ^ (ip — iü)' + »h) 

& (o -f" “b 

d" (ia 4“ ifo ) ^ 

^ {üj 4* “H ^ — ia ih) 


7 


Nunmehr tragen wir diese Werte von — i — und — ^ — in ( 11 ) 

ein und setzen gleichzeitig für a8 und /3y die aus ( 8 ) sich ergebenden 
Ausdrücke. Dann heben sich die von abhängigen 6 ’ -Quotienten heraus 
und wir erhalten: 

Es mufs also sein 

4 ^ ^ ; ^2 “f“ ^3 — 0 


Die erste Reihe liefert die Bestätigung der in den Gleichungen (9) 
ausgesprochenen Behauptung. Die zweite Reihe giebt mit Rücksicht 
auf dieselben Gleichungen: 

(14) ftj[ ft j ^ 2 ft' • 

Die Bestimmung der Konstanten ft,- ist damü geleistet; es erübrigt nur 
noch, ein Wort über die Vorzeichen zu sagen, mit denen die Quadrat- 
wurzeln in ft und ft/ gerechnet werden sollen. Dieselben ergeben sich 
aus den Anfangs werten der a, ßj y. d. Da 9 ^ und jp^ gleich Null 

genommen wurden und ^ jedenfalls einen spitzen Winkel bedeutet, 
also cos Y und sin positive Gröfsen sind, so wird nach den Definitions- 
gleichungen der ccy y^ von pag .21 ccq positiv reell, ß^ positiv imaginär. 
Die Vorzeichen von ft und ¥ sind also so zu wählen, dafs sich für 
t = Q aus den Gleichungen ( 8 ) von pag. 420 ein positiver Wert von a 
und ein positiv imaginärer Wert von ß ergiebt. Berücksichtigt man 
nun, dafs, unter t eine positive reelle Zald < 2 (d' verstanden, ^(-fü) 
positiv imaginär, — it) negativ imaginär, ^(G> + ir) positiv reell, 
liegativ reell ist, wie leicht aus der Reihe (3) zu schliefsen 
ist, so erkennt man, dafs h und ft' beide reell sind, und dafs ft mit 
positivem^ ft' mit negativem Vorzeichen zu rechnen sein wird. Diese Vor- 
zeiehenhestimmung wolle man für das Folgende, wo wir nicht ausdrück- 
lich darauf zurückkommen werden, im Gedächtnis behalten. 
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Schliefslich haben wir noch die gemeinsamen Werte der Konstanten 
\ und — sowie \ und — \ zu finden. 

Zu dem Zweck differentiieren wir die erste der Gleichungen (8) 
logarithmisch nach t und finden zunächst: 

j ^dloga ^‘'(t — ia) . &‘'(t — im') 

^ ^ dt * -d* (t — iw') 

Hier setzen wir für t irgend einen speziellen Wert ein, z. B. t = ia. 
Dann zerstören sieh rechterhand, wie wir sogleich nachweisen werden, 
die beiden ersten Terme gegenseitig und es ergiebt sich 


y Q"' {ia — iß)') 

1 d'{ia — iß)') 

Für t — ia wird nämlich u — — 1 , so dafs wir nach dem Taylor- 
schen Satze haben: 



(17) 


u \ — c(t — ia) , 



Ferner schreiben wir 

d log cc d log cL du 

dt di(^ dt 


Es wdrd aber nach pag. 402 für u — — 1 

d log a 1 

dti ü 4* ^ 

bis auf Terme, die mit u 1 verschwinden: Wir haben also mit 
Rücksicht auf (17) 

/ d log fie\ ^ 5 — 1 

\ di ) t:=siia “h i \ dt / t=:ia u X t — ia 

Gleichzeitig wird, da die «ö*- Punktion eine ungerade Punktion ihres 
Argumentes ist, die mit ihrem Argument von der ersten Ordnung ver- 
schwindet: 

/^'{t — ia)\ i 

« . t — ia 


abermals bis auf Terme, welche mit i — ia oder -f- 1 verschwinden. 
Die beiden unendlich werdenden ersten Terme in Gleichung (15) heben 
sich also in der That für t = ia gegenseitig auf und es ergiebt sich 
für der in (16) angegebene einfache Wert. 

In ganz entsprechender Weise findet man für ?2 den Wert 


(160 


(ß) — ih — L ico') 
-ö- (ö) — ib — ico') 


Die somit bestimmten Gröfsen li sind, wie man sieh ieicnt über- 
zeugt, sämtlich rein imaginär. Aus der Definitionsgleichung (3) der 
^-Funktion folgt nämlich, dafs diese Funktion für ein rein imaginäres 
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Argument selbst rein imaginär ist, und dafs gleichzeitig ihr Differential- 
quotient reell wird. Dasselbe findet statt, wie ebenfalls aus Gleichung (3) 
ersichtlich, wenn der reelle Teil des Argumentes (wie in dem Aus- 
drucke von y gleich — cd ist. Wir .schreiben daher, indem wir unter 
l und V zwei reelle Gröfsen verstehen, — il, \ — il , 

Die vollständige Tabelle der Konstanten h und fc, durch weiche 
unsere letzten Resultate zusammengefafst werden, lautet nun folgender- 
mafsen: 

== 'iZ, ^2 i>l f ^4 ilf 

^ (flo -j- ico* -}- i b) '0' (ö) — i ß> ^ — f~ ih) 'ö* (t et -j- ioa ) % {iü — ico*) 

d" ih) & (o3 — iß -^ih) ^ lö* (o) -f- i a -f- ib) ^ (p — ia-^ih) 

j .d'" {im* — ia) y . ^\im * — co -f- ib) 

^ -Ö* (iö)' — ia) ^ ^ («co' — ßJ + ib) 

Tragen wir diese Werte der Konstanten in die Formeln (8) tm 
pag: 420 ein, so sind unsere Parameter a, d, y in sehr übersicht- 
licher Weise als FmUionen von t dargestellt 

HinsichtKch der Konstanten des Problems kann man dabei noch 
einen doppelten Standpunkt einnehmen. 

Man kann erstens, wie es in den früheren Entwickelungen stets 
geschah, diejenigen Gröfsen, durch welche die Anfangslage und An- 
fangsbewegung sowie die Massenveiteilung des Kugelkreisels gegeben 
wird, als die fundamentalen Konstanten des Problems ansehem Es 
waren dieses die Gröfsen e, n, N, P und Ä, wobei es aber, wie man 
leicht erkennt, bei den letztgenannten vier Gröfsen nur auf die Ver- 
hältnisse n: N : P: A ankommt. Diese vier Gröfsen stellen also zu- 
sammen mit e nur vier wesentliche numerische Daten vor. Wir wollen 
diese vier Daten die „elementaren Konstanten des Prohlems^^ nennen. Von 
diesem ersten Standpunkte aus hätte man, bevor man unsere Schlufs- 
formeln anwenden kann, die mit o, ca', a und h bezeiclmeten Werte des 
Integrals erster Gattung aus den elementaren Konstanten zu berechnen, 
wofür die geeigneten Methoden im viei*ten Kapitel entwickelt sind. 

Man kann zweitens aber auch eben diese vier Integralwerte als 
die fundamentalen, den Kugelkreisel charakterisierenden Daten ansehen 
und kann diese in ganz beliebiger Weise als reelle Gröfsen vorgeben. 
Wir nennen diese vier Gröfsen kurzweg die „transcendenten Konstanten 
des Problems''^. Von diesem zweiten Standpunkte aus ist die Kenntnis 
der elementaren Konstanten für die Beherrschung der Bewegungen 
überflüssig, da in den Schlufsformeln nur die als gegeben angenommenen 
transcendenten Konstanten Vorkommen. Übrigens lassen sich umgekehrt 
jene aus diesen mit Hülfe von ff -Reihen jederzeit berechnen. 
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Das V*oraiistelleB der eiementaren Konstanten aEerdings in 
geometrisciier and meehanischer Hinsidit znnäelist naher. Indern 
bringt die BeYorzngmig der transcendenten Konstanten in analjtiseiier 
Hinsicht den Vorteil gröfserer Symmetrie imd Emfachheit mit sich^ 
so dais wir tob den beiden eben genaaiiten Standpunkten den weiten 
als den höheren und analgetisch befriedigenderen bezeichnen mochten. 
Er wird namentiich in den späteren Paragraphen dieses Khpitels für 
uns maisgebend sein. 

Zum Schlufs" einige historische Notizen. 

G'rundlegend hat sich mit der Darstellung der Bewegung d^ schweren 
Kreisels durch elliptische Funktionen Jacobi^) beschäftigt. Indessen ist 
er nicht dazu gekommen^ seine Resultate zu publizieren, ln der Litteratur 
wird der Gegenstand im Anschlufs an Jacobi zum ersten Male Ton 
Lotfcner^) behandelt^ der auch die bezüglichen Teile des Jacobischen 
Nachlasses herausgegebsn hat. Beide Autoren gehen darauf aus, die neun 
liichfcungscosinusse, welche die Asien des beweglichen mit dem festen Ko- 
ordinatensystem*^*^) bilden, durch 'O’-Funktionen auszudrücken. Wir haben 
die Darslsllung der neun Riehtungseosinusse auf Grund unserer Dar- 
stelliing der cs^ ßy fy d umnittelbar in der Hand. Wir brauchen nur 
die Werte der letzteren in das Schema (9) Yon pag. 21 einzutragen, 


wobei sich elliptische Funktionen zweiter Art zweiten Gmdes ergeben 
wüi’den^ und Reelles und Imaginäres zu trennen. Da dieses Yerfahren 
indessen den Übergang YOn dem Einfacheren zum Komplizierteren be- 
deuten würde, so können wir auf seine Durchföhrong füglich yerzichten. 
Ganz nahe der Einführung unserer a, ßy S kommt Hr. W. Hefst) 
in einer Arbeit „Über das Gyroskop^^ Gegen Ende derselben findet sich 
als Resultat ziemlich umfangreicher, an die Lottnersehe Darstellung an- 
schliefsender Rechnungen die Bemerkung, dafis die „Elemente der Euler- 
schen Rotation^^, d. h. in unserer Bezeichnung die Qaatemionengrolsen 

ß±i + Q_ 


2i 


2i 


Houvelle th^orie de la rotation d’un corps de re^ölution grave etc. und 
Sur la rofcation d'nn corps etc. Ges. W. Bd. II, p. 477 und 493. Vorne? gckon 

Rueb, vgl p. 473 Anrn. •■•'*) , .. , - 

Eeduktiori eines schweren, uiu eiaen feilten Punid;' rotiereaaeii devomtioBs- 

korpers auf die elliptischen Trauscexidenten, Grelles Joum. Bd. 50, 1S5 ö, 

*♦*) Genau geucmmen handelt es sich hei Jacobi und Lettner xun zwei Asen- 
kreuze welche sich relativ gegen die genannten ndt gleichförmiger Geschwindig- 
keit vL die i?» bez. z-Axq drehen. Die Einführung dieser Koordinatensysteme 
entspricht zum Teü der Reduktion des schweren symmetrischen Kreisels auf den 
Kugelkreisei, zum Teil der Absonderung eines Präcessionsbestandteils von dem 
rein periodischen Kutationsbestandteile der Bewegung. 

t) Math. Annalen Bd. 29, 1887, vgl. insbesondere die beiden letzten Seiten. 


430 VI. Darstellung der Kreiselbewegung durch elliptische Funktionen. 

ein viel einfaclieres Gepräge zeigen, wie die EicMungscosinus, welche 
Jacobi und Lettner betrachten, „indem erstere nur von je einem, 
letztere dagegen von zwei konstanten Parametern abhängig sind" d. h. 
in unserer Terminologie, indem erstere im Wesentlichen elliptische 
Funktionen ersten, letztere dagegen zweiten Grades sind. Indessen hat 
der Verfasser aus dieser Bemerkung keine weiteren Konsequenzen ge- 
zogen, wie denn die Quatemionengröfsen hier nur ganz beiläufig und 
keineswegs als Grundlage der Theorie auftreten. 


§ 5. Die Bahnkurve der Kreiaelspitae, Polhodie^ und Herpolhodie- 
ktmre u. s. w., dargestellt durch -d»- Quotienten. 

Die im vorigen Paragraphen gegebenen Formeln enthalten im- 
plicite die Beantwortung aller Fragen, welche die Kreiselhewegung 
betreffen. Es kann sich im Folgenden nur noch darum handeln, die 
Konsequenzen der allgemeinen analytischen Darstellung bezüglich einiger 
besonderer Punkte ausdrücklich hervorzuheben. 

Unser Hauptinteresse haben wir früher auf die Schilderung der 
„Bahnkurve" gerichtet. Wir wollen daher auch hier zunächst nach der 
Bahnkurve der Kreiselspitze fragen. Wir werden sehen, dafs ihre Glei- 
chung mit Hülfe der •0*- Funktionen äufserst elegant herauskommt. 

Dabei haben wir jetzt die geometriseh-funktionentlieoretischen Me- 
thoden des ersten Kapitels (vgl. § 3 desselben) wieder aufzunehmen. 

Wir betrachteten dort (vgl. pag. 29) zwei vereinigt gelegene Ein- 
heitskugeln mit dem Mittelpunkte in 0, eine im Raume und eine im 
Kreisel feste, welche im Riemannschen Sinne Träger je einer komplexen 
Variabein X und A waren. Die Variable A, welche den Punkten der 
im Raume festen Einheitskugel zugeordnet war, hing mit den recht- 
winkligen Koordinaten dieser Punkte durch die Gleichung zu- 
sammen (s. pag. 28, Gleichung (11)): 

( 1 ) 

Ebenso lautet die Beziehung zwischen der Variabein A und den 
rechtwinkligen Koordinaten XYZ der im Kreisel festen Punkte der 
zweiten Einheitskugel: 

(!') A-^?. 


Endlich aber besteht zwischen den Variahein A und A, welche je 
zwei momentan zusammenfallenden Punkten der beiden Kugeln ent- 
sprechen, die folgende einfache Relation: 


( 2 ) 


«A + ß 

yA 4- 
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§ 5. Die Bahnkurre der Kreiselspit*« etc. 

in der die ß} y, 9 dieselben Gröisen sind, die wir im Torigen 
Paragraphen als Funktionen von f darstellten. 

Um Yon hierans 2 nir Bahnkurve der Ereiselspitze zu gelangen, 
setzen wir in (1^ die Koo rdinaten 2 der Kreiselspitze, namlicli 

X = 0, Y= 0, Z — ein, wobei A = oo wird. Ver- 

möge dieses Wertes gebt Gleiebnng (2) über in 

y 

Hier tragen wir die Werte von a nnd y ans dem vorigen Para- 
graphen ein und erhalten zunächst 

3 — A ^(14- nt ^{t + ico') 

+ <a — ih) — tflo') * 

Berücksichtigen wir noch die Funktionalgleichungen der ^-Funktionen, 
so können wir setzen: 

^ (t i<o ) ^ — Je* '0“*(co — ica' -f ih) — — 

W ^ ’ r* ^a- im') ^ 

Somit wird bei richtiger Vorzeichenbestimmung (vgl. pag. 426 unten) 

+ fi) 

dr(ia — tcj ) ^ ' o 

Dies ist die gesuchte Gleichung der Bahnkurve. Wie wir sehmy 
bestimmt sich die Bahnkurve der KreisdspiUe wieder durdi eine elliptische 
FuMim meiter Art ersten Grades. 

Um die einfache geometrische Bedeutung unserer Darstellungs- 
Weise zu verstehen, erinnern wir an die geometrische Bedeutung der 
komplexen Variabein A. Wir bezogen die Einheitskugel, deren Punkte 
durch die Variable A unterschieden waren, mittels stereographischer 
Projektion vom Nordpol der Einheitskugel auf ihre Äquatorebene. Als- 
dann war A derjenige komplexe Wert, welcher dem stereographischen 
Bildo des einzelnen Kugelpunktes nach der üblichen Gaufsischen Deutung 
der imaginären Gröisen zukommt. Wir brauchen A nur in einen reellen 
und imaginären Bestandteil aufzulösen, um die rechtwinkligen Koordi- 
naten des stereographischen Bildpunktes in der Äquatorebene zu er- 
halten. 

Die Gleichung (4) liefert daher direkt das d)ene stereographische Bild 
der' im Baume verlaufenden Bahnkurve; sie kann unmittelbar als Unter- 
lage für die zeichnerische Darstellung der Bahikurve in stereagraphischer 
FrojekUon dimen. 
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Wir ■erirmeni ferner daran, dafs (vgl. pag. 207) fOx die Zwecke 
(1er Zeidinnng die stereograpliisclie Projektion vor der* sonst üblicken 
orthLOgrapMschen gewisse Vorzüge voraus hat. Es ist erfreulich, dafs 
unsere analytische Darstellung der Bahnkurve sich gerade mit dem 
praktischen Bedürfnisse der 2^ichnung deckt. 

Vergleichen wir hiermit diejenige DarsteEung der Bahnkurve,, welche 
der orfhofffct^hischen Projektion auf die Äquatorebene entspricht. 

Wir gelangen zu dieser, wenn wir nach den rechtwinkligen Ko- 
ordinaten X, y, s der Kreiselspitze im Baume fragen; sehen wir hier 
von der dritten Koordinate 4 : ab, so bestimmen uns die beiden übrigen 
die gewünschte orthographische Projektion. Übrigens empfiehlt es sich, 
von den x,y selbst zu der komplexen Verbindung derselben l~x-\-iy 
(oder f] = — x-j-ty) im. Sinne von pag. 20 überzugehen, also auch das 
orthographische Büd der Kreiselspitze, wie vorher das stereographische, 
durch eine in der Äquatorebene ausgebreitete komplexe Variable fest- 
zulegen. 

Nun lauten die Koordinaten der Kreiselspitze in dem mit dem 
Kreisel fest verbundenen System bez. X — F= 0, X==l. Die 

zugehörigen pag. 20 definierten komplexen Verbindungen werden daher 
= ==H==0, Z== — 1. Den gesuchten Wert von g, ausgedröckt durch 
unsere cc, ß, y, ä entnehmen Avir darauf dem Schema (9) von pag. 21. 
Er wird g _ _ 2aß. 


Tragen wir hier die Werte von a und ß ein, so erhalten wir als 
Gleichung der Bahnkurve in orthographischer Projektion die folgende; 


rK\ rrri — — + ih) 




Diese Darstellung steht ersichtlich der früheren an Einfachheit nach. 
Die Bahnfowrve in orthographischer ProjeUmi hestimmt sich durch eine' 
elliptische Funktion (meiter Art) zweiten Grades j während S'ie bei Stereo- 
graphischer Pr(^eMion durch eine elliptische Funktimt e^^sten Grades^ einen 
einfachen d'- Quotienten, gegdfen wird, 

Dafs dieser Umstand nicht zu unterschätzen ist, wird im folgenden 
Paragraphen klar w^erden, wem! wir uos zur numerischen Berechnung 
der Bahnkurve wenden.. Da wir in (5) vier (resp. drei verschiedene) 
#-Werte, in (4) dagegen nur zwei solche Werte nötig haben, so wird 
die Rechenarheit hei orthographischer Projektion der Bahnkurve nahezu 
die doppelte von der Arbeit, welche die Berechnung der stereographiseh 
projieierten Bahnkurve verursacht. 

Die Darstellung (5) hat Hermite in seiner p. iöl citierten Schrift 
bei der Behandlung des sphärischen Pendels gewählt. 
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§ 5. Die Bahufoirve der Kreiselspitze etc. 


Übrigens Hatten wir in den Figurenserien von Kapitel IV als 
Projektionseentrum bei der stereographisclien Abbildung nicht den 
Nordpol, sondern den Südpol der festen Einbeitskugel gewählt. Es 
empfiehlt sich dies immer dann, wenn die Bahnkurve ganz oder haupt- 
sächlich auf der nördlichen Halbkugel verlauft, weil sonst das stereo- 
graphische Bild übermäfsig vergröfsert und verzerrt erscheinen wurde. 
Wir können aber leicht von der einen Projektionsart zu der anderen 
übergehen. Greometrisch erreichen wir dies durch eine sog. Inversion 
am Einheitskreise der ^r^Z-Ebene; dem en^tspricht analytisch, dafs wir 
den Wert der komplexen Variabein X ersetzen durch den konjugiert 
reciproken Wert 1 : X. Nehmen wir diesen Übergang in Gleichung (4) 
vor, so ergiebt sich für die stereographisehe Projektion vom Südpol 
die folgende Darstellung: 


(40 


-ö* (t 4“ ’ 


k:=- 


— ia) 
'9'(co -f- ioi' 


ib) ® ' 


z 4_ r — - 

• ni 


Ohne die geringste Mühe können wir nun auch die Bahnkurve 
angeben, welche ein ganz beliebiger Punkt des Kreisels bei der Be- 
wegung beschreibt. Wir wollen der Kürze halber annehmen, dafs der 
betreffende Punkt von 0 den Abstand 1 habe, so dafs er dauernd mit 
einem Punkte der beweglichen Kugel zusammenfallt. (Im anderen 
Palle brauchten wir die anzugebende Formel nur mit der Entfernung 
des Punktes von 0 zu multiplizieren.) W^ir charakterisieren dann die 
Lage unseres Punktes auf der beweglichen Kugel durch den komplexen 
W’ert A = Aq in der früher beschriebenen Weise. Die wechselnden 
Lagen des Punktes im Raume, d. h. die gesuchte Bahnkurve bez. ihr 
durch stereographische Projektion vom Nordpole erhaltenes ebenes Ab- 
bild wird darauf nach Gleichung (2) gegeben durch 


( 6 ) 


_ ß 


Die in Gleichung (6) enthaltenen Ausdrücke sind bei beliebigem 
Ao nicht mehr direkt elliptische Funktionen erster oder zweiter Art, 
sondern nur mehr lineare Kombinationen von solchen. — 

Die vorstehenden Entwickelungen gelten wie alle Resultate dieses 
Kapitels zunächst nur für den Fall des Kugelkreisels. Wir können 
aber von hier aus nach § 5 des vierten Kapitels sehr leicht zu einem 
symmetrischen Kreisel übergehen, welcher dasselbe äquatoriale Ti^g- 
heitsmoment ji. wie der Kugelkreisel und ein beKebiges Trägheits- 
moment C um die Pigm-enaxe hat; dies soll an den Gleichungen der 
Bahnkurve wirklich ausgeführt werden. 

Klein-SöiDmerfeld, Kreiselbewcgung. 2. AuiL 


28 
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Zu dem Zwecke haben wir nach pag, 234 die Oeachwindigkeits- 
koordiuate des Kugelkreisels um die konstante Gröfse 

weiche wir mit c bezeichnen wollen, zu vermehren, wahrend & und tj> 
ungeändert bleiben. Die entsprechenden Änderungen der «, /J, n 
bestehen (vgl. die ursprüngliche Definition dieser Gröfsen auf pag. 21) 
darin, dafs wir 

W 

multiplizieren. Infolgedessen, lautet die Gleichung für die Bahnkurre 
eines Punktes beim symmetrischen Kreisel folgendermäfsen: 

’■ ~ 7 ?^/^ . ’ 

WO die /S, y, d die Werte dieser Parameter beim Kugelkreisel be- 
deuten. Insbesondere ergiebi sich für die Bahnkurre der Kxeiselspitse 
(A^ «s= oo) beim symmetrischen genau dieselbe Gleichung wie beim 
Kugelkreisel — wie dies nach § 6 dee vierten Kapitels selbstverständ- 
lich ist. — 

Wir gehen jetzt dazu über, in ähnlicher Weise die Gleichuf^en 
der Tolhodkr und Ekrpolhodiekurve des Kugelkreisels abz^ileiten, d. h. 
deijenigen Kurven, weiche der Endpunkt des Drehungsvektors im Körper 
und im Raume beschreibt. Die Koordinaten dieses Punktes bezeichnen 
wir wie früher mit 

jp, g, r oder q, 

je nachdem wir sie auf das im B^eisel oder im Raume feste System 
beziehen. Dabei sind die dritten Koordinaten r und q beim Kugel- 
kreisel natürlich konstant, da eie aus den Impulskomponenten N und n 
durch Division mit dem Trägheitsmomente A hervorgehen. Die beiden 
ersten Koordinaten fassen wir in die komplexen Verbindungen p -j- iq^ 
% -f- ix zusammen und entnehmen die Ausdrücke dieser Gröfseu Sowie 
der Konstanten r und p durch die a, /?, y, S den Gleichungen (5) 
und (6) von pag. 43, 44: 
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«IS, 

Setzen wir Mer die Weite der c:, d ein, so taben wir die 
eipEcitc Darstelixmg der Koordinaten ron Poliiodie- und Herpolhodie- 
kurre vor uns. Die beiden ersten Gleichungen für sich betrachtet, 
liefern uns dabei die orthographische Projektion der PoihodieInnTe auf 
die Aquatorebene des Kreisels bee. der Herpolhodiekurve auf die Hori- 
zontalebene. Die beiden letzten Gleichungen bestimmen gleichzeitig 
die Höhe, in welcher unsere Kurven über der Äquatorebene bez. über 
der Horizontalebene verlaufen. 

Wir wollen zeigen ^ daß sich die mrstehenden Gleidmngen in sehr 
hemerkenswerter Weise msa^rmmziehm. Betrachten wir z. B. j? + iq: 
Wir schreiben 

(9) p + iq^2ißSe 

und überzeugen uns zunächst, dafs die Gröfse 

Ci __ dlog^ d log/? 
dt dt 

eine doppeltperiodische Punktion zweiten Grades ist. Wir bemerken 
nämlich allgemein, dafe die Fuuktion 

d log ^ (e — t^) 
dt 




nach den Funktionalgleichungen der ^-Funktion überhaupt ungeändert 
bleibt hez. sich um — ^ additiv vermehrt, wenn wir zum Argument 

2ß) bez. 2i(»' hinzufügen. Mithin wird die Differenz zweier solcher 
Funktionen jedenfalls eine doppeltperiodische Funktion. Aus solchen 
Differenzen und konstanten Gliedern setzt sieh aber unsere Gröfse 9 


zusammen. 

Der esplicite Ausdruck von 0 iäfst sieh den Gleichungen (8) und 
(18) des vorigen Paragraphen zufolge nach einigen leichten ReduktionenL 
folgendermafsen schreiben: 


0=« 


{ia — io) , 
(ia — io') * 


-©•'(o -f* i& — io') 
(o. ’^ih — io') 






^'(t — o 

— CO + i2>) 


Die im Periodenrechteck gelegenen ünendlichkeitsstellen von 0 
sind hiernach ersichtlich t = — ia und t = o — ib. Ferner werden 
die Nullstellen sein 


f— — io}' uni — ia — ib; 

2S* 
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im ersteren Falle kompensieren sich nämlich Jas erste und dritte sowie 
das zweite luid Tierte Glied, im letzteren Falle das zweite und dritte 
sow'ie das erste und, vierte Glied. 

Hiernach können wir unserer Gröfse 0 auch die Gestalt gehen: 


( 10 ) 


0 = C 


O* 1 1 -|“ (t — 0} — to) t £5 i b) 


^ (t + i C(>)^(t — G3 "i" i h) 

der rechts stehende Au.sdruek ist nämlich, da die Argumentensumme 
des Zählers gleich der des Nenners ist, eine doppeltperiodische Funktion 
von denselben Null- und Unendlichkeitsstellen wie 0 . Die hinzugefügte 
Gröfse C ist eine Konstante, 

Gleichung (9) nimmt nun folgende einfache Gestalt an: 

— (0 — i(i}' ia ih) 


( 11 ) 


p iq — Xe“'' 


&{t — ia') 

Um die Konstante K zu bestimmen, in welche die soeben benutzte 
noch unbekannte Grötse C eingeht, vergleichen wir die Werte von 
p + iq aus ( 11 ) und ( 8 ) für einen geeignet gewählten Zeitpunkt t. 
Wir haben z. B. für t = — ia 

^ ^ ^ dt '' ' ■ö-( — ia^ ici)')^ ^ ’ 

also wird xiaeli ( 8 ) 

^'{0)d'{ia ^ 4 “ CO 


P + 2 ilc¥e^^ 

andrerseits ergiebt sich ans (LI) 
P + ~ ' 

mithin folgt 

E^2iJcr 


l)a 


■ i h) 


^ (— ia io-}') -O* {ia -f- ico') ’ 


‘U ^(+ <” + — »fe) .' 

d'iia-yioi') ’ 

%''{i))^{ia + CG — ib) 


4)' ( — ia-{- i(o') ^ (o) -j- i o?' — i h) 

Setzen wir endlich noch für h und ¥ die Werte aus den Gleichungen (18) 
von pag. 428 ein, so erhalten wir einfach: 

7i(a-\- f>) 


(110 


K- 




2(a 


^ {co icz 4" 

Durch die Gleichungen ( 11 ) und (11) ist die Polhodiekurve in 
orthographischer Projektion dargestellt Wir heben die Einfachheit 
dieser Darstellung besonders hervor, indem wir bemerken: 

Die komplexe Variable, welche die sm%krechte Projektion des Drelitmgs- 
vektors auf die Äqmtarebeyie des Kreisels hestimynt, ist wieder direkt eine 
elliptische Funktion zweiter Art ersten Grades. 

Um auch die dritte Komponente r, weiche, wie bemerkt, konstant 
% (“ 3 -) ist, durch unsere transcen deuten Konstanten c», mja und h 
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auszTidr Ücker. , können wir in Gleichung (8) einen speziellen Wert von 
t einsetzen. Wir wählen z. B. < = wobei y = 0 und (wegen 

aS — |3y~l) «3 = 1 wird. Alsdann ergiebt sieh 


dt 


2t 

dt 


= 2i (il ■ 


ia -f- ih) . <9’'(c> -j- 4" ^ 

+ inrrxiTTjzjf^ ) > 


(co -j- i « ih) ^ '8' (ca + i w' -j- ^ 

alsO; wenn wir den Wert von l eintragen: 

_ 2i ( —i a) , i " __ 4- tg 

\ {im — ia) * <8‘(ö + ib) -8 (o 4-id)/ 


Die entsprechendö Darstellung der Herpolhodielcurce können wir ans 
den vorstehenden Gleichungen der Polhodieknrve unmittelbar abnehmen. 
Wir erhielten nämlich pag. 44 die Koordinaten — ä, — — q aus 

den Koordinaten q, r, indem wir a und d vertauschten und ß und y 
im Vorzeichen umkehrten 

Diese Vertauschung und Vorzeichenveränderung können wir aber, 
wie eine genaue Prüfung der Gleichungen (8) und (IS) des vorigen 
Paragraphen zeigt, einfach dadurch erreichen, dafs wir — a statt + a 

schreiben, wobei — l in ^ iibergeht. Die Gkichmigen def^ Herpol- 
hödieliurve hönmn wir daher folgmdermafseu ^ckreihefu: 


(13) % ~ K" e 

(13') ir' = 

(14) ~ p = 


i * ■9' (t — 0 ) — i<o' — ia -}- ib) 

— im’) ' 


8-(£o — ia + ih) 


l %'\im' -j- 

■8''(g3 + "4" j 

1 'ö’Vü) — 

-tß -}" ^*^)\ 

\8’ (ioo' + 

<8’ {m -|— i cö -|— i b i ' 

' 8’ (<ö — 

ia 4- ih) 1 


Zu denselben Gleichungen gelangen wir auch von dem pag. 238 
entwickelten Prinzip aus, nach weichem wir nur, um von der Polhodie- 
zu der Herpolhodiekurve überzugehen, die Werte von n, N bez. durch 
-N, — n zu ersetzen und die Vorzeichen der Koordinaten umzukehren 
brauchen. Thun wir dieses, so wird die Ungleichung 


N>n>0, 

welche der bisherigen Darstellung der a, ß, y, d durch &- Quotienten 
zu Grunde lag, in dem Sinne abgeändert, dafs für die einzutragenden 
Werte W— — w = — .V die Beziehung güt: 

0>W>». 

Wie sich in diesem Falle die logarithmischen Unendliehkeitsstellen 
der ß, ß, y, S auf die Punkte + 1 der Kiemaunschen Fläche verteilen, 
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wurde in Fig. 61 b dargestellt. Wir ersehen aus ihr, dafs die Null- 
stellen Ton ß und y durch die vorgenannte Vertauschung nicht ge- 
ändert werden, dafs aber die von a und d, d. h. die Stellen + ia der 
Ebene sich austauschen. Wir haben also wieder die Vorzeiehenumkehr 
von a und damit den Übergang von (11), (12) zu (13), (14). 

Die soeben entwickelten Gleichungen können sofort auch zur Dar- 
stellung der Impulskurven dienen, d. h. derjenigen Kurven, welche der 
Endpunkt des Impulsvektors im Körper und im Kaume beschreibt. 
Da nämlich die letzteren Kurven beim Kugelkreisel au den Kurven 
der Polhodie und Herpolhodie in dem geometrischen Verhältnisse der 
Ähnlichkeit stehen, so brauchen wir die Gleichungen (11), (12), (13) 
und (14) rechterhand nur mit dem Werte des Trägheitsmomentes A 
zu multiplizieren, um die Darstellung der Impulskoordinaten L + iM, 
N,l + n zu erhalten. Wir sprechen daraufhin den zusammen 
fassenden Satz aus: 

Die guletgt letrachtetm Kurvm, die Imjf/dsTcurven sowie die Polhodk- 
und Herpdlhoäielmrve lassen sich heim Kugelkreisel sämtlich durch elliptische 
Fmktmien zweiter Art ersteht Grades berechnen. 

Dieses Eesiütai bleibt auch beim Übergänge zum symmetrischen 
Kreisel bestehen, soweit es sich auf die Impulskurven und auf die 
Polhodiekurve bezieht. 


Die Polhodiekurve des symmetrischen- Kreisels können wir nämlich 
aus der des Kugelkreisels dadurch abieiten, dals wir in der ersten der 
Gleichungen (8) die a, y, d des Kugelkreisels mit den in (7) an- 
gegebenen Faktoren multiplizieren. Dementsprechend haben wir für 


iM 
dt^ dt 


bez. 




d ß d d 

einzutragen, unter ß, d, die Werte dieser Gröfsen beim Kugel- 

kreisel vei'standen. Da sich die hinzutretenden Terme — ^ ß und — S 

in der auf der rechten Seite von (8) stehenden DifFerenz aufheben, so 
brauchen wir die rechte Seite von (11) nur mit dem Faktor zu 

multiplizieren, um die Gröfse p ig des symuietrisclien Kreisels zu 
erhalten. Diese wird also ebe-afalls durch eine elliptische Funktion 
ersten Grades gegeben. 

Von den Koordinaten der PoDiodiekurve unterscheiden sich die 
Koordinaten derjenigen Impuiskurve, welche den Ort des Impuls- 
Endpunktes im Körper darstellt, nur um die konstanten Faktoren der 
Hauptträgheitsmomente. Diese Kurve wird also im Wesentlichen durch 
dieselben Gleichungen wie die Polhodiekurve beschrieben. 
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Was endlich die JBcihn des Impuls-Endpunktes im Baume betrifft, so 
unterscheidet sich diese beim symmetrischen Kreisel Ton derselben Kurve 
beim Kugelkreisel überhaupt nicht. In der That sahen wir Kap. lY, § 5, 
dafs diese Kurve für alle Kreisel der 1. c. betrachteten Serie crenau die- 
selbe ist. Die Gleichungen (13) und (14) geben also (nach Multiplikation 
mit JL) direkt die in Rede stehende Impulskurve für einen symmetrischen 
Kreisel, dessen eines Hauptträgheitsmoment A dem unseres Kugelkreisels 
gleich und dessen anderes Hauptträgheitsmoment C beliebig ist. 

Weniger einfach wird die Darstellung der Herpolhodt^curve beim 
symmetrischen Krei^l. Um auch hier aus den vorhergehendöl Um- 
rechnungen Nutzen zu ziehen, drücken wir in der allgemeingültigen 
Gleichung (8') die a, ß, y, d des symmetrischen Kreisels durch die 
des Kugelkreisels nach der Tabelle (7) aus und bekommen: 

« -f IX = ^ - iS g) -f- 2 ca/S. 

Den ersten Term der rechten Seite haben wir oben in (13) auf 
seine einfachste Form gebracht. Im zweiten Term setzen wir die be- 
kannten Werte von a und ß ein, wobei wir die multiplizierende Kon- 
stante kurz mit K bezeichnen. Es ergiebt sich dann: 


oder 




> — ÖT ^ -f-ij) 

— tm'j 


{t — ia) i6)\ 

- im') / 


ix 


(15)' 




Wir behaupten, dafs dieser Ausdruck abermals als d'-Quotient ge- 
schrieben werden kann, wobei aber zwei ^-Funktionen ioi Zahler und 
zwei im Nenner auftreten. Zunächst folgt aus den Funktionalgleichungen 
der 0-- Funktionen, dafs die Klammer völlig ungeändert bleibt bei Ver- 
mehrung von t um eine der Perioden 2o, 2 im'. Die Klammer ist also 
eine elliptische Punktion erster Art zweiten Grades mit den Uneadlich- 
keitsstellen t — ia und ^ = ra — ii. Eine solche Funktion besitzt, 
wie pag. 421 erwähnt, in dem einzelnen Periodenparallelogranim not- 
wendig zwei Nullstellen, welche wir mit Cj und bezeieimen, und 
kann durch den folgenden ^-Quotienten daigestelit werden 

TT — — 

■^1 ;Q>(f — ia) ^ (5 — ÖS -f ib) 

Tragen wir aber diesen Wert der Klammer in. (15) ein, so folgt • 
in der That: 
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Auf die genauere Bestimmung von und wollen wir nicht 

eingehem Wir konstatieren nur: 

Die Hormntälprojehtion der Serpolhodielcurve ist heim symmetrischen 
Kreisel durch ehie elliptische Funktion zweiter Art zweiten Grades ge- 
gehen^*) - 

Li ähnlicher Weise können wir, von der zweiten der Gleichungen (8') 
ausgehend, die VertiJcalprcjektion g der Serpolliodie bestimmen. Wir 
finden für diese eine elliptische Funktion erster Art zweiten Grades^ nämlich 
eine lineare Funktion der doppelperiodischen Gröfse cos ^ü* == wie 
bereits aus Gleichung (2) von pag. 235 hervorgeht. — ' 

Zum Sehlufs eine Bemerkung allgemeineren Inhalts. Wir sind im 
Torstehenden zu wiederholten Malen auf elliptische Kurven zweiter Art 
geführt Wörden, Solche Kurven, treten aufser bei dem schweren sym- 
metrischen Kreisel auch hei dem kiäftefreien unsymmetrischen Kreisel 
auf (vgL § 8 dieses Kapitels), sowie in zahlreichen anderen geometri- 
schen und mechanischen Problemen (als sphärische Kettenlinie, als 
sog. elastische Kurve etc. etc.). Sie bilden eine grofse Klasse unter sich 
verwandter transcendenter Kurven, welche in geometrischer Hinsicht 
und namentlich auch mit Rücksicht auf die Anwendungen den alge- 
braischen Kurven an Interesse nicht nachstehen. Es wäre daher wohl 
der Mühe wert, allgemein eine geometrische Theorie dieser transcendenten 
Kurven aufzustellen. Man hätte dann etwa die möglichen Singulari- 
täten solcher Kurven zu untersuchen, die gestaltlichen Verhältnisse zu 
diskutieren etc. Unsere elliptischen Kurven ersten Grades würden in 
dieser Theorie natürlich eine besonders wichtige Rolle spielen. Ohne 
Frage öffnet sich hier der geometrischen Forschung ein weites Gebiet. 


§ 6. Numerische Berechnung der Bewegung durch 'O’-Keihen. 

Eines der Endziele, die wir bei jedem Problem der Mechanik im 
Auge haben müssen, wird jedenfalls dieses sein: .Die Bewegung soweit 
zu beherrschen, dafs wir die Lage des beweglichen Systems in jedem 
Augenblicke numerisch bestimmen können. Dafs dieses Ziel durch die 


*) Sollte esf nicht möglich sein, auch diese Kurve, welche ja nach pag. 235 
auf einer gewissen Kugel verläuft, durch elliptische Funktionen ersten Grades 
darzustellen, indem man sie stereographisch auf die Äquatorebene der sie tragen- 
den Kugel projiciert und nach der Gleichung für die komplexe Variable des 
stereographischen Bildpunktes fragt? 
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Torangeiiende Theorie auf bequemem Wege erreicht wird, soll in diesem 
Paragraphen dargethan werden. Zunächst möge das einzuschlagende 
Verfahren allgemein skizziert werden. 

Ist uns irgend ein realer Kreisel gegeben, so besteht der erste 
Schritt darin, dals wir, sei es durch das Experiment, sei es durch Be- 
rechnung, seine Massenverteilung* d. h. di© auf den Untei^ützmigs- 
punkt bezogenen Werte von JL, C und P, festzustelien suchen. 

Sodann müssen wir Anfangslage und Anfangsbewegung des Kireisels 
kennen. Die Anfangslage wird hinlänglich durch den Neigungswinkel 
Ü-o der Pigurenaxe gegen die Vertikale beschrieben; die Anfangswerte 
der Winkel (p und welche für den Charakter der Bewegung be- 
langlos sind, werden wir wie pag. 425 direkt gleich 0 nehmen. 

Die Anfangshewegung charakterisieren wir am besten durch die 
Lage und GrÖlse des Impuls vektors. Gestatten wir uns die pag. 199 
sub 4 verabredete Vereinfachung, dafs der Impnlsvektor zu Anfang in 
derselben Vertikalebene wie die Pigurenaxe enthalten sei, so wird unser 
Vektor durch seine beiden Komponenten n und N festgelegt. Wir 
wissen dann gleichzeitig, dais der Paralleltreis u — cos == c einer 
der Begrenzungski'eise für die Bahnkurve sein und dais die Kreisel- 
spitze zu Beginn in horizontaler Richfung fortschreiten mufe. 

Mittels der Konstanten w, N und e bilden wir uns darauf die 
quadratische Gleichung Ui = 0 von pag. 240, deren Wurzeln den zweiten 
Begrenzungskreis e' sowie die GrÖfse e" definieren. 

Jetzt sind wir in der Lage, die Legendresche Theorie der ellipti- 
schen Integrale und die Legendreschen Tafeln für unsere Zwecke zu 
verwerten. Wir berechnen uns vor allem den Legendreschen Modul i, 
den komplementären Modul k' und die Hülfsgröfsen M, q>a^ <pb ^on 

pag. 264. Darauf schlagen wir die Werte von v) 

in der Tafel I von Legendre und die Werte von F(k\ F(k\ 
in der Tafel IX auf. Durch Multiplikation mit II ergehen sich hieraus 
die Werte von cj, m', a und h. Durch diese letzteren, transcendenten 
Konstanten ist die Bewegung der Kreiselspitze und die Bewegung des 
Impuls-Endpunktes im Raume ebenso vollständig bestimmt, wie durch 
die ursprünglich vorliegenden Konstanten A, (7, P, V, e. In der 
That brauchen wir uns hei der Berechnung der genannten Bahn- und 
Impulskurve’ um die Massenverteilung des Kreisels, tun seine Anfangs- 
hewegung und Anfangslage in keiner Weise mehr zu kümmern. Unsere 
ganze Aufgabe besteht darin, gewisse Ü'-Reihen auszurechnen, in deren 
Koeffizienten die Gröfsen 0 und & , in deren Argument überdies die 
Gröfsen a und b eingehen. Das Schema, nach dem wir zu rechnen haben, 
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ist so für alle Kreisel und für alle Kreiselbewegungen dasselbe. Die ganze 
Mannigfaltigkeit der Bewegungsformen ruht lediglich in der Terschieden- 
heit der in unser Schema einzusetzenden Werte unserer vier trans- 
cendenten Konstanten. 

(Auf die Werte der ursprünglichen Konstanten brauchen wir nur 
dann zurüekzugehen, wenn wir weiterhin etwa direkt die Werte der 
ß} ^ beim symmetrischen Kreisel oder die Bahnkurve eines 
Ton der Kreiselspitze verschiedenen Punktes oder die Polhodie- und 
Herpolhodiekurve zu berechnen wünschen, in deren Gleichungen die 

Gröfse — ) vorkommi) 

Immerhin kann uns die Rücksicht auf gröfstmögliche Bequemlich- 
keit der Rechnung veranlassen, unser Verfahren unter Umständen etwas 
zu modifizieren. Wir bemerken, dafs die -0'- Reihe von pag. 418 

(1) ^(t) — 2gV4 sin 5 2^’^* sin ds + sin 5^ — • • • 

(2) s-g, 

um so schneller konvergiert, je kleiner q ist, je gröfser also das Ver- 
hältnis ^ ausfällt. Insbesondere wird sieh die Rechnung in einem 

Periodenrechteck von gröfserer Höhe wie Breite (öj'>co) bequemer 
gestalten, als in einem Periodenrechteck von gröfserer Breite wie Höhe 
(g 3 > Es ist daher wichtig, eine Umformung der O’-Punktion zu 
kennen, welche den letzteren Pall allemal auf den ersteren zu reduzieren 
gestattet. 

Man wird auf die gedachte Umformung geführt, wenn man sich 
überzeugt-, dafs die ol-Funktion d'(t, co, co') bei Vermehrung des Argu- 
mentes t um Periodenvieifache genau dieselben Faktoren annimmt wie 
das Produkt der -fi’- Punktion o', so) und der Exponentialgröfse 

7t 

e Da nun die 'Ö’-Funktion nach pag. 419 durch ihr Verhalten hei 

Vermehrung des Ärgiixrieiits um Periodenvieifache bis auf einen von t 
unabhängigen Faktor festgelegt ist, so schliefst man, dafs die Ü'-Funktion 
#•(#, m') bis auf eine multiplizierende Konstante dem genannten 

Produkte gleich sein mufs. Auf die Bestimmung dieser Konstanten, 
welche einige Weiterungen verursacht, gehen wir hier nicht ein. Die 
definitive Pörmel lautet: 

f’— Ttt^ . 

(3) %'{t, m, m') — — «y d'iit, m', m). 

Dabei ist die rechterhand stehende O*- Funktion ersichtlich durch die 
folgende Reihe zu berechnen: 
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(4) -O* {ity ö)', 6>) == 2 q sin s' — sin 3$^ -f- 2^^*" sin 5^' - 

itn 


( 5 ) 


mit 


s =. 


2c> 


Die Nützliciikeit der Formel (3) ist eyident. Wenn wir eine 
^-Funktion &') auszureclmen kaben^ in welclier a> > cj' und 

daker q yerkältnisrnäfsig gi-ofs ist, so werden wir zunäelist die Reihe 
d’iitf (o\ co) berechnen, welche wegen q'<^q besser konvergieren wird. 
Gieicliung (3) gestattet uns dann, von dieser zu der ursprünglich ge- 
suchten '^-Funktion mit leichter Mühe zurücksugehen. 

Dafs die in Rede stehende Gleichung neben diesem praktischen 
such ein allgemeines theoretisches Interesse (in der Lehre von der 
Transformation der 'd’-Funktionen) besitzt, möge hier nur kurz an- 
gedeutet werden. 

Allerdings kann es Vorkommen, dafs der geschilderte Vorteil, welcher 
in der Verkleinerung des q beruht, teilweise durch eine eventuelle Ver- 
gröfserung der trigonometrischen Funktionen in der Reihe wett- 
gemacht wird. In der That wird heün Übergang zu der Funktion 
d'(it, (o) im Argumente der Sinus -Funktionen der Faktor i eia- 

geführt, welcher zumal bei reellem t die Konvergenz erheblich ver- 
schlechtern kann. Es wird im einzelnen Falle darauf ankommen, die 
durch die Umformung (3) herbeigefiihrten Vorteile und Nachteile gegen 
einander abzuwägen. 

Teils um die Rapidität zu verdeutiichen, mit der die ^-Reihen 
konvergieren, teils um die Durchrechnung eines Beispiels vorzubereiten, 
wollen wir uns jetzt ein Urteil darüber bilden, wie viel Glieder der 
'ö’- Reihe wir für unsere Zwecke zu berücksichtigen haben. Es hängt 
dies natürlich von der Genauigkeit ab, welche wir erreichen wollen. 

In unserem Falle würde es keinen Zweck haben, die Genauigkeit 
soweit zu treiben, wie dies beispielsweise bei den mechanischen Pro- 
blemen der Astronomie üblich ist. In der That kann es sich bei der 
Durchführung eines numerischen Beispiels nur um eines der beiden 
folgenden Ziele handeln: Die geometrische Auffassung des meehanischeTi 
Vorganges durch Zeichnung quantitativ richtiger Figuren zu beleben: 
und andererseits: Den theoretisch gefundenen Bewegungsvorgang mit 
dem Experimente zu vergleichen. In ersterer ffinsieht genügt offenbar 
eine mäfsige Genauigkeit, weil doch auch die Zeichnung nur mit ver- 
hältnismäfsig geringer Genauigkeit ausgefiihrt werden kann. In letzterer 
Hinsicht ist zu bemerken, dafs die Verhältnisse des Experimentes durch 
Nebenumstände, namentlich durch Reibungsvor^nge, soweit entstellt 
werden* dafs eine erhebliche Übereinstimmung mit der abstrakten Theorii 
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liherliaupt nicht zu erwarten ist. Es wird daher in unserem Palle 
etwa die Genauigkeit genügen 5 wir w^den dementsprechend als 

erlaubte Fehlergrenze des ganzen Wertes zulassen, d. h. wir werden 
solche Gröfsen vernachlässigen, deren absoluter Betrag, dividiert durch 
den absoluten Betrag des ganzen Wertes, kleiner als ist. 

Nach dieser Verabredung zeigen wir ein für allemal, dafs wir 
bei geeigneter Anordnung der Rechnung immer nur die beiden ersten 
Glieder der ^-Beihe zu berücksichtigen brauchen. Wir setzen dabei 
voraus: 1) dafs und 2 ) dafs das Argument der O’-Eeihe dem 

den Nullpunkt umgebenden Periodenrechtecke angehört. Wäre nämlich 
©'< 03 , so könnten wir nach Gleichung (3) zu einer Reihe übergehen, 
in welcher die Werte der Perioden vertauscht sind; läge ferner der das 
Argument repräsentierende Punkt der Ebene in einem der anderen 
Periodenrechtecke , so könnten wir die Punktion algicichungen der 
‘ü’-Punktion heranziehen und, indem wir ein geeignetes Periodenvieh 
faches absondern, den Punkt auf das Ausgangsrechteck reduzieren. 

Zum Beweise der vorstehenden Behauptung ersetzen wir in Glei- 
chung (1) jedes Glied durch seinen absoluten Betrag. Für den Rest 
B der Reihe vom dritten Gliede inklusive ab bekommen wir so 


( 6 ) \B\< i sin 5-s | + | sin 7^ H 

Wir zeigen zunächst allgemein, dafs stets 

(7) I sin (a . 


In der That haben wir 

I sm (öt -k k = ^ * 

also 


4 


s(^T. 


sin (a -j” ib) | ^ 


e ° 




< e 




Nun können wir uns naeb Obigem auf solche Werte von t be- 
schränken, deren imaginärer Teil absolut genommen nicht gröfser als 
cö' ist. Bezeichnen wir den imaginären Teil von s mit t, so wird 
nach Gleichung ( 2 ) 

und mithin wegen (7) 

S a>' T Ui' 

j sin 5s I ^ e * “ *, | sin 7s | ^ ”"’*•• • 

Die rechten Seiten dieser Ungleichungen können nach ( 2 ) hez. mit 
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q ^ y q ^ • fcezeiclmet werden. Die Ungleichung ( 6 ) geht daher 

über in. 

jiJi<2 (g-A + g“^ + ...)* 

Man überzeugt sich leicht^ dafs die Glieder der rechten Seite stärker 
abnehmen^ wie die Glieder der folgenden geometrischen Reihe: 


2(^-A + g-A + g^%+...) = 


Infolgedessen wird 

( 8 ) 


\^\< 


2 a 



Den absoluten Betrag dieses Bestwertes JS, bez. die soeben fest- 
gestellte obere Grenze desselben, haben wir mit dem absoluten Betrag 
des ganzen Wertes 0*0, bez. mit irgend einer unteren Grenze .desselben, 
zu dividieren, um eine obere Grenze für den relativen Fehler zu erhalten. 
Dabei ist zu berücksichtigen, dafs die -ü- Funktion verschwindet für ein 
verschwindendes ty so dafs wir bei sehr kleinem Werte von j t ** für 
unseren relativen Fehler ‘scheinbar ein sehr ungünstiges Resultat er- 
halten würden. Deshalb wollen wir noch die ausdrückliche Beschränkung 
hinzufügen, dafs der Wert von j t j nicht zu klein, sagen wir etwa 

nicht kleiner als — sein darf, wenn wir unser Verfahi'en an wen den 
wollen. Unter dieser Voraussetzung ist 1 ^ 1 > 5^7 gleichzeitig gilt für 
alle Punkte im Innern unseres Periodenrechtecks: 


(9) 


sin s 1 > sin > 0,03. 


Wir haben demnach jetzt unter der Voraussetzung 1 1 ■ 
untere Grenze füi* den Wert von | %• {£) j festzustellen. 

Zunächst schi'eiben wir mit Benutzung der oben eingeführten Ab- 


kürzung i?: 

I j == 2 ^"^ I sin 5 


2 SlU 3 S j .K 

Q . j, ; ■ 

Sin s sin s 


Sodann benutzen wir den Satz, dafs der absolute Betrag einer Su mm e 
gröfser oder gleich der Differenz der absoluten Beträge der Summanden 
ist. BQemach wird 


( 10 ) 


! '^(0 i i sin 5 


f 

j sin S s 


B j 

1 

X ” Cf • 

^ sm s j 


sin s 1 


Die Klammer werden wir nun weiter verkleinern, indem wir den ersten 
Term kleiner und den zweiten Term gröfser machen. Setzen wir in 
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letzterem für | E [ de® in ( 8 ) gefundenen zu grofsen, filr | sin sf den 
in ( 9 ) angegebenen zu kleinen Wert^ so ergiebt sieh 

1 2 aiß s 1 — OfiS 


BerücksieMigen wir ferner ^ dafs wir ims auf den Fall 
d. ii. q^er-^^ besckränken wollten, so erkalten wir selbst in dem un- 
günstigsten Falle m' 

(11) 


ö 3 , d. h. q 
B 


2 sin $ 


wenn wir ausreeknenr 
<0,0006. 


Andererseits wollen wir in dem ersten Terme der vorgenannten 
Klammer den Bruch sin 35 : sin s ausdividieren. Erset25en wir abermals 
den absoluten Betrag der so entstehenden Summe durch die Differenz 
der absoluten Beträge, so finden wir: 


1 


o am 3 5 
^ sm s 


1 1 — 3^2 + 44« sin« 5 I > 1 — 34 « — 44 « I sm«;5 j 


Es ist aber nach (7) für alle Punkte unseres Periodenrechtecks: 


2 <ö' a« 



1 sin*s j < e , 

d. h. 1 sin® s j 

i<3“^ 

Mithin haben ■wir 



0 sin 3 s 

1 4 « 

^ sm s 

' V 

1 

J-Ci 

1 

- 84 « 


oder, wenn wir abermals zu dem ungünstigsten Falle 4 = ^ ühergeHm: 


( 12 ) 


0 sia 3 s 


1 — 0,1724 ~ 0,0054, d. k > 0,8222. 


Aus (10), ( 11 ) und (12) ergiebt sich also für \ d'(i) | die folgende 
untere Grenze 

j ^(0 i > i sin s i • 0,8214, 
oder mit Rücksicht auf ( 9 ) 

(13) |-(^(^)j> 2 #. 0,0246. 

Mit Hülfe der Ungleichungen ( 8 ) und (13) lafst sich nun die frag- 
liche obere Grenze für den relativen Fehler ! ü j : [ ^ | sofort be- 

rechnen. Wir haben nämlich 


i^i ^ 1 . 

1 a (t) 1 ^ 1 — 4V4 0,0246 ’ 

wertet man aber diesen Ausdruck für den ungÜBstigsten Fall q — er^ 
aus, so findet man 


1^1 ^ 1,68 


1 
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Wir werden daher sagen können: 

JBei der verlangten Genauigkeit genügt es (dkmal, die beiden 
ersten Glieder der d'-Heihe beizuhehilteny es sei dentij dafs das Argument 
der d'-JReihe von Null sehr wenig verschieden ist, (U 1 < ^) * 

Übrigens ist die zuletzt genannte Ausnahme nur durch den Gang 
unserer Rechnung^ nicht durch die Natur der Sache bedingt. Durch 
besondere Überlegungen, weiche wir hier indessen nicht ausfuhren 
wollen, lieise sie sich beseitigen, so dafs unser Satz aligemeiiie Gültig- 
keit erhalt. 

Dahei ist noch zu bemerken, dals wir bei unserer Absdhätzung 
recht grobe Vernachlässigungen Yorgenonunen haben, sich also in 
Wirklichkeit die Sache noch erheblich günstiger stellen wird. Dieser 
Umstand möge es rechtfertigen, wenn wir im Folgenden auch die Reihe 
für den Differentialquotienten ^'(0? nur wenig schlechter kon- 

vergiert, wie die ff-Reihe selbst, ohne Weiteres mit dem zweiten Giiede 
ahbreehen werden. Übrigens wäre eine eigene Fehlerabschätzung auch 
bei dieser Reihe nicht schwer und fast genau so durchzuführen wie die 
obige. Ferner werden wir uns aus eben jenem Grunde für berechtigt 
halten, wenn mehrere 4>-Reih8n zu Quotienten oder Produkten zu- 
sarömentreten, jede einzelne Reihe mit dem zweiten Giiede abzubrechen, 
obwohl bei einer Kombination von n d-- Reihen als obere Grenze des 
Fehlers zunächst das fache der früher festgestellten Fehlergrenze 
angenommen werden müfste. — 

Wir gehen jetzt zur wirklichen Durchführung eines numerischen 
Beispiels über. 

Dabei legen wir etwa den pag, 299 betrachteten Kxeisel zu Grunde, 
welcher aus einem Schwungrade von quadratischem Qaerschnitt bestand. 
Die Seitenlange des Querschnittquadratee betrag 2 cm, der Abstand 
seines Mittelpunktes von der Figurenaxe 5 cm, der Unterstüiaungspunkt 

lag Y cm unter dem Schwerpunkte. Für die Träghsitsmomente und für 

das Drehmoment der Schwerkraft fanden wir 1. c., unter q die Dichtig- 
keit des Materiales verstanden, die folgenden, im absoluten Mafssystem 
gemessenen Werte: 

G=lÖ00p5r, P=100pa:^. 

Über die Anfangslage des Kreisels setzen wir etwa fest, dafs zu 
Beginn der Bewegung der Winkel -0'^ zwischen Figurenaxe und Vertikale 
gleich 60® sei. Wir haben dann 

e^cos d-o^ Y' 
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Sodann legen wir den anfänglichen Bewegungszustand durch die 
Impulskomponenten N und w fest. Wir wollen N so wählen, dafs wir 
es mit einem starken Kreisel zu thun haben. Hierzu ist nach pag. 249 
in dem Torliegenden Falle P > 0 erforderlich 

• 2V*>2JLP(1 + «) 

d. h. hei unserem Kreisel, da ungefähr g = 100 ist, 

W2> 3- 750.•(100)V^®*• 

Dieser Ungleichung genügen wir, wenn wir beispielsweise annehmen 

JV= 4800^^1 

Der zugehörige Wert der Rotationskomponente r wird dann 

y = _==4,8a:, 

d. h. (vgL pag. 11) 2, 4 Umdrehungen in der Sekunde. Ferner wollen 
wir über den Wert der Impulskomponente n so verfügen, dafs yi etwas 
kleiner wie 'N und positiv wird^ in welchem Palle wir die auf der 
Ungleichung 0 < < JV" beruhenden Angaben über die N’ullstellen der 

ß} ^ hieran anschliefsende Darstellung 

durch 0*- Funktionen genau in der frülieren Form in Anwendung l)ringen 
können. Wir wählen etwa 

n — 4200 Q7t^. 

Demnächst berechnen wir die Werte von e' und e" aus der Glei- 
chung Ul — 0 von pag. 240, welche in unserem Falle lautet: 

— (m + y) (4200^ + 4800«) + 2 (l + |-) 4200 • 4800 p««* 

— (1 — M®) 750 • 100 p« = 0. 

Benutzen wir wieder für g den Wert 100 jt“, so folgt 
125^2 — 228w-f 97 = 0 

oder 

«^'* — l,824ei + 0,776 = 0. 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind 0,6759 und 1,1481. Mithin haben 
wir in der pag. 261 festgesetzten Reihenfolge; 

(14) . e = 0,5000, , = 0,6759, e"= 1,1481. 

Jetzt berechnen wir den Legendreschen Modul 

und gehen von diesem zu dem Winkel 

0 = arc sin k — 31,40® 
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über. Der. zu dem komplementären Modul h' in entsprechender Weise 
hinzugehörende Winkel 0' ist daher 


0'= 90® — 0 = 58,60«. 

Die Hülfsgröfsen 21 ^ qpj von pag. 264 werden gleichzeitig- 

log Jf= 0, 1851 — 1, = 71 ^ 10 «^ ^6 = 70,60®- 

Darauf sehen wir in der Legendreschen Tafel I die Werte Ton 
log F (ä, y) und log F {k', y) nach. Wir finden auf pag. 228 und 
pag. 233 dieser Tafel 

log F y) = 0,2298 , log F {k’, f) = 0,3263. 

Mithin haben wir 


log F(k, 1) = 0,2298 
logM =0,1851 — 1 

log 03 = 0,4149 — 1 

(15) ra = 0,2600 


iogJ’(Ä:', f) = 0,3263 
log M = 0,1851 — 1 

log = o,&114 — 1 

cd' =0,3246. 


In unserem Beispiel liegt also der för die Berechnung der '^-Funktionen 
günstige Fall Yor, dafs die Höhe des Periodenrechtecks grölser ist als 
die Breite. Wir werden also keinen Grund haben, die in Gleichung (3) 
angegebene Uniformung der O’-Reihen vorzunehmen. 

Aus log (D und log o' bilden wir nach Gleichung (2) die Gröfse q. 
Es ergiebt sich 

log q = 0,2959 — 2 , q = 0,0198 . 


Ferner haben wir die Gröfsen a und & aus der Legendreschen 
Tafel IX zu bestimmen, wobei eine kleine Interpolation nötig wird. 
Es ergiebt sich nach pag. 339 dieser Tafel: 


F {¥, (pa) = 1,5129 , F (¥, cp,.) = 1,4988 . 


Mithin wird 

«r 


log F(h', 9 )„) = 0,1798 

log F {¥, (fb) 

= 0,1757 

logüf =0,1851-1 

logM 

= 0,1851 — 1 

log a = 0,3649 — 1 

logh 

= 0,3608 — i 

(16) a = 0,2317 

b 

= 0,2295 


Wir stellen sogleich einige bei der Berechnung unserer ^-Reihen 
häufig vorkommende Gröfsen in einer kleinen Tabelle zusammen: 

Klein- Sommerfeld, Kieiaelböwegtyiif. i. Aufl. 29 
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an an ^aer San 

^ -= 4,0663 , e“ ^ = 0,2466 , = 60,74, e *" = 0,02 , 

— i sin s*® 1,9049 , cos = 2,1514 , 

-tfl» sin ^ = 0,0130, cos ^^0,0130; 

hn Sftg* 

<^«=4^031, e *“ = 0,2498, e»" =64,15, e *"=0,02, 

— t sin — == 1,8766 , cos ^ = 2,1266 , 

— ♦ 2 * sin ^1^ = 0,0125, g* cos = 0,0125 ; 

— a)rt <»' — «) Jt — a) yi’ 8(fai -> -e)yt 

«““*^ = 1,7681, e *" =0,5704,6 =5,39, e *“ =0,19, 

_ * siQ = 0,5913 , cos = 1,1617 , 

- » 2 * sin = 0,0011 , 2* cos = 0,0011 ; 

6 *“ =1,7766, e” *" =0,5629, e *" =5,60, e =0,18, 

_ i sin = 0,6068 , cos = 1 1697 , 

_ ig* ain = 0,0011 , 2* cos = 0,0011 . 


Nunmelur können wir zur Berechnung der Bahnkurve übergehen, 
welche die Kreiselspitz» auf der Einheitskugel beschreibt. Da e und e* 
beide positiv sind, die Bahnkurve also ganz auf der nördlichen Halb- 
kugel verläuft, so werden wir die Kurve so zeichnen, wie sie bei 
stereographischer Projektion vom Südpole erscheint« Dementsprechend 
wählen wir als analytische Darstellung der Bahnkurve die Gleichung (4') 
von pag. 433 


(17) 


X = ; 

d* (< + ’ 

^ d {im* — ia) 

~ -0* (flj 4* — ih) ^ 


L 


' 4 » 


Alsdann bedeutet, wie wir wissen, A direkt diejenige komplexe 
Variable, weiche im gewöhnlichen GauJ^schen Sinne dem Bildpunkte 
der Kreiseispitze in der Äquatorebene der Einheitskugel bei stereo- 
graphischer Projektion vom Südpole entspricht. 

Hier sind zunächst die Konstanten K und L zu finden. 

Wir haben, wenn wir die d'-Reihen mit dem zweiten Gliede ab- 
bTechen und die in der vorigen Tabelle angegebenen Werte benutzen: 
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jk:= 


. tam-i— — i — i--- ^ 

i{(o~b)7t ^ 


+ 2* 


Si(a}' — &) Ä 


2ßj ' ^ 2eo 

0,6913 — 0,0011 4,0563 ^ . 

1,1697 + 0,0011 4,0031 “ 

Sodann berechnen wir zur Bestinmning von L die Grdiben l und 
V nach den Gleichungen (18) von pag. 428: 

, . '9*'^ (iea' — ia) ,/ . (ico' — co -f- ih) 

^ ^ {ico' — ia) ^ ^ d‘ {iai' — co -j- ih ^ ’ 

hier wollen wir V noch ein wenig umfomen, indem wir schreiben: 

j . /d‘'( — »fio' — (o ih) i«\ . -f- im' — t ^ , 

^ \ (— “ im* — flj + ® ^ -O" (fl> -1- im' — ih) * m ’ 

jr 1t .^'{m-{-im' — ih) 

m ^ 0“ (flo + i(ö ' — ib) 

Da wir auch die Reihe für mit dem zweiten GUede abbreehen 
wollten, so ergiebt sich mit Rücksicht auf unsere Tabelle: 


also wird 




%(co — a) 7c 

I -_h — ^ 

2q} 


-3 g* C08 


$i{m' — a)w 




2© 

1,1617 — 0,0083 
“ 2<o 0,6913 — 0,0011 


a)it , . . . 3 f (ca ' — ö) « 
^ g* sm — ^ — 


V — 


Hieraus folgt 


n 
2 <0 


■ X am 


h 

i {tä' — h)ic 
2o 


2<d 


3 i g* sin 


3i(fo' — h)‘3C 
2co 


i((a'—h)K , * Bi{m' — h)i!t 

2o"- + « ^ 


Ä 0j6068 "l- 0,0033 3f q 

2^ 1,1697 4- 0,0011 ■“ ““ 2© ’■ 


*■ (1,963 — 0,521) * 


1,442. 


■ 2© / .2a> 

Diese Werte der Konstanten setzen wir in GHeictung (11) ein, 
breclien abermals die S’-Reiben mit d e m zweiten OHeds ab und lösen 
die trigonometriscben Funktionen ia einen reellen und imaginären Teil 
auf. Setzen wir noch zur Abkärznng g = s und ziehen unsere Tabdle 
Ton pag. 450 zu Rate, so ergiebt sieb: 

. , , , I , . . /2 19fi.5f.nas4-Q.0125co83s} — t(l,S7698m8 -f-0,0125sm3s} 

(18; Ä=0,511s^--*« (2,1514 sms-d,Öi30 sm3s) + i(i.90^9 co8S-0,0i30 cos 3s) 

Wir wollen auf dem einzelnen Halbbogen zwischen den Paraliel- 

kreisen e und e zehn Punkte berechnen, welche bez. den äquidistanten 

29* 
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Werten ^ = 0, y, ^ zugehören mögen. Die entsprechenden 

Werte von s sind ® j • • • Y ® 1*^°? 20* . . . 90®. 

Die zugehörigen Werte von l mögen mit A,,, Ag . . . Ag bezeichnet 
werden. Man berechnet praktischer Weise zuerst den absoluten Betrag 
dieser Gröfsen; das Verhältnis des reellen und imaginären Teiles ergiebt 
sich dann auf trigonometrischem Wege. Das Resultat der verhältnis- 
mäfsig bequemen Rechnung zeigt die folgende Tabelle: 

Ag — — 0,577 i 

Al = 0,164 — 0,549 i 
Ag = 0,304 — 0,470 i 
Ag = 0,406 — 0,356 i 
Al. = 0,464 — 0,227 i 
Aj = 0,480 — 0,108 i 
Ag = 0,471. -f 0,017 * 

A, = 0,439 + 0,118 i 
Aj = 0,393 + 0,205 i 
Ag = 0,338 + 0,281 i. 

Der letzte Wert liefert eine erwünschte Kontrolle unserer Rechnuns: 
es jnufs nämlich, sein absoluter Betrag gleich dem Radius des in die 
Aquatorebene stereographisch projicierten Parallelkreises c', d. h. gleich 

taug arc cos sein. In der That wird 

log I 1 = 0,6434 — 1 == log tang (23<> 45') 
und in Übereinstimmung mit Gleichung (14) bis auf einen Fehler, der 
weniger als des ganzen Wertes beträgt, 

cos (47^30') == 0,6756 -= e'. 

Die vorstehenden Werte von X geben uns für die Zeichnung der 
Bahnkurve in stereographischer Projektion die rechtwinktigen Koordi- • 
naten von zehn ihrer Punkte, welche in der folgenden Figur durch die 
Zahlen 0, 1, 2, . . . markiert sind. .Man hat dabei nur zu beachten, 
dafs die positive reelle und imaginäre Axe der A- Ebene durch Pro- 
jektion aus denjenigen beiden Meridianen der Einheitskugel entstehen, 
welche bez. durch die positive x- und y-Axe hindurchgehen. Da die 
erstere in die letztere von der Vertikalen gesehen durch eine Drehung 
im Sinne des Uhrzeigers ühergeführt wird (vgL die in Figur 4 auf 
pag. 18 enthaltene Festsetzung), so gilt das Entsprechende für die 
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ijositiye reelle und imaginäre Axe der A-Ebene. Zählen wir die reelle 
Axe positiv nach rechts^ so müssen wir die imaginäre Axe nach unten j 
also umgekehrt wie es in der Gaiifsischen Ebene zu geschehen pflegt, 
positiv rechnen. Hierauf beziehen sieh die Pfeile in der Figur. 

Die Bahnkurve setzt, 
wie die Figur zeigt, auf der 
negativ imaginären Axe ein 
und umläuft die Vertikale 
im Sinne des Uhrzeigers. 

Die Verschiedenheit in den 
Längen der Teiibögen 0 1 , 

12, 2 3, . . welche sämt- 
lich in demselben Zeitinter- 
valle Y durchlaufen werden, 

giebt uns gleichzeitig ein 
Bild von der wechseinden 
Geschwindigkeit der Kreisel- 
spitze. Der weitere Verlauf 
der Bahnkurve jenseits des 
Punktes 9 ist den Svm- 
“metrieverhältnisseTi entsprechend vervollständigt worden. 

Insbesondere bemerken wir noch, dafs die Spannweite des einzelnen 
Halbbogens unserer Bahnkurve, die Grofse deren Berechnung 

bereits pag. 269 gesprochen wurde, allgemein durch den Wert des Ex- 
ponenten Lt für t — £ö gegeben ist. Unsere Bahnknrvengleichung 
liefert nun für den Wert ^ 

^ iß "t” l ) Ci) — ^ • 

In unserem Beispiele wird also speziell 

= 1,442 ~=129H6' 48". 

Auch die Berechnung der übrigen Elemente der Kreiselbewegnng, 
z. B, die Berechnung der Horizontalprojektionen unserer beiden Impuis- 
kurven, bietet nun gar keine Schwierigkeit mehr. Die Ähnlichkeit m 
der analytischen Darstellung dieser Kurven mit der Darstellung unserer 
Bahnkurve wird dabei eine (qualitative Ähnlichkeit in dem Verlauf 
dieser Kurven mit der eben angezeichneten bewirken. 

Züm Schlüsse möchten wir nachdrücklichst auf die merkwürdige 
Einfachheit und den ganz elementaren Charakter der somit gewonnenen 
numerischen Berechn iings weise der Kreiselbahiieii hmweisen. Der 
® analytische Apparat der elliptischen Punktionen versieht uns nicht nur 
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mit der theoretisch genauen Bahnkulrengleichung (17), sondern auch, was 
nicht mindef bemerkenswert ist, mit einer höchst elementaren, praktisch 
ausreichenden üsTäherüngsformel (in unserem Beispiele Gleichung (18)), 
welche weit ToUstÄndiger und bequemer ist, als die am Schlüsse des 
vierten Kapitels entwickelten angenaherten Methoden. Natürlich ist 
die Zulässigkeit der in Rede stehenden Näherungsfonnel m die Be- 
dingung gebunden, dafs man das Argument der -Ü'-Funktion vorher 
auf das den Nullpunkt umgebende Periodenparallelogranim reduziert 
und dafa man, faÜs es nötig ist, ein Periodenrechteck von gröfserer 
Breite als Höhe in ein solches von gröfserer Höhe als Breite trans- 
formiert hat. Die Leichtigkeit, mit welcher diese Reduktion (durch 
die Punktionalgleichungen der ^-Funktionen) bez. diese Transformation 
(durch die Transformationagleichung (3)) bei den '3 -Funktionen aus- 
geführt werden kann, bildet einen der Vorzüge, welche die Rechnung 
mit den d’-Funktionen vor der direkten Auswertung der elliptischen 
Integrale auszeichnet. 

Dafs in unserer Nähei-ungsformel die transcendenten Konstanten 
d, co'f a und 6 Vorkommen, kann den elementaren Charakter der 
Näherungsmethode ebenso wenig beeinträchtigen, wie das Vorkommen 
der Exponentialgröfsen oder der trigonometrischen Funktionen, da jene 
GrÖfsen ebenso wie diese ohne ümslände aus den betreffenden Tafeln 
entnommen werden können. Wenn man also eine elementare analytische 
Behandlung der Eüreiselbewegung wünscht, so ist diese gerade auf dem 
Gebiete der elliptischen Funktionen zu suchen und durch Abbrechen der 
•ff-Reihen zu idealisieren. 

Überhaupt können wir sagen, indem wir die Ergebnisse dieses 
Paragraphen etwas verallgemeinernd aussprechen: Eine ^-Eeihe hedmtet 
praktisch nichts anderes als eine Summe von mei trigonomeir ischen Tenmi. 
Jede Formel mit eUiptisehmz Funktionen Vifst sich fwr die Zwecke des 
nutnerischen Rechnens dmrch eine solche mit wenigen trigonometrischen 
FmUionm erseißen. 

§ 7. DarsteUung der Bewegungen des kräftefreien Kreisels diiroh 
eUiptisoke Funktionen. 

Wir wollen in diesem Paragraphen die Bewegung des kräftefreien 
unsymmetrischen Kreisels, welche früher (vgl. pag. 149 ff.) nur bis zur 
Aufstellung der eUiptisehen Integrale geführt worden ist, nach dem 
Vorbilde der Theorie des schweren symmetrivSchen Kreisels eingehender 
untersuchen und durch die elliptischen Punktionen erxplicite darstellen. 

Wir werden uns hier auf die analytische Seite des Problems be- 
schränken dürfen, da wir die geometrischen Eigenschaften dieser Be-' 
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wegung schon früher (Kap. III § 2 ) im Anschlnsae Poinsot aus- 
giebig diskutiert haben. In erster Linie wünschen wir zu zeigen, wie 
auch hier unsere Parameter a, 7 , # die einfachste und roUstandigste 
Beschreibung des Bewegungsvorganges vermitteln. 

Um eine kurze Bezeichnung zu haben, belegen wir die gmize Eiasse 
der hier zu betrachtenden Bewegungen mit dem schon früher benutztm 
Namen der Foinsot-Bewegungm, 

Wir setzen zunächst die früher (pag. 148—150) gewonnenen Formeln 
her, welche für das Folgende hauptsächlich in Betracht kommen. Es 
sind dieses zunächst die beiden algebraischen Integrale der kiäftefreien 
Kreiselbewegung, die Sätze von der Konstanz der lebendigen Kraft und 
der Impulslänge: 

^ ^ \äY + + CV* == 


Bezeichnet ferner u das Quadrat der Länge des Drehungsvektors 

■U = ^ 

SO berechneten sich und als lineare Funktionen von wobei 

insbesondere 


( 2 ) 


war 


( 8 ) 


3 uAB — ^h{A + B) + G* 

*' “ {C-Ä){C— jB) 

; die Zeit t aber wurde das folgende elliptische Integral 




1 Pdu 
m f vqr^ 


in welchem die Konstante ni, (welche pag. 149 mit c bezeidinet wurde), 
den Wert 


(4) ^ = 2(^^ + 


G — Ä 
B 


A-B) _ „ a - B) (B — C) (C - A) 

• C / ”" ^ ABC 


hat. Die im Raume feste Impulsaxe wählten wir bequemer Weise zur 
dritten Koördinateiiaxe des im Saume festen Systems z. Dann 
drückten sich die Richtuhgskosinusee e, €\ t' dieser Axe gegen die 
im Körper festen Hauptträgheitsaxen X, F, Z einfach durch die folgen- 
den Gleichungen aus: 


(5) 


y — ^ --- 9i 

a ^ ^ — G y ^ Q 


Um die Behandlung des kräftefreien Kreisels möglichst enge an 
die des schweren Kreisels anzusohliefsen, wollen wir jetzt statt der 
Integrationsvariabeln u eine neue v einfiihren, welche gleich cos = c 
ist. Wir haben dann nach (5) 

Gr 
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die Beziehung zwischen u und v lautet daher nach (2) 

u AB— 2Ä {A-\-B)->r (?* 

(') “0* {C — A){C—B) 


Um t durch v auszudrücken, berechnen wir aus (6) und (7) 


( 8 ) 


7 ” ABC 


Ferner folgt aus (1) durch Elimination von ^ oder 


mithin 

(9) 


A{B—A)p^ = {2lC-~ — + (?V, 

BiA-B)q^ = {21C- G^v^) 4 - G'^ + G^v\ 


2 G\B-C) /{UB — G‘)a 
^ ~~ AC(S — j.) l {B — C) G^ 

2 G\A — C) ,'i<ihA - t?*) G 
S BC{A — B)\ {A — (J) G* ' 



Führen wir noch die Abkürztmgen ein 



(2hA —G^C , 2 _ {y.hB — G-) C 
(A ~ C) (?* ’ ^ ' (ß -- W(P " ■ 


- 0) (B 
A3 


_C) 0=’ 
' C'- 


(e^ 


v^} (i?" e 


so können wir sehreibeii 

(10) pq = y' F. 


Unser Integral (3) lantet daher ^ in die neue Variable v trans- 
formiert^ mit Rücksicht auf (8), (10) und den in (4) angegebenen 
Wert von. m: 


yv 

yy 


Unter der Quadratwurzel steht jetzt das Polynom vierten Grades F. 
Seine Nnllstellen v + e und v = + e/ .geben die säintlicheu Ver- 
zweigungspunkte der mmUättrigen Riemmnschm Fläche an^ 

auf welcher wir im Folgenden zu operieren haben. Je zwei überein- 
anderliegende Punkte der Riemannschen Fläche sind durch gleiche Werte 
von V und entgegengesetzt gleiche von ]/ F charakterisiert. 

Um die gegenseitige Lage der Verzweiguiigspunktc beurteiJen zu 
können; berechnen wir ans (9) zunächst 


(lOO 


/ 2 _ .2 B) c 

{A — C) {B'— G) ’ 


ferner setzen wir bezüglich der Hauptträgheifcsmomente A., Bj G voraus: 


-ä>J5> C. 
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Dann werden nach (9') und (10') die Vorzeichen Ton und 
bez. gleich den Vorzeichen der Gröfsen 

2hÄ~G\ 2}iB—G\ 2}iC~G\ 

Die letzteren ergeben sich aber^ wenn wir aus den Gleichungen (1) 
der Reihe nach und eliminieren. Dann entsteht nämlich 

( 2hÄ — G^ ^ B{Ä ~ B)q^ -f GiA — C)r ^ , 

( 11 ) 2hB~- G^^ = Ä(B — Ä)p^ + C(B — C)r- , 

\ 2 J 1 C - G'^ ^ Ä{C - Ä)p^^ + B(C — B)qK 

Hier ist die rechte Seite der ersten Gleichung^ da bei der 

thatsächlich stattfindenden Kreiselbewegung reelle positive Grölsen sind^ 
wegen der für die Hauptträgheitsmoinente festgesetzten Ungleichung 
jedenfalls positiv, die rechte Seite der letzten Gleichung sicherlich 
negativ. Dagegen kann die rechte Seite der zweiten Gleichung (wegen 
B — - 4 . < 0 und B ■' — C > 0) sowohl positiv wie negativ sein. Wir 
teilen daher die Bewegungen des kräftefreien Ejreisels in zwei ver- 
schiedene Klassen 2hS — G^ >0 und 2hB — G^ <0 ein; den Grenz- 
fäilen 2}i3 — 6r^ = 0, welche beiden Klassen gemeinsain sind, gehört 
unter Anderem die instabile Rotation um die mittlere Hauptträgheitsaxe 
mit i? = 0, r — 0 zu. Wir wollen aber im Folgenden vorerst nur 
solche Bewegungen betrachten, welche zu der Klasse 2hB — G^>0 
gehören. Dann haben Vvdr 

2hA—G^^>0, 2hB—G^>0, 2h€-G^<0, 
und dementsprechend 

Die vier VerBweig'mtgspimUe + ß, + ß' liegen also sämtlkh auf der 
reellen .Acce und folgen auf einander in der EäJwnfolge: 

C50< — e< — 

Die folgende Figur stellt einen durch die reelle Axe gelegten Aus- 
schnitt aus der Riemannschen Fläche {v, YV) vor. Auf der so ent- 



-\i -e 6 -f-e' +e 


Fig. 66. 

stehenden Doppelgeraden unterscheiden wir die vier Segmente ( — e, — e'), 
( — e', -|-e'), (+e', + ß) ^iid das im Unendlichen geschlossene Segment 
cx), — ß). Nach Gleichung (9') ist V in dem ersten und 
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dritten dieser Segmente positiv, in dem zweiten und vierten negativ. 
Damit also t reell ausfällt, ist die Integrationsvariable v a.uf eins der 
erstgenannten Segmente, sagen wir auf das Segment (-f- e', -f- e) zu 
beschränken. Um dieses haben wir sie, damit dt überdies positiv wird, 
fortgesetzt in demselben Sinne (vgl. den Pfeil der Figur) herumzuführen. 
Die untere Grenze des Integrals legen wir in den Verzweigungspunkt 

V ~ C: 

Im Folgenden bezeichnen wir mit 2o» den Zuwachs, den t bei einem 
vollen Umlauf um unser Integrationssegment ee erfahrt, setzen also 

(w) •^-fw 

e 

Derselbe Zuwachs 2(o entsteht dann auch hei einem (in geeignetem 
Sixme gerechneten) Umlauf lim das Segment ( — * c, — e). Andrerseits 
bezeichnen wir (aus später ersichtlichen Gründen) den Zuwachs, den 
bei einem Umlauf um eins der beiden anderen Segmente ( — e') bez, 

(e, oo, — e) annimmt, mit so dafs also beispielsweise wird 



Die Grolsen 2ßj und 4i(o' lieifsen die JPerioden tmseres überall endlichen 
Integrals t. 

Vor allem müssen wir uns jetzt mit unseren Parametern a, 
y, 6 beschäftigen. Wir leiten zunächst Integralausdrücke für die Loga- 
rithmen dieser Gröfsen aus den pag. 43 gegebenen Gleichungen (4) ab. 
Beispielsweise haben wir nach der ersten dieser Gleichungen 

(13) 1+J.^ L . 

Um hier den Quotienten “ durch bekannte Gröfsen auszudrücken, ver- 
gleichen wir die dritten Horizontalreihen in den Sehematen (3) und (9) 
von pag. 17 und 21 miteinander. Wir finden dann 

(14) ßä = i^, a$ + ßr=^c". 

Verbindet man die letzte dieser Gleichungen mit der Identität a 6 =: 1 , 
so ergiebt sieh 

(140 ßY=.^-~l. 

Aus (14) und (14') folgt nun durch Division 

jß_ ic" + g c J 

ßj c''“!- f tc' — c 
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Hier tragen wir noch die in (5) angegebnen Werte von c, 0 ', c;'' ein 
und erhalten: 

+ g — Cr 

Cf Cr + 


(15) 


Ap — iBq 


Mithin gaht Gleiehtmg (13) über in 


(16) 


d log tt 
dt 


iü 1 5 + 

2 * 2 Cr+G ' 


Auf der rechten Seite wolleil wir p, ^ durch v ausdrücken. 
Bringen wir auf gleichen Nenner, so ergiebt sich rechts 

i{Äp'+ + Cr*) -f iGr + (A — B)p(i 
2(Cr+ G) 

Im Zähler ist der erste Term nach dem Satze der lebendigen Kraft 
konstant = 2iÄ.; der letzte Term wird nach Gleichung (10) gleich 
GyV. Mithin nimmt (16), wenn wir für r den Wert aus Gleichung (6) 
substituieren, die Fom an: 


(16') 


d log a 
dt 




2(v+ 1) 

Ersetzen wir endlich die Differentiation- nach t clureii eine solche 
nach t’, so ergiebt sich 


(16") 


d log a 
di> 


^ih iß ^ 
-ff T 


2(» + i) yv 

Die Integraldarstdluna mn log a lautet daher, wenn wir die un- 
wesentliche Integrationskonstante weglassen: 

’!i54.1£«4. vy 

a -r G ^^V'' dv . 

5 (c + 1) vT ’ 


(17) 


lOg 




in ents^prechende/r ¥r^eise ftndd nian 

lögß 


(17) 




. 2ife iG . .yp 
— ^ 0- ® ■+ > 7 


2{v — i) 
2ih iG 


\ lögr 


log(J 


_ fJlzhiJl 

~J 2(d-1'1 

=/ 


2t/i 


dv 

vf‘ 

dv 

yf' 

iG , , /-c?- 

+ dv 


2 (ü •+ 1) 

Wir haben nun das Verhalten dieser Integrale auf unserer Rie- 
mannschen Fläche (t;, VV), insbesondere die Lage der Unendiicnkeits- 
stellen zu untersuchen. 
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BetracMen wir z. B. log et. Vou den Unendliclikeitsstellen des 
Integranden, d. i. den Stellen v — + — — 1, v — oo kommen 

die Verzweigungspunkte + e und CInendlichkeitsstellen des 

Integrals nickt in Betracht, weil hier die Ordnung des Unendlic Werdens 
kleiner als 1 ist. Die beiden anderen Steilen, v~ — 1 J v = oo 
repräsentieren auf der ßiemanuschen Fläche je zwei übereinanderliegende 
Punkte. Wir werden nun sehen, dafs log a in den beiden übereinander- 
liegenden Punkten v — oo, aber nur in einem der Punkte v~ — ] 
logarithmisch unendlich wird. 

Bei der Untersuchung der Stelle v — oo können wir im Zähler 
der Integraldarstellung (17) die beiden ersten Terme gegen den dritten 
Yy fortlassen, weil jene von niedrigerer Ordnung imendlich werden 
wie dieser. Streichen wir auch im Nenner 1 gegen v, so behalten wir 
einfach übrig 

(18) log « = y = Y log '>{■ 

Diese B;eclimmg gilt gleiclimälsig für beide Punkte v — oo der 
Riemannseben Fläche und für alle vier Parameter a, ä. V7ir 

sehen also : 

Ji'ür v — oo iverden die LogarU'hmen aller vier Pa/ranteter in leiden 
Blättern der Fläche logarithmisch miendUch 

Wir fügen noch, indem wir uns auf die Erklärungen von pag. 404 
und auf die Darstellung von log a in Gleichung (18) stützen, hinzu: 

Bei einem positiven, auf der Biemannschen Fläche geschlossenen ein- 
maligen Umlauf um eine der hmden Stellen v — oo erfahren die Loga- 
rithmen unserer vier ParoAneter den Zuwachs — 7t i. 

Indem wir zur Stelle v == — 1 übergehen, bemerken wir zunächst, 
dafs, wenn + 1 = 0, d. h. Cr -|- (? = 0 ist, nach den beiden letzten 
Gliedern von Gleichung (15) gleichzeitig auch entweder Äp + iBq 
oder Ap — iBq verschwindet. Das eine findet im einen, das andere 
im anderen Blatte der Riemannschen Fläche statt. 

In demjenigen Blatte nun, wo Ap + iBq verschwindet, bleibt nach 

Gleichung (16) — ™d also auch log cc endlich, weil hier das Nuil- 

werden des Nenners durch das des Zählers aufgehoben wird. Wir 
merken insbesondere noch den Wert von ]/F an, der sich aus dem 
soeben erwiesenen Yerschwinden des Zählers in Gleichung (17) ergiebt: 

In dem anderen Blatte dagegen, wo Äp — iBq verschwindet, 
findet ein ünendlichwerden von log a statt. Die Art des Unendlich- 
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Werdens ergiebt sicli folgendermafsen. Da die Werte Ton VV in äber- 
eiiianderliegenden Punkten der Riemannselieii Fläciie sich nur im Vor- 
Zeichen unte^heiden, so wird für die in Rede stehende SteUc der 
Wert von 'j/V dem soeben angegebenen entgegengesetzt gleich; wir 
haben jetzt: 


>/F=4-(? 


2 i/i 

G' 


iO 


V tM. 


Der Zähler in Gleichung (17) wird also einfach gleich 2yF, so dafs 
sich ergiebt: 

(180 log « = J = log (« + 1). 


Untersucht man in entsprechender Weise das Verhalten von log 
log log d an den Stellen t? = + so kommt man zu dem folgenden 
zusammenfassenden Resultat: 

Die Logarithmen unserer Parametm^ a', ß, y. ö teerräen je in äfietn 
der 'oier m den Werten ^; == + 1 gehörigm Punkten der Bkrm^mschen 
Fläche {vy YV) logarifhmisch unendlich. Der Zuwachs y den diese Loga- 
rühmen hei einem positiven einr/ialigen Umlauf um die betreffende Un- 
endlichkeitssielle erfahren y ist, wie aus Gleichung (18') Itervargeht, gleich 

Die Verteilung der Unendlichkeitsstellen auf die beiden Blätter 
der Riemannschen Fläche ist in Fig. 66 pag. 457 durch Beifügung der 
Buchstaben a, ß, y, d angedeutet. 

Das Verhalten unserer Parameter auf der Riemannschen Fläche im 
vorliegenden Falle ist hiernach nicht ganz so einfach wie im Falle des 
schweren symmetrischen Kreisels. Ihre Logarithmen sind jetzt nicht 
wie fe’üher Normalintegrale dritter Gattung, da sie im Ganzen an drei 
Stellen der Riemannschen Flache unendlich werden, nä m lich je an zwei 
bei V = oo und je an einer hei t? = + 1 gelegenen Stelle. Dieser 
Umstand hat für die spätere Darstellung dui'ch die ^-Funktionen seine 
gewichtigen Konsequenzen. 

Nunmehr gehen wir von den Logarithmen zu den Parametern 
selbst über. Dabei verwandelt sich die logarithmische Unstetigkeit (Ib ) 
in eine einfache NuUstelle, die ünstetigkeit (18) aber in eine Uiiend- 
lichkeitsstelle, in deren Umgebung sieh a (und entsprechend ß, y und d) 
wie CYv verhält. Hieraus folgt, dafs unsere Parameter im UnmdlkJien 
der Riemannschen Fläche verzweigt sind; sie ändern sich namlieh bei 
einem auf der Fläche geschlossenen Umlauf um einen der beiden Punkte 
^ = C 50 im Vorzeichen. Überall sonst sind sie relativ zur Riemannschen 
Fläche unverzweigt und bleiben dementsprechend bei allen denjenigen 
Umläufen ungeändert, welche den Wert von t ungeändert lassen. Ferner 
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nehmen sie bei den „Periodenumläufen" bei denen sich # um 2© bez. 
4i©' vermehrt, gewisse charakteristische Faktoren an, deren Loga- 
rithmen als Perioden der Integrale (17) berechnet werden könnten. 

Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir den XJmkehrgedanken ans 
§ 3 dieses Kapitels auf. Wir betrachten also von jetzt an t als unab- 
hängige Variable und deuten diese in einer komplexen i-Ebene. In 
dieser Ebene zeichnen wir das früher beschriebene schachbrettartige 
Muster (vgl. Figur 64), welches die Ebene in unendlich viele Recht- 
ecke einteilt, mit dem Unterschiede, dafs die Länge der horizontalen 
und vertikalen Rechteckaseiten jetzt 2© und 4©' beträgt. Jedes einzelne 
dieser Rechtecke stellt eine konforme Abbildung unserer Riemannschen 
Fläche (t;, VT) vor. 

Es genügt nun (wie früher) die Werteverteilung der Funktionen 
ß{t\ ^(0; d(^) in einem dieser Rechtecke zu verfolgen, weil der 
Übergang zu den benachbarten Rechtecken durch Multiplikation mit 
den vorher genannten Konstanten bewerkstelligt wird. Betrachten wir 
z. B. (vgl. Fig. 67) das Rechteck mit den Ecken 

© + 2i©', — ©-f-2i©', — © — 2i©', © — 2i(o\ 

Da jeder Parameter auf der Riemannschen Fläche an einer Stelle 0 
und an zwei Stellen oo wird, mufs es auch in unserem Rechtecke, 

welches ja ein eindeutiges Ab- 
bild der Fläche ist, für jeden 
Parameter eine Nullstelle und 
zwei Unendlichkeitsstellen geben. 
Wie liegen diese Stellen? 

Um die NullsteUen zu er- 
mitteln, berechnen wir den Wert 
des Integrals erster Gattung t von 
c bis I . Da 6 einen Cosinus be- 
deutet (den Cosinus des kleinsten 
Winkels, welchen die Axe Z mit 
der Axe is! bei der Kreiselbe- 
wegung bildet), so ist jedenfalls 
<2^1 und der Wert des genannten 
Integrales imaginär. Wir setzen 
ihn gleich is und haben, da 
yV nur die Quadrate von v 
enthält: 
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ffierno^ sind die NüUstdlen von y und ß dir^ gegeben durch 
t xsss ^ i$ und t = — is.- Um ferner zu den Nullstellen von a und d 
m gelangen, gehen wir entweder im oberen oder unteren Blatte Ton e 
durch das Unendliche hindurch naoh — e und Yon da nach dem Punkte 

— 1. Das Integral t nimmt hierbei einen der Werte + 2 i (o'+ is an. 
Von diesen liegen, als Punkte der ^Ebene gedeutet, die Werte 2i(o'—is 
und — in unserem Periodenrechteck Der eine vm ihnm 
liefert die NullsteÜe von oc, der andere die von d. Wie sich im Einz^en 
dfe ^ullstellen von y und ß auf die Punkte +is und die Ifnllßtellen 
von S und a auf die Punkte ;4i (2 ico' — is) verteilen, ist nicht schwer 
zu entscheiden. Wir gehen hierauf indessen nicht ein, sondern ver- 
weisen dieserhalb auf Eigur 67. 

Die Lage der Unendlichkeitsstellen ferner ist durch den Wert des 
Integrales 


«o . 



charakterisiert. Hierfür können wir auch schreiben, da V nur gerade 
Potenzen von v enthalt: 

JL / / * I \ 

^Uw'^JwJ 

<s — <* 

Der Wert dieses Ausdruckes ist aber nach Öleichung (12') bekannt, 
nämlich gleich ia}\ Verlegen wir den Integrationsweg in das andere 
Blatt, so ergiebt sich ersichtlich — io' statt + In der t-Ebene 
entsprechen daher den leiden übereinander liegenden Punkten t? =5 oo, 
den Unendlichlceitsstellen unserer Parameter , die Punkte ^ -f- im\ 

Aufser den angegebenen und in Figur 67 verzeichneteu Punkten 
sind natürlich die sämtlichen äquivalenten Punkte, welche sich von 
jenen um die Periodenvielfache 2mm iiin'ito' tmterscheiden, gleich- 
falls Null- bez. ünendlichkeitsstelleii. Die Ordnung des Null- und 
Unendlich Werdens ist dab€ 5 i dieselbe wie auf der Riemannschen Fläche. 
Die Ordnung der NuUstellen ist durchweg gleich 1, die der ünendlich- 

keitsstellen gleich y- 

Auf die Lage der Null- und Ünendliehkeitsstelleii gründen wir 
nun die analytische Darstellung unserer Parameter durch #•- Quotienten. 
Dabei ist wohl zu bemerken, dafs an der Definition der 6^-Puiiktion 
(vgl. pag. 418) eine kleine Änderung deshalb vorzunehmen ist, weil die 
Perioden unseres Integrals erster Gattung, welche früher 2© und 2 im 
hiefsen, jetzt mit 2 m und 4i©' bezeichnet wurdem Dementsprechend 
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ist in der Reihendarstellung sowie in den Punktionalgleielinngen der 
-^-Punktion etc, durchweg 2w' durch 4m' zu ersetzen. Um Zwei- 
deutigkeiten zu vermeiden, wollen wir diese O’-Funktion mit 0(^) 
bezeichnen — allerdings sehr im Gegensatz zu der von Jacobi ein- 
gefährten Bedeutung dieses Zeichens — während wir die Bezeichnung 
>d'(t) für die mit den Gröfsen 2 ot, 2i(o' gebildete Reihe reservieren. 
Ausführlich geschrieben lautet daher die Definition der beiden im 
Folgenden neben einander zu benutzenden Punktionen ^(t) und 0(^) 
folgendermalsen : ^ 

2o}, = sin ^ -j- ■ . . 

18 to'ji 

0 (t) 2(ö, 4iaj') = ö sin -- e sin ^ -| 

Um zur Darstellung von a zu gelangen, betrachten wir nun den 
Quotienten 

Bit — 4 “ 

|/0((5 — im') Q{t + 

Dieser wird an denselben Stellen und von derselben Ordnung null 
und unendlich wie unser Parameter a. Überdies ändert er sich ebenso 
wie dieser bei Vermehrung von t um 2oj bez. um 4im''ißm um kon- 
stante Faktoren. Dividieren wir also a durch diesen Quotienten, so 
bekommen wir eine nirgends im Endlichen verschwindende und nirgends 
unendlich werdende eindeutige Punktion, welche sich mit konstanten 
Faktoren multipliziert, wenn t um eine der Perioden vermehrt wird. 
Von einer solchen Funktion weist man aber genau so wie pag. 420 
nach, dafs sie die Form haben mufs. MitJdn folgt: 

(20) a = \ • 

|/0(e — »<b') • 0(t + *c»') 

In entsprechender Weise ergieht sich: 

ß = :-r- , 

|/0(i — im') ' Q (t i m') 

r = he‘‘‘ , 

}/e(t— io/) • e(t + im')' 

^ ]/0(i — im') • 0 -j- ico') 

Hier sind noch die Konstanten k und l zu bestimmen. 

Bezüglich der Konstanten 7 zeigen wir zunächst, dafs 

( 21 ) = 

sein mufs. Aus den Gleichungen (14') 
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ccd 


V 4- i 


ßr = 


V 1 


2 


folgt nämlicii , dafs diese Produkte ebenso wie v selbst doppelperiodiselie 
Fuuktioneii mit den Perioden 2 g 3 und sind. Vermehren wir nun 
^ um 2 03 j so würde sich ad und ßy bez. iim die Faktoren 

bez. 


ändern^ da die in ad nni ßy auftretenden ©-Funktionen im Quotienten 
ungeändert bleiben. Andrerseits würden sich dieselben (Jröfsen, wenn 
wir t um 4^*03" vermehren^ um die Faktoren 

eih+h)^i(o' bez. 

ändern. Diese sämtlichen vier Faktoren sind also gleich 1 zn setzen^ 
was nur dadurch zu erreichen ist^ dafs wir^ wie oben angegeben, 
Za = — ^3 ? h — h i^öhmen. 

Wir wollen ferner zeigen, dafs 

(m v-it+S 


ist. Zu dem Zwecke gehen wir von einer der Crleiehungen (14) • ans, 
welche vrir mit Rücksicht auf (5) so schreiben können: 


(23) 


k ' ßy 


iBq^ — Äp 


Nun zeigen aber die in den GL (9) für und berechneten Werte, 
dafs p und q bei emem einmaligen Umgang um die Verzweigungs- 
punkte V — e und v ~ e\ bei weichem t um 2 cö wächst, sich im Yor- 
zeiehon ändern, dafs sie aber bei einem Umgänge um die Punkte 
V e und v — — während dessen t um 4?'ß>' wächst, -ungeändert 
bleiben. Andrerseits würde nach den Gleichungen (20) und (21), wenn 
wir um 2o bez. 4 im' vermehi-en, ay die Faktoren annehmen 

2 CO ' 

fpi — ?2)2co beZ- ß CO 

Der erste dieser Faktoren ist also gleich — 1, der zweite gleich 4' 1 zu 
setzen. Dies führt mit Notwendigkeit auf die angegebene Relation (22). 

Somit bleibt nur noch die eine Greise \ übrig. Ihr Wert ergiebt 
sich aus (20) durch logarithmisebe Differentiation: 

•, dloga 0 ? log 0 (t-— 2?*ö)'4 

di, ~ 

, i idlogQit + im) , d log Qit — im') \ 

‘ 2 i dt ' dt i 

Hier können wir für t irgend einen speziellen Wert einsetzen, für 
den der zugehörige Wert von v und also auch (nach (16 )) der Wert 

£lexn-S ommerfeld, Kreiselfcöwegtuig, 2.-Aufl. SO 
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von 


bekannt ist. Z. B. kann man t 

Oft 


%ih , t(r 

h 7r> 


a 


— is nehmen, worauf 
c^logo; iG 


wird. 

(24') 


Es fo%t dann 

I 1 1 — i $) is) \ 

1 =*=» ^ T" ^ (aico') ' Sl i 0 (i(o' — is) 0 {ioa" I 


Hieraus erkennt man, dafs ly rein imaginär ist, so dafs wir 1^^ lieber 
gleich il setzen, wo l reell ist. 

Man könnte den Ausdruck für bez. für l leicht noch etwas yer- 
einfachen; indessen legen wir hierauf keinen Wert, da wir im Folgen- 
den die Gröfse l selbst neben den Gröfsen «o, ß>' und 5, welche allein 
zur Festlegung der Bewegung nicht ausreichen, als eme der chmaMeristi- 
sch^ Kmistanim der Toinsot- Bewegung ansehen werden. 

Die YoUsiÄndige Tabelle unserer Konstanten h lautet nun folgender- 
mafsen: 

(25) ^ = + 


Dm auch die Konstanten h zu bestimmen, gehen wir auf die An- 
fangswerte der a, ß, y , ö zur Zeit = 0 zurück und drücken diese 
nach der ursprünglichen Definition von pag. 21 durch die Anfangs werte 
der Eulerschen Winkel (p, ipy ^ aus. Wir haben ^nn 

*(yo-HV^o) 

«0 cos ^ 


Die Anfangszeit ^ ~ 0 ist nun so gewählt, dafs in ihr v ==^ e und 
also, nach den Gleichungen (9), g = 0 wird. Aus (6) ergiebt sich aber, 
dafs mit g auch der Kiichtungscosinuß c' zwischen der Y- und der 
a-kx'e yerschwindet. Der Winkel zwischen diesen beiden Axen ist 
also ein Rechter. Wir nannten aber diejenige Gerade der XF-Ebene, 
welche senkrecht zur’ Äf-Axe steht, die Knotenlinie. Mithin fallen für 
f 0 die Knotenlinie und die F- Axe zusammen. Es ist demnach 

=3 — Y zu nehmen. Der Winkel ferner ist gänzlich in unsere 

Willkür gegeben. In der That kann der Verlauf der Bewegung in 
keiner Weise davon abhängen, wie wir das ^ry^r-System im Raume 
orientieren. Wir können insbesondere also auch die x-Axe in der 
Anfangslage mit der Knotenlinie zusammenfailen lassen und dement- 
sprechend % — 0 wählen. Dann aber zeigen die genannten Gleichungen 
Ton pag. 21, dafs 

(26) «0 == — do, (So — n 

wird. Setjzen wir andrerseits in den Oleiehongen (20) t'= 0, so er- 
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kennen wir, dalfe naeh diesen öleielinagen 


(26') 


?o_ ^ ^ y* 


■wäre. Damit die letzten öleiclmngen mit den Torhergelieiideii ver- 
träglieh sind, mufs notwendig 

(27) \==k^, 

genommen werden. 

Um schliefslich den gemeinsamen Wert von kj^ und k^ einerseits, Ton 
jfej und kg andrerseits zu bestimmen, gehen wir auf die Gleichungen (14') 


(28) 


a6. 


ßf 


t? — i 
2 


zurück. Hier wollen wir die rechterhand stehenden doppeltperiodischen 
Funktionen Yon i 

2 


durch t darstellen. Da 1 ^ verschwindet und 

für i — + i(D' unendlich wird, so hat der Ausdruck 

Q (t — 2 ^ "t“ ^ — is) 

0 (i — tco') 0 {t 4“ 


dieselben Null- und Unendlichkeitsstellen in der ^Ebene wie t? + 1 * 
Er ist überdies .gleichfalls eine doppeltperiodische Funktion und kann 

sich daher von nur um eine Konstante unterscheiden. Wir 

haben also 


(29) 

und entsprechend 


0 — 2 ißj' + is) 0 (t 4- — is) 

9 (t — icö') 0 (i + io') 


(29') 


V — 1 p, 0(< is) 0 (t 4“ 

2 0 — io') 0 (i 4" 


Die Werte der hiermit eimgefiflirtea Konstanten G und C', welche 
natürlich nicht mit dem Trägheitsmomente C* verwechselt werden 
dürfen, ergeben sich leicht, wenn wir etwa in (29) t » is, in (29 ) 
t = 2im ' — is erusetzen. Dann werden die linken Seiten gleich 4” 1 
bez- — 1, und die 0- Quotienten der rechten Seiten gleich 

© (3 io' — 2i3) • 0(2 io') 

0 (io ' — i«) • 0 (io' 4^ i^) 

bes, gleich 

0(2 io'-— 2i8)-9(2io') _ e(2io'— -0(210') 

0 (ica' — i$) * 0 (3 io' — is) 0 (io' — is) • 6 (io' 4* 


Mithin haben wir 


/orv> 


0 (io ' — is) 0 (io 4~ is) 
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Setzen wir nun in den Gleichungen (28) linkerhand die Werte der 
ßj yj d aus (20) ein und drücken wir die rechten Seiten nach (29) 
aus, so heben sich die von t abhängigen Bestandteil heraus und wir 
erhalten unmittelbar: 

W == G, = G\ 

also mit Rücksicht auf (27): 

(31) *3 = /^, \^yc . 

Die Vorzeichen dieser sowie der in (20) vorkommenden Quadrat- 
wurzeln sind so zu wähienj dafs die aus letzteren entspringenden Werte 
von Kj, /So, do vorher besprochenen Anfangszustande über- 

einstimmen. 

Alles Vorhergehende siisammmfassend Iwnnm wir also unsere Paror 
md&>' durch, dojS nachstehende degantc Gleichmigssgstem darstellen: 

0 (t — i S) 

l/fj pilt 

^ ye(t — im') G (< + im ') > 

~ 0— iw'4-ix) Q(J_j_ -,:s) 

^ ^ }/B {t — i(o') 6 (t -)- im') ’ 

^ ' ]/0 (f — ^co') 0 (t, -h icoV 

I/Q e- ^ ‘ „„ ^ . 

y0 if — ia') 0 \t + i(o') ’ 

0 (?'a)' — is) 0 {im' is) 

0 (2 im' — 2 is) 0 (2 im') 

Durch diese Gleichungen sind die sämtlichen Poinsot-Bewegungen 
in ein einheitliches analytisches Schema gebracht. Wenn wir für die 
vier darin auftretenden Konstanten «?, o', s und l alle möglichen 
reellen Werte einsetzen, müssen sich alle möglichen Bewegungen des 
kräftefreien Kreisels ergeben. Durch eine Abzählung überzeugt man sich 
übrigens leicht, dals unsere vier Konstanten wirklich von einander 
unabhängig sind, ihre Zahl also nicht weiter herabgedrückt werden 
kann. Alle weiteren Sätze, welche wir im Folgenden aufstellen werden, 
sind einfache Folgerungen aus diesem analytischen Schema. 

Wir richten unsere Aufmerksamkeit zunächst auf die Bahnkurve, 
weiche irgend ein Punkt des Kreisels, der von 0 den Abstand 1 hat, 
im Raume beschreibt, (Die Bahnkurven aller übrigen Kreiselpnnkte, 
deren Abstand von 0 nicht gleich 1 ist, sind natürlich jenen Bahn- 
kurven geometrisch . ähnlich.) Die Lage des betreffenden Punktes gcgc^i 
den Kreisel charakterisieren wir wie früher durch die komplexe Gröfse 
A, die Lage im Raume durch A. 
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Dann bestellt zwischen Z und A die 
Beziehung: 

/oo\ 1 CiA-l^ß 


uns von früher her bekannte 


Tragen wir hier für cc^ ß, ä die gefundenen Werte ein, so ist als 
Funktion von t bekannt. Diese Funktion liefert dann in der frfiher 
beschriebenen Weise direkt die stereographische Projektion der Bahn- 
kurve auf die xy -Ebene. 

Besonders einfach wird die Gleichung für die Bahnkurve der im 
Abstande 1 von 0 auf der Z-Axe gelegenen PwnMe. Wir wählen den 
auf der positiven Z-isjue gelegenen Punkt aus; (für den auf der negativen 
Z-ksje gilt das Folgende 'mutatis mutandis gleichfalls). Diesem ent- 
spricht nach Gleichung (1') von pag, 430 der Wert A = oo; der zu- 
gehörige Wei-t von X werde mit Xi bezeichnet. Die Gleichung der 
Bahnkurve in stereographischer Projektion lautet daher nach (33) einfach 



oder, wenn 
(34) 


wir aus (32) einsetzen: 


*«) 0(i “ 2 io'-)-“ 
0 (t — is) 


Ganz entsprechende Darstellungen müssen sich aber auch für die 
Bahnkurven von Punkten der anderen. Sauptaxen auf stellen lassen, da 
man ja die Bezeichnung der Axen vertauschen kann. Diese Dar- 
stellungen lassen sich auch direkt aus der Gleichung (33) herieiten. 
Wir setzen hier für A diejenigen Werte ein, welche den im Abstande 
1 von 0 auf der positiven Y- und X-Axe gelegenen Punkten zukommen. 
Es sind dieses (s. Gleichung (1') von pag. 430) die Werte A = i und 
A — 1. Die Gleichung der Bahnkurve für diese Punkte lautet daner: 


cci -f ß , Ci + ß 

Man überzeugt sich nun, indem man aus (32) einsetzt, dals auch 
diese Ausdrücke als einfache Tlieta- Quotienten geschrieben werden 
können. Dabei sind aber die Perioden der hier aiiftretenden •'^^etas 
nicht wie bisher 2ß7, sondern vielmehr bei Xy 4cö, 2 im und 

bei Xz 2m + Der Grund für diese Verschiedenartigkeit der 

Perioden liegt, wie man noch naher ausiilhren könnte, offenbar darin, 
dafs wir bei der Auswahl der Integrationsvariabein v und bei der Be- 
rechnung von t die auf unsere drei Axen XYZ bezüglichen Daten 
(P^ iy '^y UBBjmmetrischer Weise benutzt haben. 

Die Umrechnung der vorstehenden Thetaausdrucke in ciie neuen mii- 
halbierten bez. verdoppelten Perioden gehört in am van den Mathematikern 
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viel&ch angebaufces und in theoretischer Hinsicht wichtiges Gebiet , in 
die sog. Transformationsfheorie der eUiplischen FunMimen^ Es ist sehr 
interessant, dafs diese aus rein abstrakten Gesichtspunkten entwickelte 
Theorie, die wir im Folgenden noch mehrfach streifen werden, bei unserer 
Behandlung der Poinsot-Bewegung eine konkrete Anwendung findet 
Leider können wir hier unmöglich ausführlich auf diese Theorie ein- 
gehcn; wir müssen uns darauf beschränken, soviel als für den gerade vor- 
liegenden Zweck erforderlich ist, davon mitzuteilen und ad hoc abzuleiten. 

Durch die angedeuteten Überlegungen erkennt man nun die ßichtig- 
kelt der folgenden zusammenfassenden Angabe: 

Die Bahnkurve i welche ein im Abstande 1 von 0 gelegener Pmht 
einer der drei Sawptaxen hei' der Poinsotbewegung beschreibt, Vifst sich 
allemal in bemerkenswert einfacher Form durch eine elliptische Funktion 
zweiter Art ersten Grades beschreiben. Die Perioden dieser elUptisdien 
Fu/nktion sind, je nachdem es sich um einen Punkt der Z~, Y- oder 
X- Are handelt y 2ß}, 4iß)', oder 4(», 2 im' oder endlich 4(0, 2ß) -(- 2im\ 

Dagegen verhalten sich die Ausdrücke für A, welche nach Gl. (33) 
den Bahnkurven der übrigen Kreiselpunkte entsprechen, hei Vermehrung 
von t um eine der Perioden 2m, 4im' nicht rein multiplikativ; sie 
sind daher nicht als elliptische Punktionen zu bezeichnen. 

Sodann betrachten wir der Vollständigkeit halber die neun Eicbtungs- 
cosinus a, b, c, a', b', c, a", V', c", welche die Axen des beweglichen 
X FZ- Systems mit den Axen des festen Systems bilden. Wir 
wollen mit Hülfe von Umrechnungen, welche abermals in die Trans- 
formationstheorie der elliptischen Funktionen hineingehören, zeigen, 
dafs auch diese Gröfsen sich in sehr einfacher Weise, nämlich als 
elliptische Funktionen meiter Art ersten Grades mit den Perioden 2&, 
2 im' darstellen lassen. Genauer gesagt, gilt dieses nicht von den 
Richtungscosinussen selbst, sondern einerseits von den komplexen Ver- 
bindungen derselben 

a ib, a -j- ih , a '"j— ib , 

(sowie den konjugierten Gröfsen) und andrerseits von den Cosinussen 

c, c , c . 

Wir schreiben uns zunächst die x^usdrücke dieser Gröfsen in den 
a, ß, y, d hin, welche sich unmittelbar durch Vergleich der Schemata 
(3) und (9) von pag. 17 und 21 ergeben und verifizieren an den fertigen 
Ausdrücken die Richtigkeit des angegebenen Resultates. Die fraglichen 
Ausdrücke lauten: 

1 c^ — ay-\-ßd, c' — — + c" 
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Betrachten wir etwa die erste dieser OrOlhen, a+iib. STach 
Gleichung (32) haben wir: 

(36) a 4- ib = e»(t - Ua>' + j») + e^^* is) 

0(t — ta>') 8 (i -f. tfl»'} 

Der Nenner verschwindet « =• »a,'+ 2»t(o + sowie 

für < = — ica + 2mü> -f 4mio'. In ihrer Gesamtheit sind also die 
Nullstellen des Nenners gegeben durch 

^ — iß)' + 2^0 + 2w-iQy', 

Ferner verschwindet der Zähler, wie man leicht aus den Eigen- 
schaften der 0-Funktion folgert für »»' — is + 2iiMn4-4f»'i© 

und für t ^ m ioa * 1 5 -j- 2mcn -f* 4w'ta)'. Die Gesamtheit dieser 

^-Werte läfst sich so schreiben 


t — ü) iß)' — is -f“ 2fna> -f- 2w'ia)'* 

Überdies ändern sich Zahler und Nenner, naichdem Tnfii> gie noch 

tfCi 

mit dem gemeinsamen Faktor e multipliziert hat, bei Vermehrung 
von ^ nm 2 m und 2 im' bez, um die Faktoren 


1, (Zähler), 


1, 


nto' in 
■—{< + »») 


(Nenner). 


Dies sind aber gerade diejenigen Faktoren, um welche sich auch Zähler 
und Nenner des folgenden mit den Perioden 2©, 2 im' gebildeten 
d'-Quotienten ändern, mit dessen Null- und Unendlichkeitsstellen auch 
die NuU- und Unendlichkeitsstellen von a + i& übereinstimmen: 


%'(f — 00 4 * — ^«»0 

'0’ (i + ino') 


Von diesem kann sich also die obige Kombination von 0-Reihen 
nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Wir bekommen ^mit 
die folgende Relation zwischen den 0-Funktionen von den Perioden 2 m, 
4i(o' und den '0-Reihen von den Perioden 2m, 2ia>': 


(37) 


0»(f — 2»<o' -f t«) + »8 ” 


— (f — 




a 


d'it- 


e{t- 

(0 is 


■ im') 0 (t -j" ) 

im) 


-O -f- im') 


Zur Bestimmung von Oj setzen wir t === — is, worauf die hnke 
Seite wegen des in (32) angegebenen Wertes von 0 übergeht in 

6 (Z io?') 

0(2is — tim') 
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Wir haben also zunächst 

(370 Gl 


e{2ia)') 


{is — i(o') 


© (2^s — 2^co^) -|~ ico') 

Dieser Wert läfst sich aber noch weiter vereinfachen und ganz auf 
'O’-Funktionen zurückführen. Wir stellen zu dem Zwecke die folgende 
allgemeine Relation*) voran: 

e (2 \) (#i) ^ 01 + 03) 

Um ihre Richtigkeit einzusehen, bemerke man, dafs sich die Zähler 
der rechten und linken Seite bei Vermehrung von ^um 2 a? und 2iGj' 
genau um die gleichen Faktoren ändern. Die Zähler sind also bis auf 
eine multiplikative' Konstante einander gleich. Setzt man noch l = t, 
so sieht man, dafs diese Konstante richtig gewählt ist. 

In Gleichung (38) wollen wir nun insbesondere die Werte t ~ 

— ico' eintragen. Dann folgt: 

0{^i(o') d' (i(o') d' ((ß iw') 


' 1 ? 


7-S 


0 (2 is — 2 1 co') d’{is — i(o') (w -j- 

Mithin können wir statt (37') einfacher schreiben: 


7)’ 


(39) 




S" (iw') 


'9’(ö) -f- is — iw') 

Die Oleiehung (36) für die gesuchte Gröfse a ib nimmt daher 
wegen (37) und (39) die folgende definitive Form an: 

^(iw') d'(t — (ö is — iw') 




^2 i 1 1 


-0’ (o — iw') '9' 0 -f- i 03 ') 

In ganz entsprechender Weise kann man die sämtlichen in (35) 
angegebenen Ausdrücke umrechnen und auf '9’- Funktionen von den 
Perioden 2 ca, 2 io' reduzieren. Wir stellm die Besultate in der folgen- 
den Tabelle zusammen: 

^(iw) Q'(t — w -[- is — i 03' ) 2 i I ( 

^(is — iw" -f' cö) e* 0 -|~ ^ ^ 


(40) 


a -j- ib 
a -f- iV — - 
u"+ iV'^ 


. ^(w + i w ) >90 4- is — iw) 

)&{t+iw')^ ’ 


^{is - 


~ “-j- < 

^(w) »90 + is) 


‘d’{is — ico' + + iw') 

d’(w -j^ is)d'(t) 

i{is — iw' + w) -j- iw'} ^ 

^(;is)^(t — w) 

^(is — iw' -|- (ö) 0^0 i w') ^ 
iw') 'd’(i -f iw' ^ w) — 
^ (i s i w cj) ^ 0 — 1~ i w') 


t n , 


■ * co' "f- i a) 


in 


»4) 


{i -j- i m' — * 4) 


•) Auch diese Pomei, ebenso wie die Gleichnng (37) etc. wird in der Lehre 
von der Transformation der elliptischen Funktionen systematisch entwickelt. 
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Wir haben in diesen Gleichungen das wesen tliebste Resultat 
einer berühmten Arbeit von Jacobi*) (Sur la rotation d’un corps 
etc.) auf einem neuen Wege abgeleitet. Wir beionen daraus vor 
allem : 

Die neun EicMimgscosinus swiscJien den Axen des leiceglidim und 
des festen Koordinaten-Sgstems (oder richtiger die angegebenen 
Komhinationen derselben) sind sär/iUich elliptische Funliionen ersten Grades 
von t von den Perioden 2© und 2^(o^ 

Wir gehen schliefsiicb zur Betrachtung der PoThodie- und H&rpol- 
liodiedcnrve^^) der Poinsot-Bewegung über. 

Über die Polhodiekurve vorderhand nur wenige Worte. Nach den 
Gleichungen (5) sind ihre Koordinaten r den Eichtungskosinussen 
Cj c\ c” proportional; sie stellen sich daher ebenso wie diese durch 
elliptische, Funktionen ersten Grades dar. Dabei werden die Faktoren, 
mit denen sich r bei Vermehrung von t um die Perioden 2fi>, 

2 io' multiplizieren, besonders einfach, nämlich gleich 
den Gleichungen (40) ersichtlich. Dies ergiebt sich auch aus dem Um- 
stande, dafs die Gröfsen und r^ als ganze Funktionen von r 

doppeltperiodisch sein, d. h. bei Periodenzuwächsen den Faktor + 1 
aufweisen müssen. Bei den Quadratwurzeln p, q, r werden daher nur 
die Faktoren + 1 auftreten können. 

Ausführlicher gehen wir auf die Herpolhodiekurve ein. Ihre Glei- 
chung schreiben wir in der Form von pag. 44 an; 

Setzen wir in die erste Gleichung die Werte von cc und ß aus 
(32) ein, so erhalten wir: 


/ ä log cc 

d log ß\ 

\ dt 

dt } 


^ ^ e (t --- 2 i ö> '+ iS) 0 (t-f Jiit + — C- icu'+i*) ^ j 2 ia 4 -is) __ __ 

le(^— 2iffl4-ts) B (t+is) 

Hier wollen wir abermals zu # -Funktionen von den Perioden 2(b 
und 2 io' übergehen. Bemerken wir zunächst, dafs die Klammer sich 
bei Vermehrung von t um 2o und 2 io bez. um die Faktoren -|- 1 
und — 1 ändert. Dieselben Änderungen erleidet aber der Quotient: 

*) Vgl. Ges. Werke Bd. 2 pag. 293 oder Grelles Journal Bd. 39. 

**) Die Darstellung der Polliodiekurve und teilweise auch die der Herpol- 
bodiekurve durch elliptische Funktionen ist zum ersten Male von Rueb in seiner 
Dissertation, Utrecht 1834, gegeben. 
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d- (Jt — « + is) 

mit dessen Null- und Uneadlichkeitsstellen auch die NüU- und Üneud- 
Uchkeitsstellen unserer Klammer übereinstimmeii. Wir haben also 


G'(t — Skioj* -f* ts) -f- is) jyf ^ ^ (t — cö -f" ts) 

0 (i — ü) Q (t + ^s) 2 CO ^ is) 

Die Konstante bestimmen wir, indem wir etwa t ~ — is setzen, zu 

Desgleichen lafst sich der 0- Quotient vor der Klammer in -0’-Funk- 
tionen von den Perioden 2(n, umrechnen. Es wird nämlich offenbar 

^ 0 — 2ia)^ -|- is) 0(t ‘•j- is) ^ •0’ (i -f- is) 

^ e (i iw') Q(t + iw') ■ tö) * 

Die eingeföhrte Konstante C 2 bestimmt sich wieder^ wenn wir ^ — is 

setzen. Mit Rücksicht auf den Wert von C aus (32) wird dann zunächst: 

p 0'(O) #(<(»' — ts) 

^3 “ 0 Us) »'{Ö) ■ 

Zur weiteren Vereinfachung dieses Quotienten gehen wir auf die 
Gleichung (38) zurück, Setzen wir daselbst t ^ 0, im' — isy so 
erhalten wir: 

20^(0) ^ r(0) O’(co) 

0 (2 toö' 2 is) 9" (ico' — is) 9 (co ico' — - is) 

Mithin wird 

r = i- »W . 

® 2 9(a>-j-ioij' — is) 

HiernafCh ergiebt sich für ^ folgende definitive Wert: 


(41) % i'ü 


y((S) 


O‘(o ico* — es 


-f {t- 

e ^ 2 ö> ^ 


• tö)'-4“ ta) 9 (Jt — CO 

~9(^+ico*) 


Dieser Ausdruck weist die gröfste Analogie mit dem früheren 
Ausdruck für die Herpolhodiekurve des schweren symmetrischen Kreisels 
(Gleichung (13) und (13') von pag. 437) auf. Er ist nicht nur gleich- 
falls eine ellipUsehe FunMion ersten Grades , sondern er kann auch, in- 
dem wir für s eine geeignete Substitution machen, direkt in jenen über- 
geführt werden. Im folgenden Paragraphen werden wir aus dieser Be- 
merkung wichtige Konsequenzen zu ziehen haben. 

In entsprechender Weise können wir noch den Ausdruck von q 
bilden. Nach Früherem (vgl. pag. 124) wissen wir, dafs p eine Kon- 
stante ist. Wir können daher in dem oben angegebenen aU- 

gemeinen Werte von p sogleich ein spezielles t einsetzen, z. B. ^ 
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Dann vcrscliwiiidet y und es wird gleielizeitig (wegen ccS 

ad ~ 1. Wh bekommen daher 
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ßr = ^) 


d-k 

— p 2 i 

Auch hier wollen wir von den 6- zu den ■»-Funktionen fiher- 
gehen. Wir erreichen dieses durch die folgenden Substitutionen: 


^^7 I ® (^is — 


I (2i's— 2ia)'j 


Jl I I ö'(»« 4- t(o') 1 \ 

2 l e (ta io)') e riÄ 4- ^ J / * 


e'(2ts— 2ito') ^ 1 l ^'(ts^ico') ^ fs — iw') ] 

8 (2is 2iöj ) 2 I '0'(t3 — ioo') * ie(a) -j- — tm') / 

Q (t$ ito ) . Ö" (t'g - [ - toi') — ia>') tyg 

O (i$ 'ico ) 0 (ts 4* «d* (ts — io>') 2 0 } 


Die erste dieser Gleichungen folgt aus (38) durch logarithamscie 
Differentiation^ die zweite verifiziert man, wenn man die rechte und 
linke Seite auf ihr Verhalten bei Periodenzuwächsen vergleicht und 
eine additive Konstante richtig bestimmt. 

Statt des wrsp’ünglichen Wertes von q Jcönnen wir auf solche Weise 
schreiben: 


(42) 


^ ‘“Ql 


2 ö) ^ -a* (q) 4" 


f- is + ioi')\ 
1“ is ^ ia>')/ 


Als Gesamtresultat dieses Paragraphen ergiebt sich, dftfp auch für 
die Behandlung der Poinsot-Bewegungen unsere Parameter Uy y, d 
ein sehr geeignetes Instrument liefern. Sind ihre Ausdrücke in 0> Reihen 
einmal gefunden, so haben wir die Darstellung aller übrigen Elemente 
der Bewegung in der Hand. Zwar waren diese Ausdrücke selbst hier 
nicht ganz so einfach, wie in der Theorie des schweren Kugelfereisels: 
auch konnten wir beim Übergang von den 0- zu den fi'-Punktionen 
etwas umständliche Umrechnungen nicht vermeiden. Diese liegen aber 
in der Natur der Sache begründet und haben im Hinblick auf die 
Transformationstheorie der elliptischen Punktionen an sich ein gewisses 
Interesse. Wollten wir die Benutzung unserer 0- Seihen überhaupt ver- 
meiden und mit Jacobi etwa direkt auf die Ausdrücke der neun Richtungs- 
kosinusse ausgehen, so würde die Vollständigkeit der Entwickelungen 
darunter leiden. Insbesondere würden uns die schönen Resultate über 
die von einem Punkte der Haupttragheitsaxen beschriebenen Bahnkmrven 
entgangen sein. 
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§ 8. Konjugierte Poinsot- Bewegungen. Jacobis Theorem über den 

ZusainmeBliang zwischen der Bewegung des kräftefreien 
unssnainetiischen und des schweren Kugelkreisels. 

Nachdem die Behandlung der einzelnen Poinsot-Bewegung erledigt 
ist, kommen wir nun dazu, die Beziehungen zweier in hestimmter 
Weise einander zugeordneter, sog. „konjugierter^^ Poinsot- Bewegungen 
zu schildern. Dahei wird sich ein in der Litteratur viel genanntes 
Theorem von Jacohi ergehen, welches einen bemerkenswerten Zu- 
sammenhang zwischen der Bewegung des schweren Kugelkreisels und 
der Theorie der konjugierten Poinsot-Bewegungen statuiert. 

Zu dem Zweck gehen wir nochmals auf die Polhodiekurve zurück 
und zeigen, dafs ein und dieselbe Polhodiekurve stets in doppelter 
Weise als Polhodiekurve einer Poinsot-Bewegung aufgefafet werden 
kann, dafs sie nämlich gleichzeitig die Polhodiekurve für zwei ver- 
schiedene reelle kräftefreie Kreisel darstellt. 

Eine Polhodiekurve besteht (vgl. die Figur, von pag. 131) stets 
aus zwei symmetrisch gleichen Ästen. Beschreibt der Punkt mit den 
Koordinaten g, r den einen Ast, so durchläuft der Punkt — 

— 2? ^ anderen Ast in entgegengesetzter Richtung. Bei der 

einzelnen Poinsot-Bewegung wird natürlich nur der eine Ast von dem 
Endpunkt des Drehungsvektors bestrichen. 

Wir fragen, ob der andere Ast die gleiche JRolle hei einer anderen 
Foinsot- Bewegung spielt 

Die Antwort ergiebt sich sofort aus den Eulerschen Gleichungen. 
Nach Voraussetzung genügen die Koordinaten p, q, r den Gleichmigen: 

dp B~C da C — Ä dr A — B 

dt~' A dt~' 'B dt~ (f 


Dann erfüllen aber ersichtlich die Koordinaten des diametralen 
Punktes p = — p, q — — q, r' — r die folgenden Gleichungen: 


( 1 ) 


dp' 

dt 


B~^~G 


qr. 


dgf 

dt 


B 


' r p . 


dr' 

dt 


A—B r , 

■ - Yj- -F ä- 


Die Gröfsen p, q, r gehören also evmm anderen Kreisel als JDrehungs- 
komponenten hinm, dessen Trägheitmnomente — wir wollen sie mit Ä', 
C' bezeichnen — mit den Trägheitsmomenten des ursprünglichen 
Kreisels durch die Belatianen verbunden sind: 


^-0 a'-^A'_ C — A A' — B' _ Ä--B 

' A' ' A ^ B’ B ^ C' ” ö 

Wir haben zunächst zu zeigen, dafs durch diese Gleichungen ein 
reeller Kreisel definiert wird, d. h., dafs eine Massenverteilung von den 
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Hauptträglieitsinomeiiteii C' mögiicli ist. Zu dem Zwecke ge- 

nügt es, sicli zu überzeugen, I) dafs die Grröfsen B', C' samtlieh 
positiv sind, und II) dafs sie den bekannten Ungleichungen von 100 
(denselben Ungleiebungon, welche auch zwischen den Seiten eines ge- 
wöhnlichen Dreiecks bestehen,) genügen. 

I) Die Gleichungen (2) stellen drei lineare homogene Gleichungen fär 

die Unbekannten Jl', J5', C' dar 5 durch diese sind natürlich nur die 
Verhältnisse bestimmt. Und zwar finden wir durch Auf- 

lösung dieser Gleichungen leicht: 

(3) B': C'= A(B + C ^ Ä) :B{C A- B) : C{A+ B - C), 

Die rechts stehenden Grofsen sind aber sämtlich positiv, da ja die 
Aj Bj G den für die Realität des ursprünglichen Kreisels erforderlichen 
Ungleichungen genügen sollen. Wählen wir also, was gestattet ist, 
eine der Gröfsen J.', B\ 0' als positiv, so werden nach der vorstehen- 
den Proportion auch die beiden anderen Gröfsen positiv sein müssen. 

II) Hätten wir umgekelirt die Gleichungen (2) nach den A, jB, 0 
aufgelöst, so hätten wir offenbar die folgende Proportion erhalten: 

(30 A:B:C^A\B'+ C'-A^):B'(Ö' + A^-B^):C\A'+B^-Gy 
Hiernach verhalten sich also auch die drei Gröfsen B''-\- C ' — A\ 
O'-f- A-' — jBO A'AB'—G' wie drei positive Zahlen. Da doch 
mindestens eine von ihnen positiv sein miifs, werden es also auch die 
beiden anderen sein. 

Hiermit ist unser Kreisel A\ B\ C' als reell nacli^ewiesm. 

Wir wollen ferner auch die Konstanten 2}i und G-' unseres zweiten 
Kreisels mit den Konstanten 2 Ji und G des ersten in Zusammenhang 
bringen. Dafs nämlich die Drehkomponenten p', q, / zwei Integral- 
gleichunge» von der Form 

B'q'^ -r C'r'^ =2Ä', 

G'"- 

genügen, ist von vornherein klar, da diese Gleichungen eine direkte 
analytische Folge der (in den A', B', C gesohi-iebenen) Eulerschen 
Gleichungen (1) sind. Der fragliche Zusammenhang ergiebt sich un- 
mittelbar aus' den Gleichungen (11) von pag. 457. Wir schreiben uns 
diese in der folgenden Form auf: 

i' 2 Ä — <?* — 

I— 

— (?* B — A . . B — C ^2 

Ci (7 ^ ^ ’ 

^hC — Cr' G— A o I G — B , 

P -r A 


( 4 ) 


< 
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(4') 


* A* -- B' ^2 1 ^ ^ -'2 

+ B' ^ > 

^h'B'^ B^- Ä' ^,3 

=== c' ~P ^ A' ^ ’ 

— (7'* C'--A' ,2 I ^ ~ 

— yjsr B' ^ ^ A' ^ • 


In diesen beiden Gleichnngstripeln sind nun die rechten Seiten 
einander entgegengesetzt gleich. Mithin ergeben sich die folgenden 
Relationen: 


(5) 


2hA-G* ^h'B' - _ 2hB — G^ 

. B'C' Bö ’ C'A' CA * 

2h'ö'-G'* ^2hC--G* 

A'B' ~ AB ' 


von denen die dritte vermöge (2) eine Folge der beiden ersten ist. 
Zwei von ihnen können darauf zur Bestimmung der Verhältnisse von 
h' und 6r' zu den Trägheitsmomenten Ä\ B\ V/ benutzt werden. Somit 
sind die 5 Konstanten A\ B\ C\ h\ G' bis auf einen Proportionalitäts- 
faktor bekannt. Auf diesen Faktor^ welcher notwendig unbestimmt 
bleibt, kommt es aber bei der Bewegung in keiner Weise an. 

Die durch die Verhältnisse A'iB'i C'iW : G' definierte Poinsot- 
Bewegung ist die oben erwähnte, zu der Bewegung A:B:C:h:G kon- 
jugierte. Umgekehrt ist diese letztere Bewegung, wie unmittelbar aus 
der Symmetrie der Gleichungen folgt, die konjugierte zu jener ersteren. 
Man bemerke noch, dafs, wenn für den einen der beiden konjugierten 
Kreisel, wie wir voraussetzten, die Beziehung 

A>B>C 

gilt, dafs dann für den anderen Kreisel die üngleichurig 

A'<B'<a 

folgt: ferner, dafs, wenn die eine der beiden konjugierten Kreisel- 
bewegungen, wie wir aanahmen, zu der Klasse 

2hB~ G^>0 

gehört, dafs dann die andere Bewegung m die KJAsse 

2h'B'—G'^<0 

hineingehört. 

Wir müssen ferner den Zusammenhang zwischen den „transcendenten" 
Konstanten 03 , o', s und l beider konjugierter KreLsel, welche für uns 
Hochwichtiger sind, wie die „elementaren" Konstanten A:B:C:h:G^ 
feststellen. 

Zunächst sieht mafij dafs die Konstanten m und <»' für leide Kreisel 
dieselben sind. Die Gleichheit von m ergiebt sich ohne Weiteres aus 
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der Bedeutung dieser öröfse. co bedeutet hÄTalicb^ wie wir s^eu kömieii^ 
die Zeit, während welcher der Drehungsvektor den zwischen den Ko- 
ordinatenebenen g = 0 und jp =* 0 ausgespannten Bogen der Polhodie- 
kurve bestreicht. In der That wird nach den Gleichungen (9) des 
vorigen Paragraphen g == 0 für t? = e, d. h. für ^ = 0 und jp == 0 für 
tj am d. h. für t — m. Die beiden diametralen Äste der Polhodiekurve 
und insbesondere der eben genannte Bogen, (aus dessen kongruenter 
und symmetrisch gleicher Wiederholung sich die ganze Polhodiekurve 
zusammensetzt), werden aber von den Drehungsvektoren der„ konjugierten 
Kreisel in demselben Tempo durchlaufen. Also mufs in der That o 
für beide Kreisel gleich sein. 

Die Gleichheit von m' ferner könnten wir ähnlich erweisen, wenn 
wir den vorstehenden Schlulis auch für imaginäre Werte der Zeit zu- 
lassen wollen. Wir können aber auch so verfahren: Es ist nach den 
Gleichungen (6) und (10) von pag. 455, 456 



Nun ergiebt sich der Wert von iw' für die eine und die andere 
Kreiselbewegung, wenn wir als untere Grenze des betreffenden Integrales t 
denjenigen Wert von r bez. r\ für weichen q = 0 bez. = 0 ist^ und 
als obere Grenze den Wert r — co bez. r ^ co nehmen. Die beiden 
so entstehenden Integrale sind aber nach der vorstehenden Gleichung 
identisch, da sich die genannten oberen und unteren Grenzen vermöge 
der Beziehung p' — — gf' == — g, r' ^ — r entsprechen. 

Anders liegt die Sache för die Konstanten s der beiden Bewegungen, 
die wir als s und s' unterscheiden. Es war 


1 



Füliren wir wie in (6) die IntegMionsvariable r ein, so wird 
.„N . C fdr 

0 ) 


wo die untere Grenze derjenige Wert von r ist, für den g verschwindet, 
die obere der Wert y In entsprechender Weise ist is zu de- 

finieren: 

(7') is'= ^ 


C' r dr' 
'-B'j P’q* 


wobei als untere Grenze deijenige Wert von r zu denken ist, für den 
q' verschwindet, als obere Grenze der Wert r — -jy- In den Integralen 
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(7) und (7') sind also nur die unteren Grenzen entsprechende Werte; 
die oberen Grenzen sind durchaus verschieden; mithin werden auch die 
Konstanten s und s' verschieden ausf allen. 

Wir betrachten endlich die Konstanten l und V. Da die einzelne 
Poinsot-Bewegung von vier Willkürlichkeiten abhängt und da die kon- 
jugierte Poinsot -Bewegung durch die ursprüngliche vollständig mit- 
bestimmt ist, wird es möglich sein, die Konstanten l und V einzeln 
durch &, a’, s und s' auszudrücken. Wir erreichen dieses folgender- 
mafsen. Nach den Gleichungen (5) von pag. 43 haben wir 

i{ß\ 




di ~ ^ äi) " 


für die eine der beiden konjugierten Bewegungen. Bedeuten ß\ 
y\ d" die nacli dem Schema der Gleichungen (32) gebildeten Werte 
der ß, y, d für die andere Bewegung, so gilt gleichzeitig: 




Die Beziehung zwischen den beiden konjugierten PolhodiekiirTen liefert 

/o'dS' .rdß'\ 

TiT - ^ -äy 


oder 


(fl 

ßt 


d§ 

'dt 


dt 


dtogß\ _ 

"dt 7 “ 


— ß' 3' 


/d log S ' 

d log |J'' 

\di 

'di / 


)■ 


(«) j 


In dieser Gleichung setzen wir für t die speziellen Worte 1;^ — is' 
und t = — is ein. Im ersten Falle verschwindet l\ ini zweiten Falle l 
aus unserer Gleichung, so d;ifs wir im ersten Falle l, im zweiten r 
getrennt erhalten. Für l. ergitM sich so der folgende Wen': 

07 — is — is' 4" 2/a)') & {fs — is') 

2 ca G ( — is — is' 4- 2 io/) Ö (is — is') 

i 7t 


( o,.-; I *5* 
I ^ i t 4^ 


; (jÄ— iä') 


— is' 4" 
Q'{0)Q(2ia>' — 


2is) 0 (iG)' — ts') 0 {i(d 4~ is'‘) 

is' -f- 2 i ca ') 0 {i m — i s) B~{i co' + i s) 


^ " .0 {is is') 0 (-- is 

T)er entsprechende Wert von V folgt dureh Vert'mischv/tg von s und 

Um die rechte Seite zu vereinfachen, denken wir vorübergehend 
die Gröfse — is' als variabel und fragen nach den Unendlichkeits- 
stelien der rechts stehenden Ai'sdrüeke in dieser Variabein, die wir. 
mit t' bezeichnen wollen. 

Der erste Term wird ersichtlich unendlich grofs für die Werte 

(I) t' — is — 2^^ü)^4“ 2wi fx) 4*' 

und zwar aUeinal mit dem Bjcsiduum 4” U Ebenso wird der zw'^eite 
Term unendlich für 

(II) f — is 4“ 2mcx} 4“ 4m4/G)' 
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and zwar mit dem Residuum — 1. Der dritte Term wird au allen den 
genannten Stellen (I) und (II) und nur an diesen ebenfalls unendlich. Um 

die Residuen zu berechnen, bemerken wir (1), dafe für f = is 2im\ 

sowie für f = — is das Residuum — 1 beträgt, und (2), dafs unser 
dritter Term bei Vermehrung von f um 2 m bez. um Ho den Faktor 
— 1 bez. 1 aufhimmt. Hiernach wird das Residuum dieses dritten 
Termes an den Stellen (I) und (H) allgemein gleich ( — 1)*”+^ sein. 
Es werden daher die Unendlichkeitsstellen des ersten Termes bei geradem, ^ 
die des zweiten Termes bei ungeradem m durch das Unendlichwerden 
des dritten Termes aufgehoben. Mithin bleiben nur die folgenden Un- 
endlichkeitsstellen bestehen : 


(U) t — is -j- 2ß) -|- 2ia>' 4tM(o (Residuum -j- 2), 

(IT') t' =z — is -j- -T im' ia)\ (Residuum — 2). 

Dies ist eine Anordnung von ünendlichkeitssteUen, wie sie einer 
in f doppeltperiodischen Funktion von den Perioden 4© und 4icn' 
entspricht. In der That bleibt auch die rechte Seite von (8) bei Ver- 
mehrung von t' um 4 (d und iio' gänzKch ung^ndert-. 

Wir können nun leicht die fragliche doppelt 5 >eriodische Funktion 
durch -O*- Funktionen von der Periode 2© und 2ico' ausdrüeken. Be- 
trachten wir nämlich 


«■'1 

(t' — is — 2 CO — 2 ^ 00 " ) 

i «■'! 

(fir 

l 2 ) 

\ 2 ) 


ff — is — 2 0 ) — 2iaj' 

1 » 1 


r ■ ■■ 2 J 

l 2 ) 


Diese öröfse hat gerade, als Punktion von t' aufgefa&t, die Unendlich- 
keitsstellen (F) und (II') mit den richtigen Residuen und ist doppelt- 
periodisch von den Perioden 4©, üid'. Sie kann sich daher von der 
rechten Seite der Gleichung (8) nur um eine additive Konstante 
d. h. um eine von t' unabhängige Gröfse unterscheiden, welche man durch 
Einsetzen eines speziellen Wertes (z. B. f = — im) bestimmt; und 
zwar findet man so c = — ~ • 


Wir führen noch die Abkürzungen ein 
s s'-t-s 


(9) 

setzen also 
(90 


2 


00 




s== — + + s' = oo' — «4-6; 

dann können wir den zuletzt ermittelten Wert von 2 il folgendermafsen 
schreiben: 


( 10 ) 


(im — iä) 
(o -0‘(4<ö' — i<i) 

/al /I ITM-SaalViAnracmn«» Q 4 nfl 


-f- im' -F 
%‘{m rf” im “T* iH} 


Äl 
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Der entsprecheEde Wert Ton V ergiebt sich, wie erwähnt, wenn 
wir in (8) s mit s' rertauschen. Mm erhält dadwdi 

a^'jc -- ia) ion' -f- ih) 

< 9 ’(iCö' — ia) ^(o) -}- ioa' 4 - ih) 


(W') 2«'+,. 

Wir merken noch die aus (10) und (10') folgenden Ponneln an: 

4“ "T“ 

# (oj 4- 1*0)' 4" 

(im — id) 


(11) 



*6%% 


— id) 

Der Zusammenhang mnschen den Konstanten s, s\ V ist 
gefunden. 

Wir können uns nun auf den Standpunkt stellen^ dafs es, ge- 
wissennafsen aus Symmetriegrandenj praktiscliei y/äre, die einzelne 
Poinsot-Bewegung statt duT<ili die öröfsen vq\ s und l lieber durch 
die vier Grofsen 0 , 0 ?', s und $' oder auch durch die öröison o, a 
und h festzulegen, indem wir die konjugierte Poinsot-Bewegung mit in 
Betracht ziehen. 

In diesen Konstanten wollen wir uns insbosondeie die im vorigen 
Paragraphen abgeleiteten Gleichungen (41), (42) der Serpolhoäielcime 
noch einmal hinschreiben. Dieselben lauten, wenn wir sogleich einige 
Reduktionen anhringen: 

e' {i(o' — ia) 


I * ^'(0) 

* -fr (co 4" ig 4“ 
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20)"’ \ 
e e 


^ (io/ — ia) 


y(a)-j-t w -f »&) \ 

■ w"+76) J ' 


'9'(U — 'iflö') 
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<Ö''((a4' 

+ i^) 
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^ (ü) 4" i<o' 

+ ib) 
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4- ia 4 " i 
O* (o) -j- ia 4 ” il>)t 


ih)J " 


Dies sind aber genau die Formeln für die Polhodiekurve des 
schweren Kugelkreisels, wie wir sie pag. 436, 437 aufgestellt haben, 
mit dem einzigen Unterschiede, dafs bei unseren jetzigen Ponneln der 
Faktor — — hinzugetreten ist. 

Schreiben wir uns in gleicher Weise die Gleichungen der Herpol- 
hodiekurve des konjugierten Kreisels hin, so bekommen wir Formeln, 
die sich von den vorhergehenden nur durch Vertauschung von 4*^ 
mit — a unterscheiden; so entstehen aber gerade unsere früheren 
Gleichungen der Herpolhodiekurve des schweren Kugelkreisels, mit dem 

Unterschiede, dafs jetzt der Faktor 4“ früher hinzugetreten ist. 

Wir haben also das merkwürdige Resultat: 

Die Köordinaien der Ker^lhodielcu/rvm unserer beiden konjugierten 
Kreisd von den Konstanten sa, oi', a und b sind' in jedem Zeitmomenk 
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idmiisch mit den durch — 2 mjo. -f- 2 dividierten KoordincUen der ToVwdk- 
resp, HerpolhodieTcurve des sehtveren Kugdhreisds von denselben Konstant. 

Hier liegt offenbar ein tieferer ZusammenliaDg zwisdien nruseren 
konjugierten Poinsot -Bewegungen nnd der Bewegung des schwere 
Kugelkreisels verborgen, den wir durch die folgenden Überlegongen 
SU veransehaulicben beabsichtigen. 

Wir denken uns die beiden konjugierten Kreisel um den ge- 
meinsamen Punkt 0 bei gemeinsamer Anfangslage und anfänglicher 
Rotationsaxe rotieren und fragen nach der Relativbewegung der 
beiden zugehörigen umgekehiien Bewegungen^ d. h. derjenigen beiden 
Bewegungen; weiche der umgebende Eaum einem Beobachter auszu- 
filhren scheint, der seinen Standpunkt das eine Mal auf dem einen, 
das andere Mal auf dem andern der beiden koiyugierten Kreisd nimmt. 

Die beiden ursprünglichen direkten Bewegungen veranschaulichen 
wir uns nach der Vor sehr iff Poinsots, hindern wir den betreffenden 
Polhodiekegel auf dem. Herpoihodiekegel ohne Grleitung abroUen lassen. 
Die umgekehrten (inversen) Bewegungen erhalten wir hieraus in der 
Weise, dais wir umgekehrt die Polhodiekegel festhalten und die Her- 
poihodiekegel auf ihnen ohne Q-leitung abwickeln. Die Relativbewegung 
der beiden Herpoihodiekegel stellt uns dann das Poinsotsche Bild der 
Relativbewegung der umgekehrten Poinsot-Bewegungen dar. 

Nun besitzen aber nach Definition konjugierte Kreisel disünetral 
gelegene Polhodiekurveii und folglich kongruente PolhcdiekegeL In 
unserem. Falle rollen also die beiden Herpoihodiekegel auf einem und 
demselben Polhodiekegel. Und zwar berühren sie diesen beständig 
längs einer und derselben Erzeugenden, welche durch die jeweiligen 
Werte der Verhältnisse p : g : r g': r' gegeben ist, und drehen 
sich um diese mit ein und derselben Winkelgeschwindigkeit 

VP + “f’ s'- -f 

im entgegengesetzten Sinne. (V»ir haben uns vorzusteiien, uais der 
eine Herpoihodiekegel den Polhodiekegel von innen , der andere von 
aufsen berührt, so dals sie bei ihrer im entgegengesetzten binne statt- 
findenden Drehung beständig in Kontakt bleiben können.) Wenn aber 
zwei Kegel ohne zu gleiten auf einem dritten abrolien und dabei oauemd 
in Kontakt bleiben, so rollen sie auch ohne üleiinirig aufemander ab. 
Wir können somit, um die fragliche Relativbewegung m erhalten, den 
Polhodiekegel ganz ausschalten und direkt den einen Herpoihodiekegel 
auf dem anderen abwickein. Auf diese Weise gewinnen wir aus dem 
Poinsotschen Bilde der ursprünglichen Kreiseibewegungen zugleich das 
Poinsotsche Bild der oben genannten Relativbewegung. 
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Halten wir nach Belieben einen der beiden Herpolhodiekegel fest, 
so spielt dieser für die Relativbewegung die Rolle des Herpolhodie- 
kegels, während der andere Herpolhodiekegel als Polhodiekegel der 
Relativbewegung zu bezeichnen sein würde. Wir sehen also: 

JSerpolhodie- und Polhodiekegel mserer Belativhewegung sind mit 
den beiden Herpolhodiekegeln der ursprünglichen Eimelbewegungen identisch. 

Etwas anders liegt die Sache, wenn wir aufser den Kegeln die 
auf ihnen verlaufenden Herpolhodie- und Polhodiekurven der Relativ- 
bewegung in Betracht ziehen. Diese sind nicht etwa ohne Weiteres mit 
den Herpolhodiekurven der konjugierten Poinsot-Bewegungen identisch. 
Denn erstens rollen ja diese letzteren Kurven auf den Polhodiekurven der 
Poinsot-Bewegungen ab, welche in Bezug auf 0 diametral liegen. Mithin 
müssen sich auch ^diejenigen beiden Punkte der Herpolhodiekurven, 
welche in jedem Momente den Endpunkt des Drehungsvektors in den 
Poinsot-Bewegungen geben, auf entgegengesetzten Seiten von 0 befinden. 
Um überhaupt zwei auf einander ahrollende Kurven 7 ai haben, müssen 
wir also die eine Herpolhodiekurve durch ihr diametrales Qegenbild in 
Bezug auf 0 ersetzen. Aber auch die so entstehenden beiden Kurven, 
die HerpoIhodiebArve der einen und das diametrale Gregenbild der 
Herpolhodiekurve bei der anderen Poinsotbewegung, sind noch nicht 
direkt die Polhodie- und Herpolhodiekurve der Relativhew'egung. Wir 
überzeugen uns nämlich leicht, dals die Drehgeschwindigkeit des Pol- 
hodiekegels in der Relativhewegung doppelt so grofs ist wie die Dreh- 
geschwindigkeit in den ui’sprünglichen Einzelbewegungon. Ui der That 
müssen wir den als Polhodiekegel fungierenden ICegel bei der Relativ- 
bewegung erst in die Lage des Polhodiekegels ])ei der Poinsot-Bewegung 
überdrehen, was dmeh die Drehung (-- pdt. — qdt, — rät) geschieht 
und dann in die Lage des als Herpolliodiekegei dienenden Kegels, 
wozu die Drehung (p'dty q dt, r'di)^-^(^ — pdt^ — qdt, — rdf) er- 
forderlich ist. Die in der Zeit dt stattfindende Gesamtdrehung be- 
trägt also bei der Relativbewegiing (--• 2pdt, — 2qdt^ — 2 rät)] die 
Winkelgeschwindigkeit ist daher hei richtiger Wahl des Vorzeichens 
2 d. h. doppelt so grofs wie bei den ursprünglichen 

Poinsot-Bewegungen. 

Nun erhalten wir die Herpolhodie- und Polhodiekurve, indem wir 
uns auf den betreffenden Kegeln in der Richtung der instantanen Dreh- 
SX6 die Grölse der Winkelgeschwindigkeit abtragen. Wir kommen dabei 
ersichtlich zu Kurven, welche der Herpolhodiekurve der einen und dem 
diametralen Gegenbilde der Herpolhodiekurve der anderen unserer kon- 
jugierten Poinsot-Bewegungen geometrisch älmiich und in dem doppelten 
Mafsstabe angefertigt sind. Es ergiebt sich so: 
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Die Koordinaten der Serpolhodie- und Polhodiehirve unserer Belatith 
Bewegung entstellen aus den Koordinaten d^r ff&r'pollwdiekurven (fef heid^t 
Iconjugierten Poinsot-Bewegungen, indem man diese mit + 2 md — 2 
7 mltiplmert. 

Wir haben aber oben ansgerechnet, daXs die mit -f- 2 und — 2 
multiplizierten Koordinaten der Herpolhodiekur^en bei den Poinsot- 
Bewegungen genau übereinstimmen mit den Koordinaten der Herpol- 
hodie-" und Polhodiekurve des schweren Kugelkreisels. Berücksichtigen 
wir noch, dafs eine Bewegung durch Angabe ihrer Herpolhodie- und 
Polhodiekurve völlig bestimmt ist, so gewinnen wir das merkwürdige 
Resultat: 

Die Bewegung des schweren Kugelkreisels ist identisch mit der Be- 
laüvbewegung der m zwei Iconjugierten Poinsot-Beioegungen geMrigen in- 
versen Bewegungen, 

Dies ist das eingangs erwähnte, berühmte Jacobische Theorem — 
allerdings in einer von der ursprünglichen Jacobisehen nicht unwesent- 
lich abweichenden Formulierung. Der Zusammenhang, welcher hier 
.zwischen zwei verschiedenen Rotationsprdblemen ausgesprochen wird, 
ist in der That ein überraschender und liegt keineswegs auf der Ober- 
fläche der Dinge. 

Um diesen Zusammenhang im Einzelnen noch deutlicher zu ver- 
stehen, können wir uns insbesondere fragen: Was oitspriehf in den 
Pöinsot-Bewegungen der Figur enaxe d.es Kugelkreisels, teas der Vertikalen? 
Die Antwort hierauf lautet einfach so: Die Impidsaxe der einen Poinsoir 
Bewegung giebt die Figurenaxe, die der anderen die Vertikale. Bemerken 
wir nämlich Folgendes: Die in Rede stehenden transcendenten Kegel 
sind, sämtlich in dem Sinne periodisch, dafs sie, um eine gewisse Axe 
durch einen gewissen Winkel gedreht, mit sich zur Deckung kommen. 
Diese „Periodicitätsaxe^^ ist nun bei dem Herpolhodiekegel der Poinsot- 
Bewegungen die im Raume feste Axe des Impulses, bei dem Polhodie- 
und Herpolhodiekegel der Kugelkreisel -Bewegung die Figurenaxe und 
die Vertikale. Da nun die Kegel wechselweise übereinstimmen, so 
werden auch ihre „Periodicitätsaxen^^ zusammenfallen müssen. Die 
Axe des Impulses der einen Poinsot-Bewegung ist also mit der Vertikalen, 
die der anderen mit der Figurenaxe des Kugelkreisels identisch. 

Aus dem Jacobisehen Theorem ergiebt sich weiterhin eine merk- 
würdig einfache Konstruktion für die gegenseitige Lage von Vertikaler und 
Figurenaxe bei der Bewegung des schweren Kugelkreisels. Wir denken 
uns die Trägheitsellipsoide der beiden konjugierten Kreisei konstruiert 
und so gestellt, dafs ihre Haiiptaxen zusammenfallen. Die Richtung 
und Qröfse der momentanen Rotation sei nun durch irgendwelchen 
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vom Nullpunkt aualaufenden Vektor p, q, r gegeben. Darauf konstruieren 
wir uns zu diesem Vektor die zugehörige Impulsaxe im einen und im 
anderen Kreisel, d. h. die Geraden ApiBq: Cr und Äp: B^q: C^r, Rein 
geometrisch finden wir diese Geraden, indem wir in den Durchstofsungs- 
punkten derRotationsaxe mit denTrägheitsellipsoiden die Tangentialebenen 
legen und von 0 aus auf diese die Lote fällen. Diese beiden Lote geben 
dann direkt die gegenseitige Lage von Vertikaler und Figurenaxe bei der 
Bewegung des Kugelkreisels an. IhrNcigungscosinus wird, wie man sieht, 
einfach gleich + OC'r^ 

GG' 

Ein zweiter Beweis ist von F. Ca spar y*) gegeben. Diesem folgend, 
udlm wir jäd das Jacohische Theorem an den Ziisammensctziingsformeln 
der verifizieren. 

Unsere beiden Poinsot-Bewegungen seien wie früher durch die 
Parameter a, ß, y, d und a, ß\ y\ d' bestimmt. Die zugehörigen um- 
gekehrten Bewegungen des Raumes sind dann, nach pag. 30 durch die 
folgenden Parameterwerte 

d, — i3, — y, 0 ^ und — ß\ — /, a 

bestimmt. Die Relativbewegung unserer beiden konjugierten Kreisel, 
d. h. diejenige Drehung, welche den einen Kreisel aus seiner Lage zur 
Zeit t in die Lage des anderen Kreisels überfährt, erhalten wir aber 
dadurch, dals wir (1) den einen der beiden Kreisel aus seiner Lage 
zur Zeit t in seine Anfangslage zurückbringen und (2) aus dieser in 
die Lage des anderen Kreisels überdrehen. Ebenso ergiebt sich die 
Relativbeweguüg der beiden umgekehrten Bewegungen dadurch, dafs 
wir (1) die eine der beiden umgekehrten Bewegungen, sagen wir die 
durch 8'y — ß\ — y", cc gegebene rückgängig machen, was durch eine 
Drehung von den Parametern cc', d' geschieht und sodann die 

andere umgekehrte Bewegung d, — ßj — y, a ausführen. Wir haben 
also, um die Relativbewegung der umgekehrten Bewegungen zu erhalten, 
die folgenden beiden Drehungen nach einander auszuföhren: 

(1) a, ß', /, ö' und (2) d, ß, — y, ec. 

Nach den Zusammensetzungsforineln Von pag. 32 hat nun die resul- 
tierende Drehung, welche in ihrer Wirkung der Aufeinanderfolge der 
Drehungen (1) und (2) gleichkommt, die folgenden Parameter: 
a" == cc^ä — ß'y, ß'' — — aß ß'a 

y' = y'd' dV? ^ 7 ^ ^ 

•) Darboui Bulletin (2) 13, 1882. Hier treten wohl zuerst in der Kreisel- 
litteratur die ä, d. S auf. 
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Wir wollen zeigen, dafs dieses in der That; die Parameter des 
Kugelkreisels sind. 

Zu dem Zwecke haben wir für a, ß, y, d; ß'^ y\ d' ihre Ans- 
drückö in den ©-ITunktionen bei Zugrundelegung der Eonaianten m, 
tä', s und s' bez. o, 05 ', a, und b einzutragen und haben abermals von 
den 0- zu den d'-Funktionen überzugehen. Dabei brauchen wir nur 
beispielsweise «" uud ß" zu berechnen, da sieh die beiden anderen 
Parameter aus diesen durch Vertansehung von -j- * uud — i herleiten 
lassen. 

Für ß" erhalten wir nach den Gleichungen (32) von pag. 468 
folgende Darstellung: 


^ycc 




ijt f 

— (— 2 t ü> -f-tV 

e(t— 2t(a^-faV)e(t4.2t(a'— 


B{i — is) 


Q{t — tßj') © (t -f- ^»0 


Hier stimmt zimäclist der Exponentialfaktor mit demjenigen Ex- 
ponentialfaktor überein, weleber bei der Bewegung des schweren Ki:^el- 
kreisels in dem Ausdrucke von a auftrat. In der That haben wir nach 
Gleichung (11) 

[ioi — ia) 


Ferner rechnet man leicht nach, dafs unser 0-Quotient bei Vermehrung 
von t um 2 g? und 2iaj' bez. die Faktoren + 1 und 


aufnimmt. Dies sind aber dieselben Faktoren, mit denen sich bei 
denselben Vermehrungen der ^-Quotient 


d'jt — tg) 

'd‘(t — tcj') 

multipliziert. Da auch die ünendlichkeitsstellen in der ^Ehene üherein- 
stimmen, mufs unser obiger Ausdruck bis auf eine Konstante diesem 
•0*- Quotienten gleich sein. Eben dieser -ö’- Quotient trat aber auch in 
dem Ausdruck des Parameters a hei der Bewegung des schweren Kugel- 
kreisels auf. Dafs schliefsiich auch die multiplizierenden Konstanten in 
den beiden verglichenen Ausdrücken übereinstimmen, wohen wir ohne 
Beweis erwähnen. 

Was sodann den Wert von ß" betrifft, so haben wir 


ß^'^ycc'e 




iTi , 


ilt , 




0 (f — ioi) 0 if + ) 
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Wiederum ändert sieh der rechts stehende Bruch nur um gewisse 
konstante Faktoren, wenn wir eine der Perioden zu t hinzufügen, 
nämlich um die Faktoren -f- 1 bez. 

^ 2/ = e“' 

Dieselben Faktoren nimmt aber auch der folgende O-Quotient auf. 


«■{« — 0) -j- iV) ^ (t — d + ih) 

td') ® #(#— ‘im') 

Mithin wird ß" unter Berücksichtigung der Bleichungen (11) dem nach- 
stehenden Ausdrucke proportional werden: 




t %'{t — fl) “f- ih) 
-0*(# — i(o') . 


■&' (ü) -4~ i ö>' -f“ ^ &) 




^{t — io/) 

Dies ist aber der variable Bestandteil des Wertes von ß bei der Bewegung 
des schweren Kugelkreisels. Endlich stimmt auch der konstante Propor- 
tionalitätsfaktor überein, was wir jedoch nicht ausdrücklich beweisen wollen. 
Somit ist die Identität der Parameter a \ ß"j 6" unserer Re 


lativbewegung mit den Parametern a, ß; y? ^ schweren Kugel- 
kreisels dargethan, worin ein abermaliger und durchsichtigerer Beweis 
des Jacobischen Theorems liegt. — 

Beweis des Jacobischen Theorems liegt. — 

Die hier gegebene Formulieniiig des Jacobischen Theorems ist, 
wie erwähnt, von der ursprünglichen Jacobischen^) etwas verschieden. 
Jacohi zerlegt nämlich die einzelne Poinsot-Bewegung in einen periodi- 
schen und einen nicht-periodischen Bestandteil oder, wie wir vielleicht 
nach Analogie mit Früherem sagen dürfen, in einen ISTutations- und 
einen Präcessions- Bestandteil. Der Präcessions- Bestandteil führt, für 
sich betrachtet, den Körper mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit 
um die Impulsaxe herum und wird so eingerichtet, dafs der übrig- 
bleibende Nutations- Bestandteil eine rein periodische in sich zurück- 
laufende Bewegung darstellt. Die Präcessionsgeschwindigkeit wird dabei 
durch die Konstante l (sie ist 2^ -j- ~); Nutationsbewegiijag durch 
die in der Darstellung der Poinsot-Bewegung auftretenden O'-Quotienten 
gegeben. Jacobi denkt sich nun den Präcessions -Bestandteil dadurch 
herausgeschafft, dals er die Bewegung auf ein im Raume bewegliches 
Axenkreuz bezieht, welches mit der Präcessionsgesehwindigkeit l 
um die (mit der Impulsaxe zusammenfallende) 0 -Axe gleichförmig rotiert. 
An diesem Axenkreuz gemessen ist die Bewegung eine reine, periodisch 
wiederkehrende Hutation. Indem Jacobi gleicher Weise die konjugierte 
Poinsot-Bewegung von ihrem Präcessions-Bestandteil befreit, fragt er 


Gree. Werke Bd. II pag. 480 . 
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nach der Rektivbewegung der beiden konjugierten Mutationen und 
findet^ dafs diese mit der Mutationobewegung des schweren symmetri- 
schen Kreisels identisch ist. (Jacobi kann hier den symmetrischen 
Kreisel an Stelle des Kugelkreisels seteen^ da die Bewegungen beider, 
wie wir wissen, sich (vgl. pag. 234) nur in der Drehung um die Figuren- 
axe unterscheiden, die mit dem Präcessionsbestandteil des einen der 
beiden konjugierten Kreisel ä(|^iii valent ist, in ihrem Mutations-Bestandteile 
dagegen gleich sind.) Offenbai- ist unsere Formulierung des Jacobischen 
Theorems einfacher und weitergehead als die Jacobische, da sie Muta- 
tion und Präcession gleichzeitig berücksichtigt, allerdings auch enger, inso- 
fern sie in dieser Fassung auf den Kugelkreisel beschränkt werden muß. 

Auch im Beweise sind wir erheblich von Jacobi abgewiehen. 
Jacobi beschreibt die Lage des XYZ- gegen das iry;^-System in den 
beiden konjugierten Poinsot- Bewegungen durch die neun Riehtungs- 
cosinusse ... d. h. durch die Koeffizienten derjenigen ternären 
Substitution, welche die Koordinaten XTZ in die xyz üherffihrt. 
Bei der Aufsuchung der Relativhewegung mufs er daher 0 wei ternäre 
Substitutionen zusammensetzen und die 3x3 = 9 Koeffizienten der 
resultierenden Substitution berechnen. Demgegenüber besteht die Ver- 
einfachung hei dem von uns zuletzt gegebenen Beweise darin, dais wir 
statt der ternären zwei hüiäre Substitutionen zusammensetzten und nur 
die 2x2 = 4 Koeffizienten der resultierenden Drehung nötig hatten. 
Übrigens ist der Beweis von Jacobi selbst in seinen hinterlassenen 
Papieren nur angedeutet; er wurde erst nach seinem Tode von Lottner*) 
ausgeführt. 

Die Möglichkeit, das Jacobische Theorem in dem hier gemeinten 
Sinne zu vervollständigen, d. h. die konjugierten Poinsot-Bewegungen 
direkt ohne vorherige Absonderung der Präcessions -Bestandteile zu- 
sammenzusetzen, ist wohl zuerst von Halphen'^) bemerkt worden. 

Einen sehr einfachen elementaren Beweis giebt Hr. Darhoiix^^) 
von dem Jacobischen Theorem. Darhoux fragt geradezu nach der 
Kraft, welche zur kinetischen Realisierung unserer Relativhewegung 
erforderlich ist und findet, dals diese mit der Schwerkraft identisch ist. 
Einen ähnlichen Gedankengang schlägt wenig später Herr Routh t) ein. 

*) Vgl. Jacobis ges, Werke, Bd. II, pa^g. 610 n. ff 1860 bat Jacobi dea Satz 
okne Beweis in den Monat ab erlebten der Berliner Akademie mitgeteilt. 

**) Coinptes Renduea, Bd. 100, pag. 1065 — 1068. 

JoTim. de Llouville 1885 in der pag. 234 cit. Arbeit; vgl. ancb die Noten 
XVIII und XIX zum Cours de Mecanique von Despeyi-ous-Darboux Bd. IL 

t) Quaterly Journal of Mathem, vol. XXIII 1888. On -a bbeorem, of Jacobi 
in dynamics. Vgl. auch Bd. 11 der Rigid dynamics desselben Verf., art. 174, 175 
und 206. 
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Auf die sonstigen Ärl>eiteii, die sich mit dem Jacobisclien Theorem be- 
fassen (Padova in den Atti' d, Acad. di Torino, voL XU 1884 und 
Atti d.E.Istit. di Veneto, Yol. III 1892; Halplien, Fonctions Elliptiques, 
Bd. II, Cap. 2 und 3, A. de Saint-G ermain in der img. 115 citierten 
Monographie) können wir hier nicht eingehen. 


§ 9. Die Dagrangeacheii Öleiohungött für die a, y, d des schweren 
S^gelkreisels und ihre direkte Integration. ISusammenhang awisohen 

der Bewegung des Kugelkreisels und einem Probleme der 
Punktmeohaaolk. 

Nachdem sich im Vorhergehenden unsere Parameter d 

in mannigfacher Beziehung so ausgezeichnet bewährt haben, werden 
wir uns in diesem abschliefsenden Paragi-aphen fragen, ob wir ihnen 
nicht in der Theorie des schweren Kugelkreisels eine noch centralere 
Stellung dadurch verleihen können, dafs wir sie von vornherein bei 
der Aufstellung der Differentialgleichungen und deren Integration zu 
Grunde legen.' Es hat ja etwas Unbefriedigendes, dafs wir diese Para- 
meter erst gegen Ende der Theorie (in diesem Kapitel) ausgiebig ge- 
braucht haben, während wir die ursprüngliche Integration mit den 
Eulerschen Winkeln y, -9 bewerkstelligten. Demgegenüber wollen 
wir nun zeigen, dafs die Differentialgleichungen der Bewegung des 
schweren Kugelkreisels, in den cd, ß, y, Ö geschrieben, eine überraschend 
einfache Gestalt annehmen und dafs sich das ganze Intcjgrationsgeschäft 
bei konsequenter Benutzung unserer Parameter sehr viel eleganter und 
kürzer wie bei der früheren Methode gestaltet und mit einem Schlage 
zu der definitiven Darstellung der Bewegung durch it- Quotienten führt. 

Der Umstand, dafs wir diese Entwickelungen erst jetzt bringen, 
und dafs wir uns bisher mit schwerfälligeren analytischen Methoden 
begnügt haben, liegt lediglich in der Anordnung des Stoffes, nicht in 
der Natur der Sache begründet. Die folgernden Betrachtungen setzen 
nämlich einige Vorkenntnisse aus der Theorie der eiliptischen Funktionen 
voraus, die erst in diesem Kapitel vorbereutet werden konnten. Nur 
aus diesem Grunde haben wir bisher auf die konsequente Verwertung 
der «, ßy y, d verzichtet. 

Noch nach anderer Richtung hin sind die folgenden Ausführungen 
bemerkenswert. Wir werden nämlich die Bewegung des schweren 
Kugölkreisels mit der Bewegung eines einzelnen Massenpunktes im Raume 
von vier Dimensionen in Zusammenhang bringen, so wie wir sie im 
vorigen Paragraphen mit der kräftefreien Bew(^gung des unsymmetrischen 
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Kroisels vergliclien haben. Dabei ist der hier g^aieinte 7iTisfl. TyiTnfmba.Tig 
ein durchgi oifender^j auch in kinetischer Hinsicht gültiger, während der 
Yon Jacobi entdeckte Yorwiegend kinematischer Natur war. 

Gleichzeitig werden wir Gelegenheit haben, einen Ausblick in eine 
eigentümliche, eventuell mehrdimensionale AujEfassung der mechanischen 
Probleme im Sinne der Punktmecbanik zu nehmen, för welche unsere 
Behandlung des Eugelfcreisels ein vorzüglich einfaches Beispiel darbietet. 

Den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bilden die aUgemeinen 
Lagrangeschen Gleichungen des schweren Kugelkreisel». 3Es wurde 
bereits pag. 155 die wunderbare Thatsache betont, dafe die Form dieser 
Gleichungen für alle möglichen Koordinaten, durch welche wir die 
Lage eines mechanischen Systems beschreiben mögen, dieselbe bleibt. 
Die Bewegungsgleichungen leiten sich allemal aus dem Ausdrucke T 
der lebendigen Kraft und dem Ausdrucke dA der Arbeit bei einer 
unendlich kleinen Verrückung (bez. aus der potentiellen Energie Y) 
nach ein und derselben Regel ab. Wie pag. 158 erwähnt, bleibt das 
Lagrangesche Schema sogar im Wesentlichen bestehen, wenn man die 
Lage des Systems durch überzählige Koordinaten festlegt, d. h. durch 
GrÖfsen, welche mittelst einer (oder mehrerer) Relationen F’=const. 
(bez. JPg, . . . == const.) verknüpft sind. Man hat dann nur statt T 
den Ausdruck T + ^ + ' ’ *) benutzen, 

wo die „Lagrangeschen Multiplikatoren" l so zu bestimmen sind, dafs 
die Lösungen der Lagrangeschen Gleichungen mit den Bedingungs- 
gleiehungen verträglich werden. 

Diese Regel wollen wir jetzt benutzen, um die Bewegungsgleichungen 
des schweren Kugelkreisels in den «, ß, y, d, auf welche schon pag. 158 
hingewiesen wurde, anzuschreiben. Verstehen wir unter [A], [B], [f], 
[A] die Komponenten des Impulses, unter A, B, f, A die Komponenten 
der äufeeren Kraft, welche zu den Lagenkoordinaten /?, S gehören, 
so haben wir ohne Weiteres: 


|[A]== 
! A - 


d(T + XF) 
dix' 

_dV 


( 2 ) 




, [B] = 

B = 


a ( jT -f X F) j-j-j ^ c iT+lF) 


cp- 
dß ’ 


r = 


C-l 

iZ 

Sv ’ 


dt 

dcc 

d[B] 

d{T+XF) 

dt 

dß 

dtn 

c(T+XF) _ 

dt 

dy 


d(.T + XF/ _ 




dt 




A = 


d(Tj-XF 

cS' 
cT 
cS 
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Die Bedeutung der hier benutzten öröfeen ist folgende: Zunächst 
lautet die Bedingungsgleichimg, welche die ß, y, d' verknüpft, wie 
wir wissen, 

( 3 ) F^ad — ßr^l. 

. Sodann ist die potentielle Energie f' = P cos '0'. Da nach den 
Definitionsgleichungen (8) von pag. 2.1 cos ^ = «d -f- ßy^ so haben 
wir, in den a, ß, d geschrieben, 

(4> V=^F{a8 + ßr). 

Bei der Berechnung der kinetischen Energie T des Kugelkreisels 
gehen wir von dem Ausdrucke 

r= 4 (i’' + 

aus, wollen aber, um Zweideutigkeiten in der Bezeichnung zu ver- 

M 

meiden, im Folgenden statt A lieber y sclireiben. Benutzen wir für 

P “f" ^3? — + ‘^3; Werte aus den Gleichungen (5) von pag. 43, 
so ergiebt sich 

T=- M\{ß8'^- 8ß') {oty'—ya) — {yß'~ ad') (da'-- ßy')\ , 

= ilf ((ad — ßy) (a'd' — ß'y')}- 

Mit Rücksicht auf die Bedingungsgleichung F — 1 gewinnen wir also 
den aufserordentlich einfachen Wert: 


(5) Tc= M{ad'~ß'/), 

Wegen der angegebenen Werte von F^ V und T gehen die 
Gleichungen (1) und (2) in die folgenden über: 


( 6 ) 


[A] = Md', 

A = — PS, 


[r] 

B = - Py, r 


: — Mß', [A] Mcc', 
— Pß, A == — Pcc, 


1^] 

dt 


U-. 




dt 


la — £s.. 


Eliminieren wir aus (G) die Impuls- und Kraftkomponenten, so 
haben wir, indem wir die Gleichungen in der umgekehrten Reihen- 
folge schreiben: 


( 7 ) 


Ma " — Xoc — — Pu, 
Mß"~Xß = -^Pß, 
My"-ky = + Py, 


aS — ßy — 1. 


Md" —Xd = — Pd. 


Pies sind die überaus einfachen und symmetrischen Pewegunys- 
gleichungm des schweren Kugelkreisels in dm u, ß, y, d. 



493 


VI. Darstellung der Kreieelbewegvmg durch elliptische Punlrtionen. 


Wir kommen später auf diese Differentialgleichungen ausfÜhrHeli 
zurück. Zünächst woUen wir noch einen Schritt weiter gehen und 
die vorstehenden Gleichungen in ihren reellen und im^nären Teil 
auflösen, indem wir von den «, ß, y, S m den QuatemionengrSfsen 
Ä, B, C, D übergehen. Da nach pag. 21 


oi-B-j-iC, ß = — B-l-iA, 
y^JS^iA, d= B — iC, 

SO ergiebt sicli: 


( 8 ) 


+ PA, 

PB, 

MC"—XO^~PG, 

MI>"—XI)= -JPB, 




Die somit erhaltenen Lagrangeschm Biffermüalghkhimgm dfes 
schweren Kugelkreisels in den A, B, C, B sind, wie man sieht, in 
ihrer Bauart von den vorhergehenden Grleiehungen nicht verschieden; 
nur die Form der Bedingungsgleichung erscheint geändert. 

Diese Gleichungen legen nun eine Deutung der Ereiselbewegung im 
Sinne der Punktmechanik des vierdimensionalen Raumes aufserordent- 
iich nahe. 

Wir wollen die ihrer Definition nach reellen Gröfsen A, B, C, B 
als gewöhnliche rechtwinklige Koordinaten im Raume von vier Dimen- 
sionen auffassen und zwar denken wir an einen vierdimensionalen Raum, 
der die genaue Verallgemeinerung unseres gewöhnlichen Euklidischen 
dreidimensionalen Raumes bildet. Wir werden also insbesondere in 
unserem vierdimensionalen Räume den Pjthagoräischen Lehrsatz zur 
Anwendung bringen und dementsprechend die Entfernung zweier Punkte 

B^, 6\, D^; Ä^, Cg, B^ durch den Ausdruck messen: 

y(A - A,y + + (c, - c,y + (b, - B,y. 

In diesem Raume soll nun die „Bewegung^^ eines Punktes von der 
Masse M untersucht werden; das Quadrat der Geschwindigkeit dieses 
Punktes werden wir nach dem eben Gesagten gleich 




setzen; seine kinetische Energie wird mithin sein! 

(9) ■B'3_j_c'2 + D'S). 


Ferner wollen wir annehmen, dafs unser Punkt einer äulseren Kraft 
unterliegt, deren potentielle Energie an der Stelle Ä, B, C, B des 
vierdimensionalen Raumes gleich ist: 
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Wir kommen später auf diese DififerentiaJgleickxingen ausflihrlich 
zurück. Zunächst wollen wir noch einen Schritt weiter gehen und 
die vorstehenden Gleichungen in ihren reellen und imaginären Teil 
auflösen, indem wir von den jS, y, d zu den Quatemionengröfsen 
A, B, C, D übergehen. Da nach pag. 21 

Ä = I) “f" iC } ß = — B 4" iAf 
Y B iA f d == D — iC ) 

so ergieht sich: 

MA"~KA^ + PA, 

( 8 ) + A^ + B^ + 

MC"-XC^-PG, ^ 

MD"—IB^-^PD, 

Die somit erhaltenen Lagrangeschen Differmtialglekhungm des 
schweren Kugelkreisels in den Aj B, C, J) sind, wie man sieht, in 
ihrer Bauart von den vorhergehenden Grleichungen nicht verschieden 5 
nur die Form der Bedingungsgleichung erscheint geändert. 

Diese Gleichungen legen nun eine Deutung der Kreiselbewegung im 
Sinne der Punktmechanik des vierdimensionalen Raumes aufserordent- 
lich nahe. 

Wir wollen die ihrer Definition nach reellen Gröfsen B, C, D 
als gewöhnliche rechtwinklige Koordinaten im Raume von vier Dimen- 
sionen äuffassen und zwar denken wir an einen vierdimensionalen Räum, 
der die genaue Verallgemeinerung unseres gewöhnlichen Euklidischen 
dreidimensionalen Raumes bildet Wir werden also insbesondere in 
unserem vierdimensionalen Raume den Pychagoräischen Lehrsatz zur 
Anwendung bringen und dementsprechend die Entfernung zweier Punkte 
Ati B^j Cfy I)^] A^j B 2 J G^j durch den Ausdruck messen: 

ViA - Ä,f + (B, - B,y -t- (c, - c,Y + (A - J),y. 

In diesem Raume soll nun die „ Bewegung eines Punktes von der 
Masse M untersucht werden; das Quadrat der Geschwindigkeit dieses 
Punktes werden wir nach dem eben Gesagten gleich 

+ jS'2^0'^ + D'« 

setzen ; seine kinetische Energie wird mithin sein : 

(9) T = + + + 

Ferner wollen wir annehmen, dafs unser Punkt einer äufseren Kraft 
unterliegt, deren potentielle Energie an der Stelle J., B, C, D des 
vierdimensionalen Raumes gleich ist: 
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(10) ^== Y (— -4® — .B» + (Jä -f i)*). 

Endlich soll der Punkt gezwungen sein, auf der um den Koordinaten- 
anfsng geschlagenen „Einheitskugel“ zu verbleiben, d. h. sein Abstand 
vom Koordinatenanfang soU beständig gleich 1 sein. Dies bedeutet 
zufolge unserer obigen Festsetzung über das Mafs der Entfernungen 
im vierdimensionalen Raume, dafs beständig die Bedingungsgleidmng 
erfüllt sein soll 

(11) F -== + jS^ + 0^ -f I>3 = 1. 

Unter der „Bewegung" des Punktes im Baume von vier Dimen- 
sionen verstehen wir dabei nichts anderes als den Inbegriff solcher 
Koordinatenänderungen^ welche den um eine Zeile vermehrten Differen- 
tialgleichungen für die Bewegung des Punktes im Raume von drei 
Dimensionen genügen. 

Das vierdimensionale Bewegungsproblem^ welches hierdurch definiert 
ist, können wir kurz bezeichnen als die Bewegung eines ^nJumsehm 
Bendels im Baume von vier Dimensionen unter dem Einflufs des dmch 
(10) charakterisierten Kraftsystems 

Bilden wir nun die Differentialgleichungen dieses sphärischen Pendels 
etwa nach Analogie mit den bekannten Lagrangesehen Gleichungen erster 
A.rt im Palle der dreidimensionalen Punktmechanik^ so ergeben sieh 
genau die Gleichungon (8). Wir können also sagen: 

Die Bewegung des sclmeren KtigelkreiseU ist identisch mii der Be- 
wegung eines sphärischen Pendels im Baume von vier Dmensione^n unter 
dem Einflufs des vorher angegehenm Kraftsystems, . 

Um uns kurz ausdrücken zu können^ wollen wir den Punkt der 
vierdimensionalen Kugel, dessen rechtwinklige Koordinaten jeweils 
gleich den Quaternionenparametern dee Kugelkreisels sind, den Jße- 
präsmtanten der Kreiselbewegung nennen und wollen uns von der 

*) Bas genaue Analogon des dreidimensionalen sphaariscliea Pendels im Eanme 
von vier Dimensionen wSre offenbar die Bewegung eines Massenpunkks auf der 
Einbeitskugel in einem Kraftfeide. dessen potentielle Energie einer der Koordi- 
naten Ä, JB, C, jD proportional ist oder, etwas allgemeiner^ nur von einer dieser 
Koordinaten abhängt. Die Niveauflächen dieses Kiuftfeldes bestehen aus einem 
System paralleler (dreifach ausgedehnter) 5, Ebenen“ des vierdimensionalen ßaumes, 
ebenso wie die Niveauflächen der Schvv’ere im Räume von drei Dimensionen aus 
dem Systeme der sämtiiohen Horizont fcalcbenea bestehen ^ während die Niveau- 
flächen unseres Kraftfeldes (10) ein System, von Flächen zweiten Grades darstellen. 

Natürlich ist dieser, dem sphärischen Pendel im engeren Sinne analoge Kreisel 
integrabel. Er gehört in der von Herrn Lieb mann (Math. Ann. Bd, 60, pag. 65) 
gegebenen Liste zu dem als reeU hervorgehobenen Falle (6), bei welchem 


vorausgesetzt w'ird. 
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Um sodann, den Satz der lebendigen Kraft von Neuem zu gewinnen, 
multiplizieren wir die Öleichungen (8) der Reihe nach mit A\ B, G\ B' 
und addieren* 

Berücksichtigen wir, dafs nach öleichung (11) 

( 13 ) AA' + BB^ + GO' + DB' =- 0 

ist, so ergiebt sich 

B'£"+ C'C"+ D'B") P {AA' + BB- CG'~ DD'). 

Wiederum stehen rechts und links voUständige Differentialquotienten. 
Wir integrieren daher und finden, unter h die Integrationskonstante 
verstanden: 

(14) f (J.'S'-f JB'3+ C'*+ U'*) = I (JL® + - C» - D») + Ä 

oder, wenn wir die Abkürzungen aus den GHeichungen (9) und (10) benutzen 

T+V^h. 

Wir sind somit zum Satze der lebendigen Kraft gelangt und zwar 
genau durch denjenigen Prozefs, den man in der Mechanik des einzelnen 
Punktes bei Rechnungen mit rechtwinkligen Koordinaten anzuwenden 
gewöhnt ist. Um diesen Satz im Sinne der vierdimensionalen Punkt* 
meehanik zu deuten, berücksichtigen wir, dafs T dem Quadrat der 
Geschwindigkeit des Repräsentanten proportional ist; wir können dann 
etwa sagen: 

Unser Repräsentant passiert hei seiner Bewegung Me einmlne Niveau- 
fläche V == const. stets mit der gleichen Geschwindigkeit, iveiche sich aus 
der Konstanten der Masse M und dem> Werte des zu der betr. Niveau- 
fläche gehörigen Potentiales V nach der letzten Formel leicht berechnen läfst. 

Schliefslich wollen wir noch die Gröfse des Lagrangeschen Multi- 
plikators A berechnen. Dieser giebt uns den „Druck^^ an, welchen 
unser Massenpunkt auf die ihn führende Kugelfläche in radialer Richtung 
ausübt, oder, wenn wir wollen^ die Spannung des von 0 auslaufenden 
Armes, an dessen Ende unser Massenpunkt befestigt ist. Wir multi- 
plizierenzu dem Zwecke die Gleichungen (8) der Reihe nach mit A, 
By Cy JD und addieren. Dabei ergiebt sich wegen der Bedingungs- 
gleichung 4“ + D^ = 1: 

A =- DD"+ CG"+ DD ') — P{A^+ 0^— D^). 

Es ist aber nach Gleichung (IS) 

BB''+ GU'+ DD" == {A'^+ D'^)y 

also mit Rücksicht auf (Id) 

M{AA'^+ DD'+ CG"+ DD") = — 0^ — D') - 2Ä. 



= const drüdd 
2ä senJcrecht 
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Der angegebene Wert von l reduziert sich daher auf 
(16) A = — 2 P(Ä\+ 5* — 0« - D^) ^ 2Ä = 4 F ~ 2k 

Dieses Ergebnis wollen wir folgendermafsen als Satz aussprechen: 

Beim Durchgänge durch die gleiche Niveaufläche V 
der Bepräsentant stets mit der gleichen Stdrhe A = 4 F - 
gegen die ihn tragende Kugelfläche. 

Wir gehen nun dazu über, die oben angekündigte Revision unseres 
früheren Integrationsverfahrens zu geben. Wir werden geradezu, indem 
wir von den Differentialgleichungen der A, J5, C, D bez. der (r, 
d ausgehen, in gröfster Kürze eine vollständige und neue analytische 
Theorie der Kreiselbewegung entwickeln, ohne die früheren Resultate 
als bekannt vorauszusetzen. 

Durch die Gleichungen (12) — (15) ist der Anfang des Integrations- 
prozesses in den Quaternionengröfsen A, B, C, D bereits gemacht 
Zur Weiterführung benutzen wir die Hülfsgröfse 

(16) u=^A^-B^+C^-i-D^ 

und versuchen diese als Funktion von t auszudrücken. Hierzu dienen 

folgende Rechnungen. 

Wir bilden 

u 2 ( — AA' — BB' GC DD') 
und kombinieren diese Gleichung mit (13), wobei sich ergiebt: 


(17) 


AA'^BB'^-\ 


C0' + + 

Darauf quadrieren und summieren wir die erste dieser Gleichungen und 
der Gleichungen (12) und finden; , wxj 

(18) 

Ebenso folgt aus der weiten der Gleichungen (17) und (12) 

(18') (0^ 4- D*) -h I>’^ ^ • 

Ferner haben wir wegen der Definition von u und der Bedingungs- 
gleichung C* = 1 : 


(19) 


1 




2 


SO dafs wir statt (18) auch schreiben können. 

Kl#itt-Somiüerfeld, Kreiiribe’jregttng. S.Aufl. 
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jf * 4 - 4 (n + jV) * 
8 Jf‘(l — u) 


und 


/^'s_L n'2_ 

— 8 M>( 1 +u) ' 




M*u' > + i (n‘ 4 JVr«) 8 wiV^M 

4ir*(i — lö 


Mit difesem Werte gehen wir in die Gleichung der lebendigen 
Kraft hinein. 

Wir erhalten dann: 

u*=U, 

wo U feigende Bedeutung hat: 

(20) ir=n=^ (2m(l— + — »«(l-M*)}; 

hiernach, bestimmt sich t durch das elliptische Integral 


u 



Die untere Grenze e des Integrals denken wir uns in einen der 
Wurzelwerte Ton 17 =* 0 gelegt. Die beiden anderen Wurzelwerte 
seien e' und a". Wir führen sogleich die folgenden Bezeichnungen für 
einige charakteristische Werte von t ein: 



Kehren wir die in (21) enthaltene Beziehung zwischen t und u 
um^ so ergiebt sich u als eine doppeltperiodische Funktion von t mit 
den Perioden 2cj und 2icj'. Somit haben wir unsere früheren Ent- 
wickelungen den neuen Bezeichnungen angepafst. 

Nunmehr gehen wir auf die ursprünglichen Differentialgleichungen (7) 
für die Ä, j8, d zurück, welche für das Folgende doch bequemer sind, 
wie die in den Quaternionengröfsen geachricbenen Gleichungen (8), wie 
sich später zeigen wird. Hier tragen wir den Wert von Ä aus Glei- 
chung (15) ein und denken uns u als doppeltperiodische Punktion von 
i berechnet. Wir erhalten so: 


( 22 ) 


d^a 


2 h — P\ 

’dF ~ 

M ) ’ 

d*ß 


U + P\ 

dt* “ 

M 


Die Differentialgleichungen für die beiden anderen Parameter y und d 
sind den angegebenen genau gleich. 
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Unser Problem hängt somit von der Lösung dieser linearm IHfferm- 
tidgleichungen sweiter Ordnung Mit doppeU^moMsdm. Eoeffmenten ab. 
Über solche Gleichungen mögen zunächst einige historische Notizen 
Platz finden. 

Die vorstehenden Differentialgleichungen gehören zu einem Glei- 
chungstypus, welcher in der Litteratur vielfach studiert worden ist. 
Wir bezeichnen sie als Lamesdie Gleiehmgen, da sie Verallgemeinemngen 
derjenigen Differentialgleichungen darstellen, welche zuerst von Lame 
bei einer Aufgabe der Wärmeleitung behandelt worden sind. Gegen- 
über den allgemeinsten Gleichungen, welche Lam^ Namen tragen, 
sind unsere Differentialgleichungen durch die wichtige E^enschafl aus- 
gezeichnet, dafs ihre Integrale eindeutige IWbiionen von t sind. Solche 
Gleichungen sind ganz besopders von Her mite und zwar gerade im 
Anschlufs an die Rotationsprobleme (s. unten) untersucht worden. Es 
ist daher berechtigt, diese Gleichungen allgemein mit Hermites Namen 
zu belegen und sie als den Hermteschm Fall der Lämmchen Gleidiungm 
zu bezeichnen. 

Aus der Form der Differentialgleichung kann man das Statthaben 
des Hermiteschen Falles nach allgemeiaen Regeln folgendermafeen ent- 
scheiden. Man suche die singulären Stellen der Differentialgleichung 
— wir handeln zunächst von der Gleichung fitr « — d. h, diejenigen 
Punkte der t- Ebene auf, an denen in der Entwickelung der Int^rale 
andere als ganzzahlige Potenzen Vorkommen. Diese singulären Punkte 
sind in unserem Falle mit den Unendlichkeitsstellen des Koeffizienten 
von a identisch, welche keine anderen sind, wie die Unendlichkeifs- 
stellen der Funktion u(t), d. h. wie die Stellen 
t = ia' 2 m 0 -j- 2m' im'. 

Darauf mache man eine Potenzentwickelung an einer dieser Stelm, 
z. B. an der Stelle t = im' und setze 

a == ao(t — im'y-’^ ai(t — i(o')-'‘+^ ■] , 

wobei die Koeffizienten der Entwickelung und der Exponent n aus der 
Differentialgleichung zu bestimmen sind. Für ^ ergiebt sich dabei 
eine Reihe, welche mit dem Terme 

n (n 4 - 1 ) 

(ß i(o')^ 

beginnt. Desgleir^hen entwickele man den Koeffizienten von a in eine 
nach Potenzen von t — ia' fortschreitende Reüie, wekhe mit der 

^ 2)*®^ Potenz beginnen wird. Das erste Glied dieser Reihe werde mit 

m 


(f — 


32 
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bezeichnet, (m = „Multiplikator des Unendliehwerdens^^). Alsdann be- 
stimmt sieb n aus der Gleichung 

(23) ^(w+l) = w. 

Sollen nun die Integrale unserer Differentialgleichung eindeutige 
Funktionen von t werden, so mufs offenbar n eine ganze Zahl sein. 
Die vorstehende Gleichung giebt uns daher, umgekehrt gelesen, eine 
Bedingung, welcher der Multiplikator m im Hermiteschen Falle ge- 
nügen mufs. Wir sehen also: 

Das StattJiahm des Hermiteschen Falles Vifst sich aus der Differential- 
gleichung heraus dadurch beurteilen, dafs 7mn den Multiplikator m auf- 
sucht, mit welchem der Koeffizient von a an der Stelle t ito' mid an 
den äquivalenten Stellen unendlich wird. Dieser Multiplikator mufs die 
Form w(n + 1) haben, unter n eine ganze positive Zahl verstanden. 

Die eben genannte Bedingung ist hier nur als notwendige Be- 
dingung för die Eindeutigkeit der Integrale abgeleitet; dafs sie zugleich 
die hinreichende Bedingung dafür darstellt, ist auf Grund der Parallelo- 
grammeinteilung der ^ Ebene nicht schwer zu sehen, soll aber hier 
übergangen werden. 

Wir überzeugen uns nun leicht, dafs unser Kriterium bei den 
Gleichungen (22) erfüllt ist. Wir betrachten zu dem Zwecke das Integral 


u 



00 


substituieren wir u = ^ und entwickeln ü ^ nach aufsteigenden 

Potenzen von v, so ergiebt sich nach Ausführung der Integration in 
erster Annäherung 


t — 


-i/Wo _ 1 / M 

y F V Fu^ 


also umgekehrt 

M 1 



Führt man die Rechnung ein Glied weiter, so erhält man, wie wir 
des Späteren wegen hinzufügen, in derselben Weise: 


Aus Gleichung (24) bestimmt sieh der Multiplikator, von welchem 
oben die Rede war, unmittelbar. Wir haben, einfach 


2P M 
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aus Gleickung (23) folgt daher 

n = 1. 

Wir können hiernach sagen: 

In den Gleichungen (22) liegt wirklich der Hermitesche Faü der 
Lameschen Gleichung vor, und zwar das einfachste Vorkommnis dessdben, 
der JJnterfall n—1. 

Die Integrale der Hermite-Lameschen Gleichung fiSnd nun, zumal 
in dem einfachsten Falle ^ = 1, sofort hingeschrieheh. Man überzeugt 
sich zunächst, dafs, da die Differentialgleichung bei Vermehrung yon t 
um 2 CU und 2 im völlig ungeändert bleibt, auch ihre Integrale g^en* 
über Vermehrungen des Argumentes um Perioden ein sehr einfaches 
Verhalten zeigen müssen. Nennt man nämlich zwei partikuläre Lösungen 
der Differentialgleichung Zj^{t) und z^{t)y so mufs sich 2 g>), 

z^{t-\-2im') (und ebenso ^^(^-f-^c}), (^ 4“ 2ica')) aus und 

linear zusammensetzen lassen. Durch spezielle Auswahl der partikulären 
Lösungen und kann man sogar erreichen, dafs 4" 2 o) und 
Zi{t 2 im') direkt mit z^if) proportional wird, so dals also 

, 2oj) = (>%(0; hO' + 2ifi3') — ez^it) 

wird. Entsprechend läfst sich die andere partikuläre Lösung wählen. 
Das Verhalten dieser Partikular -Lösungen gegenüber wiederholten 
Periodenzuwächsen ist hiernach klar. 

Nun bezeichneten wir eindeutige Funktionen von t. welche sich 
bei Vermehrung des Arguments um Perioden in dieser Weise „multi- 
plikativ^^ verhalten, allgemein als elliptische Funktionen zweiter Art. 
Dieselben können, wie wir wissen, als Produkt eines Exponentialfaktors 
und eines -O- Quotienten dargestellt werden, wobei so viele ^-Funktionen 
im Zähler und Nenner auftreten, als der Grad der Funktion, d. h. die 
Anzahl der im einzelnen Periodenrechteck gelegenen ünendlichkeits- 
stellen beträgt. Diese Anzahl ist im Falle der Hennite -Lameschen 
Gleichung überdies von vornherein bekannt. Wir sahen nämhch, dafs, 
wenn m~n{n-\-l) ist, eine und nur eine w- fache ünendiichkeits- 
steile bei t = im (und den äquivalenten Punkten) vorhanden war. 
Die aus dem Multiplikator m zu bestimmende Zahl n giebt also direkt 
den Grad der elliptischen Funktionen an. Wir gewinnen also 
folgende Resultat: 

Die Hermiie'' Lamesche GUichmig wird allgemein durch eUiptiSche 
FunJctionen zweiter Art Grades inkgrieri In dem Uer vomegendm 
einfachsten Falle reichen wir üwbesondere mit elliptkchen FtmUicnm 

zweiter Art ersten Grades aus. ^ ^ _ 

Wir bemerken ferner, dafs unsere Differeiitiälgleichiing bei Vor- 
tauschung von < mit — ^ völlig uageändort Meibt. Dara’os foigi^ 'Ms 
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zugleich mit 0 (t) immer auch 0 ( — t) ein Integral der Differential- 
gleichung darstellt. Ist insbesondere 0 (t) als eine der multiplikativen 
partikulären Lösungen gewählt, so ist auch «( — t) eine multiplikative 
Lösung, welche im allgemeinen von 0 (t) verschieden ist. Wir können, 
also die im Vorstehenden gencmnten Losungen 0 ^ und 0 ^ he 0 . gleich setzen: 
0i=^0(t), 0^^0{—t). 

Im trbrigen fügen wir die selbstverständliche Bemerkung hinzu: 

Die allgemeine Losung ergieU sich aus unsern Partikularlösungm 
in (kr Form 

(25) Ci^(0 4- 0,' 

WO und die willkürlichen Integrationskonstanten sind. 

In unserem Falle w — 1 hat z (t) die folgende einfache Form 

(26) «(<)-«■" *(?-<»•) ’ 

WO die eingeführten Konstanten ^ und aus der Differentialgleichung 
zu bestimmen sind. Die folgende Rechnung, welche zu dieser Kon- 
stantenbestimmung dient, läfst gleichzeitig erkennen, dafs z{f) bei 
richtiger Eonstantenwahl der in Rede stehenden Differentialgleichung 
wirklich genügt, und liefert somit einen expliciten Beweis der sämt- 
lichen vorhergehenden Bemerkungen. 

Wir betrachten vorerst die Grrölse 
, /dlogÄiy^ 
dt^ \ dt / 

d * log & (t — logJd’(t‘- im') ^ ^ ^Jog O (t — Q logO'(e 


dt^ 


üi. 


dt 


so er- 


dt^ 

Dieselbe wird nur an den Stellen t= t. und t~im sowie an den 
äquivalenten Stellen unendlich, und zwar an den ersteren von der 
ersten, an den letzteren von der zweiten Ordnung. Entwickeln wir 
nämlich — nach dem Taylorsehen Lehrsätze bei t — 0, 
giebt sich 
( 28 ) 
also 
( 28 ') 

Mithin lautet 
Stellen t^t^ 


i(a)\ 


d log 0 (f) 
di 


1 _L i 4. 


d*\Qg^(t) 

dt* 






8^'(0) 

die Entwickelung unseres obigen Ausdrucks an den 
bez. t = i(o\ wenn wir nur die unendlich werdenden 


Terme hinschreiben: 

(p_ 

+ t: 


t — ^ 

2 

{t — icü')* 


d log ^ — 

ita')\ 

dt^ 

) 


-) ■! (#» < — <1)1 


g,(,.+ «. ! S t. y .-0) + ... 
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Wi, Mman Mm dnr* WrfJ „e , die U»e.aiieiWtMteUe bei 
t^tyia Fortfall bringen; wir brauchen nur zu setzen 

__ dlog»fe — tfl,-) 

dV ’ 

gleichzeitig yerschwindet dann auch in unserer zteeiten Ehtwickelumr 
der Tenn mit (f — Diege lautet daher jetzt: 

(29) = . 

« (i - im')* "1 

oder, wenn wir noch das konstante Glied der Potenzreihe mitnehmen 
wollen: 


(290 


z (t — icn'y 


\ TP 


I + 

fszstüi 


3 ^'( 0 ) 


Ferner sieht man es der in (27) gegebenen Darstellung sofort an, 
dafs y eine doppeltperiodiscbe Funktion von den Perioden 2aj und 

2icö' ist Es werden daher die Entwickelungen (28) und (29) aufser 
für die Stellen t =•" und 3? = t o> auch für die sämtlichen äquivalenten 
Stellen gültig sein. Mithin werden bei unserer Wahl von [i aufser der 
Stelle t = auch die sämtlichen mit ihr äquivalenten Stellen als 
Unendlichkeitsstellen in Fortfall kommen und es wird andrerseits die 
öleichung (29) nicht nur an der Stelle t = sondern auch an den 
sämtlichen äquivalenten Steilen gültig sein. Somit haben wir bewi^en: 

Bei unserer Wahl von u ist y eine doppeltperiodische Funktion 

von t, welche an den Stellen t — io' und den äquivalenten Stellen und 
nur an diesen von der zweiten Ordnung mit dem Multiplikator 2 un- 
endlich wird. 

Eine ebensolche Funktion ist aber nach obigem 

Die Differenz beider wäre also eine doppeltperiodische Funktion, welche 
für keinen Punkt der Ebene unendlich wird. Eine solche Funktion 
reduziert sich aber notwendiger Weise auf eine Konstante c. Wir 
haben also: 

“(30) £_^.*e(i) = c. 

Dies ist direkt eiae Lam&che Gleichung. Wir sehen mithin: 

Sei äer obigen Wähl von g genügt vmere dlipHsc^ Funktion ersten 
Grades e(t) der Sfermite-Lam^dten Gleichung 

(300 
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Die in dieser Gleichung Torkommende Gröfse c hängt dabei von 
der noch disponibeln Konstanten ab. Durch passende Wahl dieser 
Konstanten wird es daher möglich sein, der Konstanten c einen be- 
liebigen Wert zu erteilen, und es insbesondere so einzurichten, dafs die 
vorstehende Gleichung direkt in die erste oder zweite der Gleichungen ( 22 ) 
übergeht. 

Um dieses zu erreichen, drücken wir zunächst die Gröfse c in 
einer für das Folgende bequemen Weise durch aus. Wir setzen zu 
dem Zwecke in (30) und schreiben: 

(31) + 

i=:ita 

Darauf betrachten wir den Ausdruck: 


^m(<) + 


d* log — tfio') 
dt* 5 


derselbe ist eine doppeltperiodische Funktion von den Perioden 2 ca 
und 2 fa)', welche an keiner Stelle der ^ Ebene unendlich wird. In der 
That heben sich die bei t — ica' und den äquivalenten Punkten ge- 
legenen Unendlichkeitsstellen des ersten und zweiten Termes naeb den 
Gleichungen (24) und (28') gerade auf. Unser Ausdruck ist also eine 
Konstante, so dafs wir schreiben können: 




+ C'. 


Den Wert von c' bestimmen wir auf doppelte Weise, indem wir 
einmal t^id und u — — 1 , das andere Mal t — ca — ih und = -(- 1 
setzen. Wir erhalten so 


und 


/d* log 

P 

“ \ dt* ) 

' M 

t = ia 


^ d * log ^{t — 

+ - 
^ M 


i = o> — »6 


Entsprechend ergiebt sich für u(t) der doppelte Ausdruck 


Z../A— — , ( A* log % {t — r 

M dt* ■1" \ dt* ) M 

t-~ia 

und 

~ 11 (i\ = _ % ■ 8 - (< ~ * «>') , (d* log «■ (i — jm')) I -P 

M dt* ■ i“ ( ■ 7 ' M 

t=. 03 — ih 

Wir schreiben uns insbesondere die hieraus folgenden Entwick- 
lungen an der Stelle t = io?' hin, welche wir mit dem konstanten 
GKede abbrechen 5 sie lauten nach (28'): 
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«, (f) = I / d ‘ log d (t — ä«,')\ JP 

M “ W 3 ^.(0) + \ dt> ) 


M 


bez. 


M 




i=s(o — 1 6 


Diese Entwickelungen setzen wir reckterhand in Gleicknng (31) 
für das dritte Glied ein. Gieickzeitig ersetzen wir das erste und zweite 
Glied durck die Entwickelungen (29') und (24'). Alsdann keken sich, 
wie es sein mufs, die für t — im’ unendlich werdenden Bestandteile 
heraus und wir bekomnaen; 


^ 32 ) c — l^ dMog »(t — ^ d»log »(( — 


SÄ + P 


bez. 


(- 32 ') c = — — ^ ^d’‘log»it~ia,’) 'j _ 




isssQ) — ib 


M 


M ’ 


Somit haben wir für die in Gleichung (30') eingehende Konstante c 
zwei yerschiedene Darstellungen gewonnen. Wir benutzen sie dazu, 
um die Gröfse in solcher Weise zu bestimmen, dafs Gleichung (30') 
in die erste oder zweite der Gleichungen (22) übergeht. Dies erreichen 
wir dadurch, dafs wir einmal 

(33) 

das andere Mal 

(33') £ö — ih 

setzen, wobei nach (32) und (32') in der That 

bez. 

U — P 
' M 

wird. Wahlen wir also die in tmserer elliptischen Funktion ^(f) vor- 
lernende, noch disponible Konstante t, so, toie in den Gläclmngen ip^) 
und (33') angegeben, So hatten wir in den so entstehenden F'anUionen 
PartilcularVösjmgen der beiden GMehingen (22) vor uns. 

Es erübrigt jetzt nur noch zu zeigeu, dais unsere Parameter a 
und ß diesen Partikulaiiösungen bis auf einen konstanten baktor 

gleich sind. , j. u 

Zunächst werden wir den Wert von tx nach aem feehema dc-r all- 
gemeinen Lösung (25) in der Form anzusetzen haben; 

(34) ■ « = c, ^ (0 + Cs Ä (— 0- 
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Der zu a konjugierte Parameter Ö lautet dann, da wegen der be- 
sonderen Form von ^(t) unsere Lösungen ^(t) und 0( — konjugiert- 
imaginäre Gröfsen sind: 

(34') 

unter und die zu q und konjugierten Konstanten verstanden. 

Wir werden nun sehen, dafs wir entweder (und also auch c^) 
oder % (und also auch ci) gleich Null setzen müssen. 

Wir benutzen zu dem Zwecke die aus den Definitionsgleichungen 
der ßj y, ö von pag. 21 folgenden Gleichungen: 

(35) ßr^^- 


Die erste derselben zeigt, dafs die NuUstellen von a und ö mit denen 
von w -f- 1 , d. h. mit den Stellen t = ^ia 2 mco ^ 2 m'im' über- 
einstimmen. Setzen wir also t = iay so mufs entweder a oder ö ver- 
schwinden. In den Gleichungen (34) haben wir daher entweder Cg — 0 
oder = 0 zu nehmen. Setzen wir andrerseits^ t = so ergiebt 

sich auf dieselbe Weise, dafs wir entweder c\ — 0 oder = 0 nehmen 
müssen. Wir haben also in der That die beiden oben bezeichneten 
Möglichkeiten, entweder q oder gleich Null zu setzen. Ob wir 
dieses oder jenes thun wollen, macht keinen grofsen Unterschied aus. 
In jedem Falle, ergiebt sich, dafs unsere Parameter cc und d den parti- 
Jculären Lösungen z (t) und z ( — t) direkt proportional sind. 

Wählen wir z. B. Co == 0 , so bekommen wir, indem wir für z (t) und 
die darin vorkommenden Konstanten die gefundenen Ausdrücke eintragen : 


e' {ia — ita) ^ 
(i a — * co') 


{t — ia) 

-&• (i — ioa') ^ 


Ö 


&' {ia — i <xi) 

& {ia — ^ (i ia) 

O- + im') 


(Hätten wir die andere Möglichkeit = 5 ;« 0 gewählt, so würden sich 
nur die Ausdrücke von a und d gegenseitig ausgetauscht haben.) 

Ganz ebenso findet man aus der zweiten der Gleichungen (35), 
wenn man das eine Mai t — w — ih, das andere Mal t = — g> ib 
setzt, dafs auch ß und y direkt den multiplikativen Partikularlösungen 
unserer zweiten Gleichung (22) bis auf einen Faktor gleich sind. Die 
Ausdrücke von ß und y werden auf solche Weise: 


c^e 


& (ro - 


-ib- 

Tb- 


t 

- i (13) 


- 

^(i 


Cß -j- 

— im') ’ 


y (oi — ib — im) 

&((o — ib — im'} ^ (t -f- CO — ih) 

+ im') 


y 
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Somit haben wir unsere früheren Werte der a, ß, y, d (rergl. 
pag. 420 und 428) auf kürzestem und direktestem Wege wiedergewonnen. 
Es bleibt nur noch die Bestimmung der multiplizierenden Konstmiten 
und Cj übrig, welche sich genau auf die p^. 425 und 426 angegebene 
Weise bewerkstelligen läfst. Wir brauchen hierauf nicht nochmals 
einzugehen. ■ 

Die Differentialgleichungen für die Ä, B, C, D, welche ebenfalls 
Lamesche Gleichungen und von denen für die a, /3, y, d überhaupt 
nicht verschieden sind, lassen sich natürlich genau ebenso integrieren. 
Die Vereinfachung, welche die or, ß, y, d gegenüber den Ä, B, C, D 
mit sich bringen, kommt erst in den Endresultaten zur Geltung, wo 
sich zeigt, dafs die a, ß, y, 6 den multiplikativen Partikularlösungen 
unserer Lamfechen Gleichungen direkt proportional sind, während sich 
die Ä, B, C, D aus ihnen linear zusammensetzen. — 

Der Hauptzweck, den wir mit diesem ITachtrag verfolgten: zu 
zeigen, dafs unsere Parameter a, ß, y, d nicht nur für die Eormuliemng 
der Schlufsresultate, sondern auch für die direkte Integration des 
Kreiselproblems von Nutzen sind, ist hiermit erreicht. 

Wir bemerken noch, dafs das hier gegebene Integrationsverfahren 
genau den Intentionen Hermite’s entspricht, welche dieser Autor in 
seinen berühmten Untersuchungen über die Anwendungen der elhptischmi 
Funktionen (den pag. 151 citierten Applications des fonctions elliptiques) 
niedergelegt hat. Während aber Hermite von dem Problem des schweren 
Kreisels nur den SpezialfaU des gewöhnlichen sphärischen Pendels be- 
handelt, gelang es ims, dank der Einführung der k, ß,y, ^ seine Methode 
auf die Behandlung des schweren Kugelkreisels (unseres vier^ensio- 
nalen sphärischen Pendels) auszudehnen, von welchem der Übergang 
zu einem beliebigen symmetrischen Kreisel jederzeit nach den fiüheren 
Regeln möglich ist. Und während Hermite für die reehtwinkl^en 
Koordinaten x, y, s des gewöhnlichen sphärischen Pendels bez. für 
deren komplexe Verbindungen x iy, x — iy, « eUiptische Funktionen 
zweiter Art zweiten Grades findet, ergeben sich für die rechtwinkligen 
Koordinaten A, B, C, D unseres vierdrnensionalen sphärischen Pendels 
oder vielmehr für deren komplexe Verbindungen a, ß, y, d elliptische 
Funktionen ersten Grades, so dals also die Hermiteschen Resultate selbst 
durch das Vorstehende eine Vereinfachung erfahren. Um die vollständige 
ParaUelität der Hermiteschen und der hier gegebenen Entwickelungen 
zu würdigen, vergleiche man insbesondere pag. 109 u. ff. des genannten 
"Werkes. 

Gleichzeitig werden wir durch die vorstehenden Betrachtungen no^ 
einem anderen in der Litteratur bereits vorHegenden Ansätze gerecht. 



50.8 S 9- Die Differentialgleichungen dev oc, ß, y, B und ihre Integration. 

Herr Tait stellt sich, nämlict in der pag. 142 citierten Arbeit die 
Aufgabe j allgemein die ßotationsprobleme auf örund der Quatemionen- 
tbeorie zu bebandeln. Besonders elegant sind seine Resultate im kine- 
matischen Teile; aber auch im kinetischen Teile finden sich bemerkens- 
werte Ansätze^ welche enge mit unsern letzten Betrachtungen Zusammen- 
hängen. Dabei fafst Tait unsere yier Quaternionenparameter Ä, B, 

wie es in der Quaternionentheorie üblich ist, in die eine komplexe Gröfse 

2 = i J. -f- jB + JcC + D 

zusammen und bildet die Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher 
diese Gröfse genügt (ygl. insbesondere Art. 30 der genannten Arbeit), 
und zwar sogleich für den allgemeinsten Fall einer beliebigen un- 
symmetrischen MassenTerteilung und eines beliebigen äufseren Kraft- 
systems. Indessen gelingt es ihm nicht, von dieser Differentialgleichung 
aus zu einer allgemeinen Integration vorzudringen, vielmehr erklärt er 
diese Aufgabe, wie es bei der angestrehten Allgemeinheit kaum anders 
möglich ist, für „unentwirrbar kompliziert 

Unsere obigen Betrachtungen zeigen nun, dafs in dem allerdings 
ganz speziellen Pall des schweren Kugelkreisels die Differentialgleichung 
für die Quatemion q oder, was auf dasselbe hinauskommt, die yier 
Differentialgleichungen für die Quaternionenkomponenten A, B, B 
eine äufserst einfache Gestalt annehmen und ein sehr elegantes Integra- 
tionsverfahren zulassen. Gleichzeitig erkennen wir aber, dafs es für 
die analytische Durchführung der Integration praktisch ist, von den 
Quaternionengröfsen A, B, 0, B wieder zu unseren Parametern cc, 

7 , d überzugehen, welche in analytischer Hinsicht von unübertrefflicher 
Einfachheit sind. Jedenfalls werden wir hiernach unser vorliegendes 
Integrationsverfahren als spezielle Durchführung des den Vertretern der 
Quaternionentheorie in Sachen der Rotationsprobleme vorschwebenden 
Ideales anselien dürfen. 

Was die Beziehung der Kreiselbewegung zur Pimktmechanik be- 
trifft, so bemerken wir, dafs die obigen Auseinandersetzungen als ein 
spezielles Beispiel für eine allgemeine mathematische Methode anzusehen 
sind, nach welcher man jedes noch so komplizierte mechanische Problem 
in gewissem Sinne als ein Problem der Punktmechanik auökssen kann. 
Man ordnet nämlich dem mechanischen System, wie oben geschehen, 
einen einzelnen Massenpunkt, einen „Repräsentanten*'^ zu, indem man 
die Lagenkoordinaten des Systems als Koordinaten des Repräsentanten 
deutet. Dabei wird man entsprechend der Anzahl der benutzten 
Lagenkoordinaten in einen Raum von eventuell höherer Dimensionen- 
zahl geführt. In diesem Raume legt man ferner im Anschlufs an 
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den Ausdruck der lebendigen Kraft eine geeignete Bestimmung über 
die Messung der Entfernungen zu Gründe; man berechnet nämlich 
die Entfernung zweier unendlich benachbarter Punkte oder, wie man 
ßich kürzer ausdrückt, das Linienelement des betreffenden Raumes 
durch die Öleichung 

ds^^2Tdt\ 

wo die rechte Seite ersichtlich eine definite quadratische Form der 
unendlich kleinen Koordinatendifferenzen der beiden Punkte wird, und 
definiert iin Übrigen die Bewegung des Massenpunktes wieder durch 
das Bestehen der Lagrangeschen Öleichungen. 

Dann entsprechen sämtliche Lagen, welche der Repräsentant bei 
der so definierten Bewegung einnimmt, sämtlichen Lagen, welche das 
ursprüngliche mechanische System nacheinander durchläuft. Die Be- 
wegung des Repräsentanten wird ein genaues Abbild von der Bewegung 
des Systems. 

Es ist klar, dals die hier skizzierte mehrdimensionale Punkt- 
Auffassung der mechanischen Probleme im Gründe nur eine Umdeutung 
der ursprünglichen Prageetellung ist. Sie vermittelt keine eigentlich 
neue Erkenntnis, sondern gestattet nur eine in vielen Fällen bequeme 
Formulierung desselben Sachverhaltes. 

Wie nützlich diese punktmechanische Auffassung immerhin werden 
kann, zeigt gerade am deutlichsten unser Beispiel des Kugelkreisels 
Hier führte uns die Analogie mit dem auf einer vierdimensionalen 
Einheitskugel beweglichen Massenpunkte zu einer wesentlichen Ver- 
einfachung des Integrations Verfahrens und gestattete uns, die von früher 
her bekannten Integralsätze der Kreiselbewegung in neuer und sehr 
anschaulicher Weise aufzufassen und auszusprechen. 

So einfach wie im vorliegenden Falle wird die punktmechanische 
Deutung im Allgemeinen allerdings nicht ausfallen. Man mufs nämlich, 
wie bereits angegeben, in dem Raume, in welchem die Bewegung des 
Repräsentanten verfolgt werden soll, allgemein zu reden, eine von der 
gewöhnlichen abweichende Bestimmung über das Mafs der Entfernungen 
zu Grunde legen und mufs dementsprechend eine kompliziertere und 
willkürliche Art von Geometrie und Mechanik postulieren. Demgegen- 
über besteht das Bemerkenswerte an unseren obigen Ausführungen 
gerade darin , dafs wir hier mit der eleme itaren Euklidischen Geometrie 
äuskommen, indem, wir alle Eigenschaften des realen dreidimensionalen 
Raumes direkt auf den vierdimensionalen Raum unseres Repräsentanten 
übertragen. 

Den Mathematikern ist die in Bede stehende mehrdimensionale 
Auffassung der mechanischen Probleme seit den wichtigen Arbeiten 
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von Beltrami**') aus dem Jahre 1869 und von Lipschitz**) aus dem 
Jahre 1872 geläufig. In weiteren Kreisen dürfte sie aber erst durch 
das schöne Werk von Hertz über die Prinzipien der Mechanik vom 
Jahre 1894 Eingang gefunden haben, welches ganz und gar auf diesen 
mehrdimensionalen, punktmechanischen Vorstellungen beruht. — 

Wir bescMiefsen dieses Kapitel, indem wir die historischen Notizen 
von pag. 429 und 430 durch einige interessante Angaben veiTollständigen. 

Von mehreren Seiten wurden wir darauf aufmerksam gemacht, dafs 
Weierstrass bereits im Jahre 1879 bei Gelegenheit einer Vorlesung 
über die Anwendungen der elliptischen Funldionen unsei‘e et, d zur 
Darstellung der Bewegung des schweren symmetrischen Kreisels verwertet 
hat. Eine Ausarbeitung dieser Vorlesung ist uns von Herrn J. Hänleiii“ 
Berlin in liebenswürdigster Weise zur Verfügung gestellt. 

Weierstrass betont in jener Vorlesung zunächst, dafs die Be- 
trachtung der neun Richtungseosinusse bei dem Problem des schweren 
symmetrischen Kreisels rechnerische Komplikationen mit sich bringt, 
welche man veiuneidet, wenn man zur Festlegung der einzelnen Drehung 
die drei in der Anmerkung von pag. 60 genannten Sulerschen sym- 
metrischen Drehungsparameter A, v benutzt. Von diesen geht er 
mittels der Proportio.?! X : p : v : 1 === Ä : B : G : I) zu unseren vier 
Quaternionengröfsen über, welche durch Hinzufügung der Bedingungs- 
gleichung 4- -f- — I his auf einen gemeinsamen Vor- 

zeichenwechsei festgeiegt werden. Die geometrische Bedeutung der 
Äy B, Gy D wird in dem Sinne der Gleichungen (14) von pag. 38 
mit Hülfe von Drehungsaxe und Drehungswinkel erläutert. Endlich 
bildet Weierstrass die komplexen Verbindungen A-\-iBy ü-{-il)y 
d. h. im Wesentlichen zwei von unsera vier Parametern ä, ß, y^ d 
und bestimmt diese als elliptische Funktionen zweiter Art ersten 
Grades mittels gewisser Formeln, welche sich, auf den Fall des Kugol- 
kreisels spezialisiert, genau mit unserer Darstellung von pag. 420 und 
428 decken. (Ein rein äufserlicher Unterschied besteht darin, dafs 
Weierstrass die o-Funktion statt der ^-Function verwendet und übrigens 
A, p, V, Q statt Ay B, Cf D schreibt). Bei der Behandlung des kräfte- 
freien unsymmetrischen Kreisels hat Weierstrass die a, ßy y^ ö nicht ver- 
wendet. Vielmehr geht er hier auf die Jacohischen ßichtungscosinus aus, 
die er nach vorheriger Integration der Eulerschen Gleichungen ziemlich 
direkt als elliptische Funktionen ersten Grades hinzuschreiben vermag. 

*) Mem. deir Istituto di Bologna, ser. II, t. VIII, Teorica generale dei para« 
metri difierenziali. 

**) Grelles Journal Bd. 74, Untersuchung eines Problems der Variationsrechnung, 
in welchem das Problem der Mechanik enthalten ist. 
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Ferner fehlt bei Weierstrass (abgesehen von den Ausführungen 
des letzten Paragraphen) die Beziehung der Parameter a, d zu 
der komplexen Variabeln, welche wir uns auf der Riemannschen Kugel- 
fläche ausgebreitet dachten, und die Gleichung für die lineare Trans- 
formation dieser Variabein bei Ausführung der Drehung (a, y, d): 

2 

yA + ^‘ 

Was nun speziell diesen letzteren Punkt betrijBft, so sind wir 
inzwischen in der Lage, einen noch viel älteren und noch viel 
interessanteren historischen Nachweis beizubringen. Bei der Bearbei- 
tung des Gaufsischeii Nachlasses hat sich nämlich gezeigt, dafs diese 
ganze Vorstelliingsweise bereits Gaufs vollständig geläufig war, und 
ferner, dals die Grundlagen der Quaternionentheorie explicifce in den 
gelegentlichen Aufzeichnungen von Gaufs enthalten sind. Wir citieren 
zu diesem überrascb enden Ergebnis einige Sätze aus einer vorläufigen 
Mitteilung „Über den Stand der Herausgabe von Gaufs' Werken Nachr. 
der Kgl Gos, der Wiss. zu Güttingen, Heft 1, 1898: 

''Gauls hat bereits goxiau so, wie später Riemann, eine komplexe 
Variable g: ~ x -f- ^^uf der Kugel gedeutet und hat gewufst, dafs 
sich die Dr(?liTingcn der Kugel um ihren Mittelpunkt durch lineare 
Substitutionen dieses r' von bostiiimiter einfacher Bauart darstellen! 
Und, was nocJi überraHcliender scheinen kann, er hat die „Mutationen 
des Raumes (wie er sagt), d. h. die Drehungen des Raumes um den 
Koordinatenan laugspunkt, verbunden mit einer beliebigen von letzterem 
auslaufendcn Ahnlichkeitsiransformation, bereits 1819 durch dieselben 
vier Paraincter dargestellt, welche die spätere Quaternionentheorie benutzt; 
er bezeichnet den InbegrifiF dieser vier Parameter als „Mutalionsskala^^ 
und giebt die expliciten Formeln für die Zusammensetzung zweier 
Skalen (also die Multiplikation zweier Quaternionen) , wobei er die 
symbolische Schreibweise (a b cd) • {a ß y ö) ■— {ABC D) benutzt uiid 
auKsdrücklicli bcunerkt, dals es sich dabei um einen nicht kommutativen 
Prozefs handelt! ”=^0 

*) Vgl. Gauls, Gea. Werke Bd. VJII (1900), pag. 357— :J62. 



